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AREOLARE EXPONENTIALFUNKTION ALS LOSUNG
EINER KLASSE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Stanimir Fempl

Analog dem von Théodoresco eingefiihrten Begriffe ,,areoldres Polynom* [1]

P(z, )= 5 @)z (z=x+yi, z=x—yi),

n
v=0

wo ¢,(2) (v=0, 1, 2, ..., n) beliebige analytische Funktionen darstellen,
definiere ich die areolire Exponentialfunktion

__ def —
€)) E(z, 2) = ¢(2)e"?,

wo r=const. und ¢ (z) eine beliebige analytische Funktion ist. Dicse Funkti-
onenklasse besitzt eine interessante Eigenschaft. Némlich, wenn die nicht-
analytische Funktion

wx, »)=u(x, p)+iv(x, y)
ron der Gestalt

Sy

w=f(2)+9p(2)e (/, @ analytisch)

st, so erhdlt man eine analytische Funktion, indem man von w ihre Abwei-
hung B von der Analytizitit subtrahiert [2]. Dabei ist

def
B(w) = ow 0w=ﬂ_ég+i<gﬁ+dv>

— ] —— —.
ox o0y 0x 0y 0y 0x
Alir die reellen Funktionen u und o gelten folgende Voraussetzungen
1° sie sind eindeutig und endlich in den Punkten eines Bereiches D,,
2° stetig in diesem Bereich,

3° sie besitzen endliche partielle Ableitungen von solcher Ordnung,
die man speziell verlangt; jedenfalls sollen die ersten partiellen Ableitungen
existieren (wenn notwendig ist, seien sie auch stetig).

Wenn man Punkte in denen die erwihnten Bedingungen nicht erfiillt
sind als singuldr betrachtet, so setze man voraus dass die Anzahl dieser Punkte
abzdhibar ist.

In Bezug auf die Verbindungen die man zwischen Funktionen x und
aufstellen kunn, sollen
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Areoldre Exponentialfunktion als Losung einer Klasse Differentialgleichungen 139
1° durch jeden reguliren Punkt des Bereiches D, zwei und nur zwei
equiskalarc Linien

u(x, y)=C,, v(x, )=C, (C,;, C, Konstanten)
gehen,
2° grad ux grad 2+#0.
In dieser Arbeit weise ich auf andere Eigenschaften der Funktionen (1) hin.
Fithren wir vorerst einige Eigenschaften des Operators

an, die wir, in dem was folgt, benutzen werden:
B(w;+w,) = B(w)+ B(w,)
B(w, w,)=w, B(w,) + w, B(w,)
Blo(2)]=0 (9 (z) analytisch)
B(z)=2
B[f(W]=1"(w) B(w).

Diese Eigenschaften kann man leicht verifizieren.

Es wird noch der Begriff der n*" Abweichung von der Analytizitit
benutzt:

def (n)
B, (w)— (i+ i i) B, (w)E<i+i a> B(w).
ox 0y ox Oy

Dabei gilt

Bn[i’nj Wv(xa y)]:i Bn[wv(xa y)]

B,[f@w(x, »]=f(@By[w(x, )]  (f(2) analytisch)
B,[f(2)]=0.

Auch diese Eigenschaften kann man leicht verifizieren.
Ich beweise folgenden

Satz. Die allgemeine Lisung der partiellen Differentialgleichung
2) B.wW+a B W)+ -+ - +da, B (W) +a,w=0 (a,=consti., B, =B)
hat die Gestalt

3) w= % E,(z, 2)= A\:cp\,(z)ei ,
v=1 v=1
wo o,(v=1, ..., n) beliebige analytische Funktionen darstellen, wihrend r,(v=
=1, ..., n) die Wurzeln der algebraischen Gleichung
(4) £"+alan—“l+"'“‘ran—la_l_au:o

sind.
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Man setze zuerst voraus, dass die Wurzeln r,(v=1, ..., n) simtlich
verschieden sind.

Die letzte Gleichung ist ein Analogon der charakteristischen Gleichung
einer linearen homogenen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.

Die Gleichung (2) zerfillt in ein System von zwei partiellen Differentials
gleichungen 7' Ordnung mit zwei unbekannten Funktionen.

Beweis des Satzes. Durch Anwendung der erwihnten Eigenschaften der
Operatoren B und B,, folgt
ry —
-2—2

Bi(w=2 re)e

ry -

B,(w=2 rie.@e*’

B =2, e @) et

ry —

=z
1 ryp,(z)e? .

M=

B, (w) =

Nach Multiplikation dieser Gleichungen resp. mit a,—;, @,—,, - .., a,, @, (a,=1)
und Addition erhilt man

B,+a B, ,+ - -+a, B +a,w=

ry — n ry - ry -

n

7z o —z =z

Ia,,cp\,(z)ez +Zlan—1rvcpv(z)e2 R Z‘ a()rc(PV(z)e2 ¥
v= y—

M=

Wenn man die Glieder auf der rechten Seite umordnet, so erhilt diese rechte
Seite die Form

- n rp— n

9, (2) e2” Zoavrr—“mz(z)e?’ Zoavrs—w et @)e
V= V=

n
2 a,Fn

Ny
<
g[\/lz

X

]

<

Da die Grossen r,, ..., r, die Gleichung (4) befriedigen, sind simtliche
Summenwerte gleich 0. Deshalb hat die rechte Seite der letzten Gleichung
den Wert 0.

Hiermit ist der Satz bewiesen.
Beispielsweise 16se man das System partieller Differentialgleichungen
*u v Fu

———+k2u=0
0x? 0x0y 0)?

2 2 2
v, Ou %Y rre_0
0x2  0x0y 0)*

)

wo u und v unbekannte Funktionen sind, und k eine reelle Konstante darstellt.

Die zweite Gleichung mulipliziert mit i und addiert mit der ersten
Gleichung gibt, wenn man noch u-+vi=w seizt,

B,(w)+k*w=0.
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Die Wurzeln der charakteristichen Gleichung sind fiir diesen Fall r, = ki,
r,=—ki, so dass die allgemeine Losung lautet
ki - ki-
32 —-—2—z
w=0,(2)e” +o,(z)e .
Wenn noch die reelle und imagindre Teile der Funktionen ¢,(z) (v=1, 2)
mit «, und B,(v=1, 2) bereichnet, so folgt

[ o ] g
u(x, )= [0 G 3 e? ay(x, pe * [oos

[ ky ky
5 =1 . kx
—‘_51 (x, e? —B,(x,p)e 2]sm—2~,

( k& ok
v(x. Y)=]oy (x, yye? —a,(x, y)e 2Jsin S

[ =2 -k kx
+|Bix, e? +B,(x, pe ? ]cosr—z—.

Da die Funktionen o, und B,(v=1, 2) die Cauchy-Riemann Bedingungen
befriedigen miissen, so stellen diese Losungen regulire Losungen [3] des
Systems (5) dar.

Befinden sich unter den Wurzeln der charakteristischen Gleichung (4)
auch m gleiche Wurzeln, sagen wir r,=r,=:-: =r,=r, so wird der ent-
sprechende Teil in der allgemeinen Lésung

(6) [0 (@D +20:,(D+ - - - +2" gy (D] e’
lauten. Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist ein areolires Polynom
(m—1)n Grades.

Um diese Behauptung zu bestidtigen, geniigt eine Gleichung zweiten
Grades ins Auge zu fassen, nidmlich

B,(w)+aB,(w)+bw=0.

Es seien die Wurzeln der charakteristischen Gleichung r, = r,=r. Das allge-
meine Integral, nach der obigen Behauptung, wire

w=[¢,(2) +z @, (2)] e .
Tatsédchlich, wegen

B1(W):e2 (r(Pl'i'rE(Pz“‘z‘Pz)’
7; 2 2,
B,(wy=e" (rPo+r*zo,+4rq,),
ist

B, (w)+aB,(w) +bw=[(r*+ar+b) (¢, +;cp2) +2@2r+a)e,) eiz
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Der erste Faktor des ersten Gliedes in der eckigen Klammer hat den
Wert Null, und wegen der Gleichheit beider Wurzeln ist r=—a/2, so dass
die rechte Seite den Wert O hat.

Aus den erwihnten ersiecht man den Weg der zum allgemeinen Fall m
gleicher Wurzeln fiihrt. Wenn man nimlich die Gleichung (2) mit einer
gewohnlichen Differentialgleichung

Y YO 4@y Dy ta,y=0
vergleicht, sowie die Losung (3) mit der Losung der Gleichung (7) d. h.

(8) y=73 C,e*
v—1

so ist folgendes zu bemerken. Wenn an Stelle von Y. Y™, C, und x in den

Gleichungen (7) und (8) die Grossen resp. w, B, (W), o,(z) und z/2 auftreten,
so erhdlt man die Losung (3) der Gleichung (2). Zwischen diesen Gréssen
besteht ein Parallelismus. Auf Grund dessen, im Falle m gleicher Wurzeln
der charakteristischen Gleichung, da der entsprechende Teil der Losung (8)
die Form

(Cl + Cz x 4%’7 et —F Cm xnl_l) erx
hat, gelangt man zum Ausdruck
z i e
¢ (2) +¢,(2) T +CPm(Z)zmmq e’

als dem entsprechenden Teil der Losung (3) der Diffe entialgleichung (2).
Dies ist aber gleichbedeutend mit dem Awusdruck (6).
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