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Le but principal de cet article est la discussion compléte des solutions
de I'équation fonctionnelle de la forme

1 Z a; f(xi, x)=0 (n=2),

1<i, j<n
ou la fonction f: 7 x,%¥ — ¥ (& ensemble non vide, % espace linéaire
sur le corps commutatif .7 dont la caractéristique n’est pas 2) est inconnue
et a; & (1<, j<<n) sont constantes données. En particulier, (% peut coinci-
der avec 7.

Notons que ces résultats ne sont pas comparables, du point de vue de
la généralité, & ceux de S. Presi¢é contenus dans [1], lesquels se rapportent au
cas de I’équation fonctionnelle linéaire homogeéne, olt f est fonction d’un nombre
arbitraire de variables indépendantes et ol les coefficients sont fonctions don-
nées des mémes variables, mais sont soumis a certaines conditions qu’ils ne
satisfont automatiquement s’ils sont constants.

Avant de passer 4 la discussion de 1’équation (1) sous forme générale,
nous allons exposer un résultat supplémentaire, & savoir

0. Etude de 1’équation fonctionnelle
2 af (%, p) +bf (y, %) + of (x, X) + df (y, y) =g (%, y)
(f: I xF — & fonction inconnue; g: ¥ x % — _& fonction donnée; a, b, ¢, d
(&.F) constantes données)

Dans ce qui suit jusqu'a la fin de Il'article nous désignerons partout par
F une fonction arbitraire de deux variables indépendantes (F: % x . — _%),
par G et H des fonctions arbitraires d’une variable indépendante (G, H:
o —_#) et par Cune constante arbitraire (CE_P), sans le noter explicitement.

En posant dans (2) y=x, on obtient
3 @+b+ctd)f(x,x)=g(x ).

0.1. Soit
a+b+c+d+#0.
Alors (3) entraine

1
y =—"—"§8{X, X),
S5 %) a+b+c+dg( )
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de maniére que (2) devient

) af (x, )+ bf (v, X) =h (x, ),
avec
) s =, B0 A0 1),

a+b+c+d
Nous allons distinguer quatre cas possibles:
0.1.1. (6) a?—b? # 0.
L’équation (4) et 1’équation obtenue par la permutation des lettres x et y
bf (x, y) +af (v, x)=h(y, x)
forment un systtme linéaire par rapport a f(x, y) et f(y, x). D’aprés (6), il

en résulte
ah (x’ y)_—bh (ys x)
a?—b? :

I »=

Etant donné que cette expression pour f(x, y) satisfait identiquement 1’équation
(2), ce qu’on vérifie immédiatement, dans ce cas la solution générale est donnée
par Pégalité précédente, ou bien, d’aprés (5). par

(a+b+c+d)[ag (x, y)—bg (y, x)] + (bd—ac) g (x, x) + (bc—ad) g (y, ) '

S, )= (@—b*) (a+b+c+d)
0.1.2. a=b +# 0.
(4) devient
(7) alf(x, ) +f(, x)]=h(x, y).
Il en résulte
(3 h(x, y)=h(p, x),
ou bien, d’aprés (5),
(81) g(x’ y)_g(y’ x)= (c—d)[g(x, x)_g(y’ y)] .

2a+c+d

Cette condition-1a est nécessaire pour que Péquation (2) posséde une
solution dans ce cas. En supposant (8'), c’est-a-dire (8), apres la substitution

O] f(x,») =2—1— h(x, y)+o(x, ») (¢ nouvelle fonction inconnue),
a
(7) se réduit a
¢(x, »+ely, x)=0;
¢ (x, y)=F(x, »))—F(y, x).

D’aprés tout ce qui préceéde et une vérification facile: dans le cas considéré,
(8') représente la condition nécessaire et suffisante pour que Iéquation (2) ait
une solution et sous cette condition-la la solution de (2) est donnée par

(2a+c+d)g(x, y)'—Cg (xs x)—dg (ya y)

d’ou

f(x9 y)= +F(x’ y)_F(y’ X).
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0.1.3. (10) =—b+#0,
(4) prend la forme
a[f(x’ y)__f(y’ X)]=h(x, y)

11 en résulte

(11) h(x’y)=_h(y! x)7
c’est-a-dire, d’aprés (5) et (10),
(12) §(x ) +g(y, x)=g(x, x)+g(y, y),

une condition nécessaire pour que (2) ait une solution dans ce cas. En
supposant (12), c’est-a-dire (11), la substitution (9) conduit a

¢ (x, )—¢(y, x)=0,

o (x, )= (x, »+o(y, x),
et puis, d’aprés (9) et (5),

d’oll

f(x, )=t DL Y)—cg (x, x)—dg (9, y) +®(x, )+ D (5, ).
2a(c+d)
En posant y=ux, il vient
S, x)=20 (x, x),
c’est-a-dire, d’aprés (3),
Ox,x)= L&
2(c+d)

Donc,

_ _ g (x, x)
@ (x, y)=F(x, y)—F(x, x)+‘2(c+d) ,

de maniére que ’expression précédente pour f(x, y) devient

Fx, y)=EFDE Y +(@—)g (x, ) + (a—d) g (3, y) L
2a(c+d)
+E )+ F (3, x)—F (x, x)—F (3, ).

Une vérification immédiate montre que (12) représente la condition

nécessaire et suffisante et que la solution générale est donnée par la dernisre
égalité.
0.14. a=b=0.

On voit sans difficulté que la condition nécessaire et suffisante pour que
(2) ait une solution peut étre exprimée comme il suit

g(x, y)=cm (x)+dm (y)

et que si m(x) figure dans Péquation précédente, la solution générale de (2)
est donnée par

S(x,y)=m(x)+F(x, y)—F(x, x).
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0.2. (13) a+b+c+d=0.

En posant y=x dans (2), on obtient une condition nécessaire pour qu’on
ait une solution dans ce cas:

(14) g(x,x)=0.

Considérons le systéme linéaire formé par (2) et ’équation obtenue pa
la permutation de x et y:

[ af (x, y) +bf (3, x) + ¢f (x, ) + df (¥, ) =8 (%, »)
bf (x, y) +af (v, x) +df (x, x) + f (, ) =8 (9, %)
0.2.1. a?>—b? # 0.
On obtient de (15)
(@—b2) f(x, y) = (bd—ac) f (x, x) + (bc—ad) f (», y) + ag (x, y)—bg (y; x),
ou bien, étant donné que 1’on a, d’apres (13),
bd—ac=—(a+b)(b+c), bc—ad=(a+b)(a+o),

s

16)  flx, ) =8ENTOECD 4 4 6 (x)—(@+0) GO

a*—b?

L’équation (2) étant, sous la condition (14), identiquement satisfaite par
la fonction f donnée par (16), avec une fonction arbitraire G, on conclut que
la condition (14) est nécessaire et suffisante pour qu’on ait une solution et que,
sous cette condition-ld, la solution générale est domnée par (16).

0.2.2.

(17 a=b +# 0.
(15) devient
{a[f (x, M)+, )]+ of (x, %) +df (9, ) =8 (%, ¥)
alf(y, x)+f(x pl+df (x, x) + cf (v, ¥) =g (¥, %),

d’out

(18) (c—d) [f (%, X)—f(», Y=g (x, »)—& (y, X).
0.2.2.1. c=d(=—a).
(18) donne

(19) g(x, y)=g(», %),

ce qui représente la seconde condition nécessaire. En supposant les conditions
(14) et (19) remplies, aprés la substitution

20) £ 7)= —Z%g (%, )+ (%, 7),
I’équation (2) devient
o (x, )+, x)—¢ (x, x)—e (», »)=0,

¢ (x: y) =F(X, y)_'F(y’ x) +G (X),
et puis, d’aprés (20),

@1 £ ) =51;g<x, W+ F(x, $)—F (3, x)+ G ().

d’ou



110 Dusan D. Adamovié¢
Aprés vérification, on établit que dans ce cas la condition nécessaire et
suffisante est (14) \(19) et que la solution générale est donnée par (21).
0.2.2.2. cF#d.
On a, d’aprés (18),
(22) 8 (x, y)—g (y, x)=(c—d) [x (x)—a ()]
(la seconde condition nécessaire dans ce cas), avec
(23) % (x)=f(x, x).

En posant dans (22) y=y, (v, élément fixé de .9, arbitrairement choisi), on

obtient )

(24) ot(x):g(x, yo)—i(yo,x)+c
c—..

avec C(=a(y,)) constant. La condition (22), d’aprés (24), prend la forme

>

(@5 806 )2 (. X)=g(x Y)—8 (o> )—2 (3, y) +€ (70, ) (M E D).
Aprés la substitution (20), (2) devient, d’aprés (14), (22) et (23),

£, y>+"—'2‘"1 [ () —a ()] +alp (5, 1)+ 0 (0 D]+ ca (x) + d o (3) = g (x, ),
c’est-a-dire, d’apres (13) et (17), .
@ (x, y)—a(x)+o(y, x)—a(y)=0.

Il en résulte
@ (x, y)=a(x)+ F(x, p)—F(y, x)

et puis, d’apres (20) et (24),

(26 SO D) =g )+ EEXITECD) b kg e
2a c—d

En supposant les conditions (14) et (25) remplies, la substitution montre que
la fonction f(x, y) donnée par (26) satisfait (2) pour C et F(x, y) arbitraires.
Donc, la condition (14) A (25) est nécessaire et suffisante pour que I'équation
ait une solution dans ce cas et, sous cette condition-la, la solution générale est
donnée par (26).

0.2.3. a=—b +# 0.
On a, d’apres (13),
d=—c,
de maniére que (2) devient
(27) alf @ )=, D)+ c[f (%, )= (3, Y=g (%, y).
Etant donnée que I’on a aussi
alf(y, )=, M+ clf (s y)—f(x, )] =g (7, %),

on obtient, comme condition nécessaire,
(28) g(x, ) +g(y,x)=0
(cette condition implique (14)).
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En supposant (28), apreés la substitution (20) I’équation (27) devient

, ale (x, y)—e (y, )] +clo (x, x)—¢ (, )] =0,
c’est-a-dire

e ag(x, y)+co(x,)—[ae(y, x)+co(y, »)]=0,
ol
(29) ag(x,y)=—ca(x)+@(x, y)+ P (y, x),
avec

(a+c)a(x)=20(x, x),
puisque a (x) =¢ (x, x). Donc,

O (x, y)=F(x, y)—F(x, X)+a+c

2

o (x),

ce qui donne, d’aprés (29),

0 (%, ) = ——a (X) + F(x, ) + F (3, 5)—F (X, )—F (3, 1) + =S . (x) + 25 0. (3)
a 2a 2a
— F(x, )+ F (3 x)—F (%, )= F (7, ) + 2% 0 () + 25 (),
2a 2a

ou
¢ (x, y)=F(xa y) +F(ya x)—F(xa x)—F(y, y)+ (a-——c) G (X) + (a + C) G(y)

et puis, d’aprés (20),

G0 f(xy) =51;g(x, D)+ F %, )+ F (3 x)—F (x, X)—F (3, ) +
+(@a—c)G(x)+(a+¢c)G(p).

L’équation (27) étant satisfaite par (30), sous la condition (28), on conclut
que (28) est la condition nécessaire et suffisante pour ce cas et que la solution
générale et donnée par (30).

0.2.4. a=b=0.
On a de nouveau d=—c, de maniére que I’équation (2) se réduit a
clf(x, x)—f(, p]=g(x,).
0.2.4.1. c=0.
Evidemment: la condition nécessaire et suffisante est
g (x’ y) =0
et la solution générale est donnée par
f(x, p)=F(x, ).
0.2.4.2. ¢ #0.
Une condition nécessaire est
(3D g (x, y)=cla(x)—a(y)],
d’ou
1
a(X)=—g(x, y)+C (C=const, y, € P),
c
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de sorte que (31) devient

(32) g(x, »)=g(x, y)—g (», »o)-

On en conclut que la condition (32) est nécessaire et suffisante et que
la solution générale est donnée par

£ 7) =%g (%, 7o)+ F (%, y)—F (x, x) + C.

0. La discussion que nous venons d’achever montre que, si en particulier

g§(x»)=0 (x,yES),
I’équation (2) a toujours des solutions.

Ce cas particulier (que ’on peut considérer aussi comme cas particulier
de I’équation (1)) posséde les formes suivantes des solutions générales, corres-
pondantes aux cas précédemment traités, respectivement:

0. at+b+c+d+#0.
0.1.1. a*—b2+£0:

J(x, y)=0.
0.1.2. a=b+#0:

S, y)=F(x, y)—F(y, x).
0'.1.3. =—b+#0:
S, ) =F(x, y)+ F(y, x)—F (x, X)—F (y, y).
0.14'. a=b=0:
S (x, y)=F(x, y)—F(x, x).
0.2, . a+b+c+d=0.
0.2.1, b2+ 0:
S, p)=(b+c)G(x)—(a+c)G(y).
0.2.2. a=b+#0:
0.2°.2".1. c=d:
S, y)=F(x, )—F(y, x) + G (x).
0.2.2.2". c#d:
S (%, y)=F(x, )—F(y, x)+C.
0.2.3", a=—b+#0:
S 9)=F(x, p)+ F(p, X)—F(x, X)—F (3, ) + (a—¢) G(x) + (a+c) G ().
0.2'.4" a=b=0.
0.2'.4'.1. c=0:
Sx, y)=F(x, y).

0.2'.4'.2. c#0.

f(x, y)=F(x, y)—F(x, x)+C.
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1. Discussion de I’équation

(1 2 anf(x x)=0  (n>2).
1<i, j<n
Dans ce qui suit on va employer les désignations:
. a.. a-.
N e D D
ag; A I, j<<n
Pi= 2 ay, Q= 2 awg, A= Z Aj.
1<j<n I<ign

Supposons que l’on ait
AL=0 (I<i<j<n, l<k#I<n)

et que tous les coefficients a;; (1 <izj<n) ne soient pas nuls. Si, par exemple,
a,;7#0(p#q), on a alors, pour 1<i<j<n, a;;=2%;;dpy, a;=HA;a, ¢t comme,
d’autre part,

AP — g2 —a2,=0, d’olt a,, =ra, (A E{—1, 1}), on obtient
aji=;\ij7\apq=)\au (1<i<j<n; )\E{—l, 1}).

On peut donc distinguer les quatre possibilités 1.1 — 1.4 suivantes,
s’excluant mutuellement.

1.1. Un des déterminants A} (i<j, k#1) est différent de zéro. Soit, par
exemple, avec (p<gq, r#s),

(33) A% #0.
La permutation des lettres x; (1 <i<n)
(---x,,---an-)
Xy X e

conduit au systéme d’équations

g f Ceps Xg) - gy [y %) -+ =0

@ f(Xp, X) A« - - F Ao (X, Xp)+ -+ - =0,
En y posant x,=x, x,=y, X;=Xx,=const pour k & {p, g}, on obtient

pa S (%, )+ a5 f (x, P) =2 (x)+B ()

ar f(x, M+ ag f(y, x)= (x)+3(p),
d’on, d’aprés (33),

(34) S y)=u(x)+v ().

La substitution (34) dans (1) donne

33 2 [Peu )+ Oy (x]=0.
1.1.1. P.=0;=0 (I<k<n).

8 Publicatios de I'Institut Mathématique
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On a, évidemment, la solution générale
S(x, ¥)=G (x)+H(y).

1.1.2. Pour un k{1, ..., n} au moins toutes les deux constantes P,
et O, ne sont pas égales a zéro. Soit, par exemple,
0,70.

On obtient de (35), en y posant x,=Xx, X =x,=const pour k*r,
P,u(x)+ Q,v(x)=const,

d’on
(36) v(x)= ——% u(x)+C, (C,=const).
La substitution (36) dans (35) donne
37 1 g P 0r—P, Q) u(x)+C, 2. =0 (C,=const),
<ks<n
puisque
2 Q=2
1<k<n
|
1.1.2.1. (38) P Ox =P, 0,—0,P,=0 (l<k<n).
‘PT Qr
(37) devient
(39) C, > =0.
1.1.2.1.1. > =0.

La solution générale, d’apres (34), (36), (37) et (38), est
S, 9)=0,G(x)—P,G(y)+C.
1.1.2.1.2. 2. #0.
Draprés (39), C,=0. Donc, la solution générale est donnée par
S »)=0,G(x)—P,G(y).
En posant dans (1) xx=x (1<<k<n), on obtient
> f(x, x)=0, dou f(x,x)=0.
D’aprés cette remarque, la solution générale pour ce cas peut étre mise

sous la forme
S »)=G(x)—G().

1.1.2.2. Pour un k&{l, ..., nfona
Py Ok
Pr Qr

On obtient alors, en posant dans (37) x, =x, Xx;=x,=const pour i+ k,
u (x)=const et puis, d’aprés (34) et (36), f(x, y)=const.

# 0.

1.1.2.2.1. >, =0.
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La solution générale est

f(x’ y) = C'
1.1.2.2.2. > #0.
Solution générale:

Sf(x, »)=0.

Il est clair que I’hypothése P, 0 au lieu de Q,# 0 conduirait aux
mémes résultats.

1.2, a;=a; (1<i<j<n) et pour une paire (i, j) (i <j) au moins a;+#0.
Soit donc, avec p<<g,

(40) apg 7 0.
L’équation (1) devient
“4n 2 a; ¥ (xi, x;) + Z @ Xy X1) =0,
I<<i<j=<n 1<<k=<n

ol l’on a écrit
(42) Y (x, ) =f(x, »)+f (3, %).
En posant dans (40) x,=x, x,=y, x;=X,=const pour k& {p, g}, on obtient,
d’aprés (41),
(43) b (x, y)=a(x)+B ().
Etant donné que I'on a ¢(x, y)=¢(y, x), ou a(x)+R (M) =a())+B(x), et
par suite
o (x)—B (x) =const,

(43) devient

, b )=y ®+7)
c’est-a-dire, d’aprés (42),

fG )=y @)+, x)—1(»)=0,

d’ou
(44) FG )=y@®)+Fx, y)—F(, x).
Avec cette expression-1a pour f(x, y), (41) devient
(45) > Pey(x)=0.
1<<k<n
1.2.1. P.=0 (1<k<n).

On conclut, d’aprés ce qui précéde, que la solution générale est
f G )=F(x, ))—F(», x)+ G (%).

1.2.2. La condition précédente n’est pas remplie.
On a, d’aprés (45), en procédant comme ci-dessus,

¥ (x) = const,
de maniére que (44) devient

S, W=F(x, »)—F(y, x)+C, (C, =const).

1.2.2.1. >.=0.

Solution générale:
f(xa y)=F(x, y)'—F(ya x)+C'

8
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1.2.2.2. 2. #0.
Solution générale:
f(x, y):F(x9 y)'—F(y, x)'
1.3. (46) ay = —ay; (1<i<j<n)
et pour une paire (7, j) (i <j) au moins a;; # 0.

L’équation (1) devient

(47) > a;;0 (x;, x;) + 2 aaf (e xx) =0,
I<i<j<n 1<k<n
avec

0, »)=f(x, »—f (3, %).
En procédant comme dans les cas précédents, on conclut que ’on a
S 9)—f (0, x)=0(x, »)=ux)+v ().
Il en résulte, puisque 0(x, x)=0,
V(X)) = —u(x).
S )= (0, x)=u(x)—u(y),

S ) —u(x)=f(y, x)—u(y),

Donc,
ou

ce qui entraine

(48) S y)=u(x)+D(x, )+ D (y, x).
La substitution dans (47) donne, d’aprés (46),
(49) 2 AuG)+ D @20 (5, x0) +u(x)]=0.
1<k<n 1<k<tn
1.3.1. A,=0 (A <k<n).

(49) se réduit a
Anp [2D (e, X+ u(x)]=0.

1<<k<<n
1.3.1.1. =0 (A<k<n).
Solution générale:

S ) =F(x, y) +F(y, x)+ G (x).
1.3.1.2. La condition précédente n’est pas remplie. On a alors
u(x)=—20 (x, y) + G, (C; =const),
c’est-a-dire, d’aprés (48),
S 9)=0(x, »)+D(y, x)—2@ (x, x) +C,.
Avec cette représentation-1a pour f(x, y), (47) devient

C3 Z Qi = 0’
. .. 3 I<k<n
¢’est-a-dire, puisque dans ce cas
(50) Z = A+ = xk s
1<<k<n 1<k<n 1<k<n
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1.3.1.2.1. > =0.
Solution générale:

f(&x, »)=F(x, )+ F(y, x)—2F(x, x)+ C.

1.3.1.2.2. > #0.
Solution générale:

f& 0 =F, )+ F(y, x)—2F(x, x).

1.3.2. Pour un ke{l, ..., n} au moins 4, # 0.

Soit 4, 0. En posant dans (47) x,=Xx, x, =y pour k+p, on obtient
(5D af(x, y)+bf(y, x)+cf(x, x)+df (y, )=0,
ol .

a=A,, b=—A4,, c=a,, d= 2 a,
Li#Zp

(52) a+b+c+d=>2.

1.3.2.1. > =0.

D’aprés 0.°2.'3,” (51) donne
(53) 9=, »N+O(y, )= (x, x)—D(y, )

+(Ap—app) u(x) +(Ap+app) u(y)-
Etant donné que I'on a alors

FCN—f (0, x)=2apu(y)—u)], f(x, x)=24pu(x),
avec la représentation (53) de f(x, y) (47) devient, d’aprés (46),

(54) 2 D (Aplge—Apapy) u(x)=0.
1<k<n
1.3.2.1.1. (55) A ay—Ara,, =0 (1<k<n)

La solution générale est

S, y)=F(x, )+ F(y, X)—F (x, ) —F (3, y) + (4p—app) G (x) + (45 + app) G ().

Notons que la condition (55) est remplie si, en particulier, ay =0 (1<k<n)
et que dans ce cas-la la solution générale peut étre écrite sous la forme

S »=Fx, p)+Fp, x)—F(x, x)—F(y, )+ G(*)+ G (p).
1.3.2.1.2. La condition précédente n’est pas remplie.
On a alors, d’aprés (54),

u (x) = C, = const,
de maniére que (53) devient
JGe, p)=@(x, )+ P (y, x)—P (x, x) =D (y, ») + C,.
Etant donné que l'on a alors

f(x’ y)_f(y’ x)=0, f(xs x):C4
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et que, d’aprés (46),
E Ay = z =0,
1<k<n
la solution générale est
f & »)=Fx y)+F(y, x)—F(x, x)—F(y, y)+C.

1.3.2.2. 2. #0.

On a, d’aprés (52) et 0°.1.3,
(55 fx, »)=F, )+ F(y, x)—F(x, x)—F(3, y),

et puisqu’on a alors

f(x, y) :f(y’ x)? f(xa x)=0,

par cette expression pour f(x, y) l’équation (47) est satisfaite. La solution
générale est, donc, donnée par (55).

14. ay;=0 (i#)).

1.4.1. > (= 2 au)=0.
I1<<k=<n

1.4.1.1. au=0 (I<k<n).

Solution générale:
f(x: y)=F(x, y)
1.4.1.2. La condition précédente n’est pas remplie.
On obtient f(x, x) =const, d’out la conclusion que la solution générale est

f(x, y)=F(x, y)—F(x, x)+ C.
1.4.2. > (:1 > a)#0.

<ksn
On a maintenant f(x, x)=0 et par conséquent la solution générale est
f(x7 y)=F(xa ;V)—F(x: x)'—

A la fin de cette discussion, nous notons que, pour n>=3, toutes les cas
que lon y vient de distinguer, c’est-d-dire tous les ensembles de conditions
correspondant a ces cas, sont effectivement possibles et cela dans tout corps
commutatif F dont la caractéristigue n’'est pas 2.

En effet, voici un apergu des cas non trivials et des valeurs des coefficients
qui réalisent les conditions correspondantes:

1.1.1. (Avec A}+0.)

Ay =0ay=—a;3=—0a,,=a7#0, les autres g;;=0.
1.1.2.1.1. (AZf#0, P,=Q,0)

Q= a3 = —a3= —a; =a#0, les autres a;;=0.
1.1.2.1.2. (Azi#0, P,=0,+0)

a1, =0y = —a;;=a+0, les autres a;=0.
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1.1.2.2.1. (A%?;ﬁo, P o ;eo)
Py 0O,
a,=—ay =a#0, les autres a;;=0.
1.1.2.2.2. (Aé%;éo, Ao 7&0)
Py 0O,
a,= —ay = —a,,=a#0, les autres a;;=0.
1.2.1. (a,, 70)
Ap =0y = —a; = —ay=a7#0, les autres g;=0.
1.2.2.1. (a;, 70, P, #0).
a,=a, = —a,=—a;=a7#0, les autres a;=0.
1.2.2.2. (a,,#0, P,#0).
A, =0y =—a,,=a%0, les autres a;;=0
1.3.1. (a,, #0)
A= —dy =dy = —ay3=dy= —azn=a7+0, les autres a;=0.

On établit sans difficulté que pour n=2 les cas 1.1.1, 1.1.2.1.2, 1.1.2.2.1
et 1.3.1 ne sont pas possibles. Ce fait s’accorde avec le fait que les représen-
tations des solutions générales qui correspondent a4 ces cas-1a ne se trouvent
pas parmi les solutions générales énumérées dans 0'.

2. Quelques remarques supplémentaires
2.1. En ce qui concerne 1’équation fonctionnelle

(56) z a; f (x;, x))=a, (0#a,€ L, a,=const),

1<i,j<n
on établit, en y posant x.=x(1<k<n), que (56) posséde une solution si et
seulement si

(57) 2. #0,

et que sous la condition (57), par la substitution
a
f(x J’)=*Z°—+<P(X, ¥,

(56) se réduit & une équation de la forme (1).
Le résultat précédent est valable aussi dans le cas général d’équation
linéaire 4 coefficients constants

ailiz...imf(xi;: Xiys v oes xim):aO'
1<Ciy, dgvees im=<<n

2.2. Supposons que & soit un espace topologique, & un espace linéaire
topologique sur F et g(:.F xS — %) une fonction continue donnée. Alors
chacune des solutions générales, obtenues dans 0 et 1, out F(: . % — %),
G(:. - L) et H(: & — &) sont des fonctions continues arbitraires, représente
la solution continue générale pour le cas correspondant. (Bien entendu, on
suppose I’ensemble % x ,% muni de la topologie de I’espace-produit.)



120 Dusan D. Adamovié

En effet, dans le cas 0'.1'.2, par exemple, la solution générale est donnée
par (*) f(x, y)=F(x,y)—F(y, x) (F fonction arbitraire). Avec une fonction
continue F quelconque, la fonction f(x, y) donnée par (*) est continue et
satisfait I’équation (2); d’autre part, si f(x, y) est une solution continue de
(2), on a f(x, y)=—f(y, x) et par suite

7Gx ) =%f(x, y)—%f(y, X)=F (%, y)—F (3, %),

ou la fonction F(x, y)=% f(x, y) est continue.

Un autre exemple: dans le cas 1.1.1 on a la solution générale

(58) S y)=G (x)+H(y).

Si les fonctions G et H sont continues, alors la fonction f(x, y) donnée par
(58) est continue et satisfait 1’équation (1); si, d’autre part, f(x, y) est la
solution continue de (1), alors f(x, y) a la représentation (58) avec les fonc-
tions continues F et G, ce qu'on établit en posant dans (58) y=y,=const,

En procédant semblablement, on peut prouver la validité de notre
assertion pour tous les cas dans 0 et 1.

2.3. D. S. Mitrinovi¢ et P. M. Vasi¢ ont étudié dans [2] I’équation
fonctionnelle

(39)  af (x, , D)+ (1, 2, )+ &f (2, %, Y) = f (x, X, y) +BS (3, 3, 2) + 7. (2, 2, %),

ol les constantes sont des nombres réels et I'inconnue f est une fonction
réelle de variables réelles. Sans entrer dans les détails, nous remarquons que
Pon pourrait abréger et simplifier leur discussion a I’aide des résultats contenus
dans 1. En outre, leurs résultats concernant la solution générale de (59) restent
valables sous la forme correspondante des hypothéses plus générales relatives
aux coefficients et & la fonction f(:,%? - _%) que nous avons formulées au
commencement de cet article.
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