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L’ELEMENT MAXIMAL D’UNE MATRICE SPECIALE

B. Stankovié — R. Tosi¢

(Communiqué le 16 mai 1966)

Le premier coauteur a posé comme probléme I’¢lément maximal des
matrices carrées dans un ensemble spécial [2]. Dans le méme article il a donné
aussi quelques résultats.

L’origine de ce probléme est dans la théorie des systémes d’équations
différentielles linéaires [3] dans le corps des opérateurs de J. Mikusinski [1].

Dans cet article.on a résolu complétement le probléme posé mais pour
une classe des matrices dont le rdle est important pour la théorie des équa-
tions différentielles opératoires.

On note par R I’ensemble des nombres réels positifs auxquels on ajoute
zéro et un élément qu’on note par —oo. L’opération d’addition est définie
pour tous les éléments de R de maniére que pour tout r & R on a: r+(—o)=
—(—)+r=—o0. Avec la relation d’ordre < I’ensemble R est totalement
ordonné; — oo est par définition le plus petit élément.

Soit R muni encore d’une autre opération interne notée par *: r *r,=
= Max (r,, r,).

Tous les deux opérations sont commutatives et associatives. En outre,
la premiére opération est distributive par rapport 4 la deuxiéme:

ry+ (@ *r)=ry+Max(r,, r)=Max(ry+r,, rs+ r)=@s+r)*(rs+r).

On peut aussi définir une opération avec les matrices carrées sur R.
Soient (a;, ;) et (b;,,) deux matrices sur R du type (n,n), alors (a;, @ (bi, )=
=(c;, ), ou c,-,jz(a,-,1+bl,j)*(a,-,2+b2,,-)*- ¥ (@ + by, ;). Cette opération
est associative. Dans la suite on note par k (a;, ,-)E(aff D=@,)e@)e -
® (a;, j), la matrice (@;, ;) composée k fois.

Un élément a, , est dit ’élément maximal de la matrice (a;,,) si Pon a
a;, j<dp,, pour tout 1<i,j<n; on le note par max e(qa; ;).

Le probléme qui se pose ici est de trouver une relation entre I’élément
maximal de la matrice k (a;, j):(aff ;) et le facteur k. Nous avons donné la
solution de ce probléme pour les matrices de la forme:

-0 0 —ow:.:-—w

o0 w 0 — 0

@oD=|
a, a, a, a,
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Dans cet article tous les matrices (a;, ;) sont seulement de cette forme.

+1

Proposition 1. Pour p--2,3,. -w,netr=1,2,---. n, on aa’,f_”*
»—a,,,,, ke N.

Ici on affirme que les lignes, aprés chaque composition, se déplacent
pour une place en haut.

Démonstration. —
k1 k k k
ap-1. r~’ga<xn (@p-1,; i) =8y, p+ Ap,r=ajp,,,
car dans la ligne d’indice p—1 de la matrice (a;, ;) I'élément différent de — oo
est dans la colonne d’indice p et il est égal i zéro.

Proposition 2. Pour les éléments de la ligne derniére de la matrice
(k+1)(a; ;) on a

af,f‘,’, = Max (a’,f,,,_l, ap+al,f,,,), l<p<n, aﬁ,o= — o0 % k& N.

Démonstration. —

k+1 M k

an p = ax (a,,,+a )= Max(a,,,, 1+ ap_1,ps Qnon+anp)=

1<i<n
k k
=Max(ay,,—1, a,+ann)
€ar a; ,= —o0, Ii#p—1 et i#n.

Proposition 3. Supposons a,# — oo, alors ay, m<ak+l keN et m=

=1,2,---, n
Ici on affirme que les éléments ne décroissent pas avec la composition.

Démonstration. — D’aprés la proposition 2: af,,szax @n-1, am+ay,).
On a aussi a,+a,>a, et par suite af‘,,m>am. C’est notre inégalité pour k=1.
Supposons que a’,f,,,l,<a,, m> m=1, 2 -, M. On sait que aﬁ m=

—Max(a,, m—15 a,,,+a D) et a,, m—Max (a,, m—1s Qm +a,, ») D’aprés la suppo-
sition faite: a',ﬁ,,, 1<a£‘,m 1 et a,, n <a’,f,, Cest pourquoi on a: a, ,<
< Max (a’,fm 1s Gy, +a§ n) = a,, m Ce qu’il fallait démontrer.

Corollaire 1. Si a,+# — oo, an, #* — oo %k & N.

Corollaire 2. Si a,# — 0, a,,,m<a,,,m, i<k et m=1, 2,. .-, n.

Proposition 4. Soit a,>a,, r=1, 2,---, n et a,%*— o, alors
al; m=> a,, r %k &EN.

Démonstration. — Pour k=1 notre inégalité est vraie d’ apreés la suppo-
sition. Supposons qu ’elle est vrale aussi pour k fixe: aﬁ m> a],f r. D’aprés la
proposition 2: a,,, = Max (a,, =1, a,+a,, n). Nous allons montrer que ak+l
n’est pas inférieur de tous les deux éléments qu1 définissent akH.

D’aprés la proposition 2: a’,ff’,,’,=Max (a,,,m_l, a,,,+a,,,,,). On a aussi

,,,+a,, n> a,+a,, ns =1, 2,- -, n, et par suite a§+m a,+al,f,,
Nous allons malntenant utiliser la proposition 3: ak+l>a,, m €t par hy-

k+1
pothése on a afzr 1<a,, m- Ces deux relations nous donnent a’,f o1 <ani.

Proposition 5 Supposons que a,7—co et que max e (g J=a,, alors
max e k(a; ;)= a,,,m, ¥k € N.



L’élément maximal d’une matrice spéciale 67

Ici on affirme que 1’élément maximal garde sa place.

Démonstration. — Soit a’,ﬁ,, » un élément de la matrice k(g; ;). Il se peut
deux cas: k—1-+m<n et k—1+m>n Dans le premier cas, d’aprés la pro-
position 1,

K
Am p=CQuik—1.p= { - %0 an m, P:"l, 2;" s N
Dans le deuxiéme cas, d’aprés la méme proposition, le corollaire 2 et
k k— k
la proposition 4, on a: ap ,=an " '”)<a,,p<a,,,m, p=1,2,-..

Proposition 6. Si a,% —oo, alors max e k(aj)=max e (a; )+

+a*l ke N.

Démonstration, — Soit max e (a;, ;)=a,. D’aprés la proposition 5 max

e k(a;, ;)= al,f = et la relation qui doit étre démontrée devient: a’,f m=q,, +a,, -

Pour k=2. d’aprés la proposition 2 on a: a,, m=Max(a,_,, a,+a,)=
=da,,+a,.

. . -1 2
Supposons que notre relation est vraie pour k=p—1: apm=a,+ay -

Nous allons démontrer qu’elle est vraie aussi pour k=p. D’aprés la propo-
sition 2: @ = Max (a5 m—1, dn+dh ) et il nous ne reste que la démonstra-
tion de la relation a,, +a% , =a m_1 .

La proposition 3 nous donne: af m_i<dah m_ et il suffit de montrer

. p—1_ p
que a,,+a,. n >dp.m-1 -

. -1 -1 3
On sait que: ah n_1=Max(an m 2, Gu—,+ann). D'aprés notre hypo-
\ 1 1 N
thése que @, =max e (4;,;), OnN & G,_,+apn<d,+dnn,. De méme a,-
p—1 _ p—2 —1 —1
tang Ay Ay = > m-2. Cest pourquoi a,, +a,,,, akh m—
[P . . An— i an—i .
Théoréme. Soir a,# — oo et pour un k fixe k——f>-T, i=0,1,---,
+1 i+

n—1, al.ors
max e [m(k+ 1)+ 11(a; ;)=max e (a;, ;) + ma,_x, mc N.

Démonstration. — D’aprés la proposition 6:
max e [m(k—-1)=1}(a;, ;)=max e (a,,,)+a”'(k+')

et il suffit de montrer que:
k1
N any P =ma,_y
Premiérement nous montions la relation:
+1i .
(2) a’r’l.n~i<p7an—ks 1:09 15"" n—1.

Pour p=1 on a la supposition du théoréme. Supposons que la relation

. m+i 1
(2) est vraie pour p=m: ay ,-.; <;——1~ a,_y. On sait que ajy ;L;=Max (an n—i_1-
+

. m
a,_;+ay ,)<Ma

m-—+i+1 i+1 m m+i+1
X n—k = 76—1 7 k) —— p— -

—— Oy — Ay,
k-+1 k+1 k+1
Maintenant nous montrons que
(3) a]I.Lnkarifl:an—k’ J: 19 27' f k+l

5%
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Pour j=1 c’est trivial. Supposons qu’elle est vraie aussi pour j=p<k:
An, n—k+p—1= An_y, alors:

+1 ’4 p
an, n—k+p=Max (@n, n—kip-1, Qu_psp+ah, n)=Max @nks Onierp+ann) =any
. ) k—p+1
car d’aprés la relation (2): Qnicip+ah n< 4 Ay_p + P Anj= Qy_y-
k+1 k+1

Enfin, démontrons la relation (1). Pour m=1 la relation (1) est une
conséquence de la relation (3) pour j=k+ 1.

Supposons que la relation (1) est vraie pour m—1: aﬁ,',",,— DD _
=(m-—1)a, . Montrons premiérement, qu’on a alors

(m—1)k+1)+j .
(4) an,n—k(+i—1 =ma, ,, J= 1’ 2" t k+l-
Pour j=1:
(m—1) (k+1)+1 (m—1) (k+1) (m—1)(k+1)
an n—k = Max (a,, n—k(~l sy Qpg+ an’.nn )

—Dk+1
=Max @y W%, ma,_)=ma,_,
car d’aprés (2)
- m (k+1
agr o <M ED
+1

Supposons que la relation (4) est vraie pour j=p<k, alors

i =Ma, .

(m—1y(k+1)+p+1 m—1) k+1)+p m-1)(k+1)+p
n.n—k+p = Max (an,n-k+p-—1 s QnpgiptQp g )

(m—l)(k+1)+p)=

=Max(ma,_, Guriptann ma,_

parce que de la relation (2) on a:

- k—p+1 —1(k+1
Gnpip+aly Dék++p K—p+ a, +(_m Y(k+ D+p

_ Ay p=mMa, .
k+1 "* k+1 , g

Ainsi nous avons montré la relation (4). Pour j=k+1 elle nous donne
an ¥ —ma,_, et cest la relation (D).

De la proposition 3 nous avons toujours supposé que a,%#—oo. La
proposition suivante diminue, dans un sens cette supposition.

PROPOSITION 7. Soit ay= — a0 pour k>p et ax#—o0 pour k=p,

— 1
alors ay 7' =a,# — .
. . n—p+1 — -
Démonstration. — apa'=Max (@i ly, a,+a’ )=
n—p n—p—1 n—p—1 n—-p—1
=dp, n—1= Max @n n_2 ey =dpn )=Qppo2= -+ = An, p = a4y
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