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Le but de ce travail est dabord de donner pour un fluide parfait
chargé conducteur d’électricité dans le cas de I’écoulement isentropique et
de ep=1 (¢ coefficient diélectrique, p perméabilité magnétique) une défini-
tion du vecteur-tourbillon analogue & celle qui existe déji pour un fluide de
conductivité nulle. On montrera, & partir de cette définition, pour le mouve-
ment irrotationnel du fluide considéré que le rapport k=+y/p* (v densité de
charge, p* scalaire différant peu de la densité, voir [1]) reste constant le long
des lignes de force champ magnétique.

On montrera enfin pour le mouvement irrotationnel d’un fluide parfait
chargé de conductivité nulle que k, toujours constant le long des lignes de
courant [1], est constant dans toutes les directions d’espace au cas ol la
deuxiéme forme champ électromagnétique F; est différente de zéro. Il en
résulte que cette condition est suffisante pour que le fluide considéré admette
un vecteur-impulsion, tel qu’il a été défini par Lichnerowicz, et qui est le
gradient d’une fonction scalaire.

* * *

Le tenseur d’impulsion-énergie T,3; d’un fluide parfait chargé relativiste

est donné par I’expression:

(1.1) TaB:(P+p)uauB—pgaB+TaB (o, B=1,.., 4)
ol p, p sont la densité et la pression du fluide, u, le vecteur quadrivitesse
(u*uy=1, la vitesse de la lumiére étant prise pour unité), g.s le tenseur po-
tentiel de gravitation, 7, le tenseur d’impulsion-énergie du champ électromag-
nétique. Pour eu=1 ce tenseur est symétrique et de la forme:

1 ¥
TaB:: gaﬁFysFys'“FayFB',

ol F,g est le tenseur antisymétrique champ électromagnétique.

Les équations de Maxwell pour un milieu chargé de conductivité non
nulle (le y désigne la dérivation covariante) sont:
(1.2) Vo F =y uf + o e, Vo Foy + Ve Fra +Vy Fp=0,

ol y est la densité de charge électrique et o la conductivité du fluide, e® le
vecteur champ électrique. Les vecteurs champ électrique ¢® et champ mag-
nétique A® sont définis, par:

(1.3) FB=FPu,, K- Fey,

4%
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1 . .
ol *FY":?E"‘"YB F,s est le tenseur associé de Fyp, et 25 le tenseur anti-

symétrique de Ricci.
Des conditions de conservation:

(1.4) V. T5=0

on obtient, 4 ’aide des équations de Maxwell, les équations différentielles du
mouvement du fluide:

(1.4) (e+p)u*vyaug+usVau[(p+p)u]—0ap+ Fp(yu*+ceX)=0.

La multiplication contractée de ces équations par #® nous donne:
(1.5) Va[(p+p)u°‘]—u°‘0ap—0'eaea=0.

*
* *

La pseudo-vitesse: C,=fu,, définie au moyen de la fonction-indice

(voir [1}):

[ 4
ptp
Po
et son rotationnel: Q,=vy,Ca—vyC,, permettent de mettre les équations

(1.4’), en usant de (1.5), sous la forme:
2.1 u“(Qaa—{—kFaB)—-Lf (Faa €*—ey e ug) =0,
ptp

ol on a posé: k=l:Y—f.
p* ptp
Pour 6=0 ces équations se réduisent & celles des fluides parfaits char-
gés de conductivité nulle.

Avant de définir le vecteur-tourbillon nous introduirons le vecteur:

(o)
Va = age".

p+p
1e systéme (2.1) aura alors la forme:
2.1 U (Qupg +kFpg+ CoVg—CaVy)=0
c’est-a-dire:
(2.1 gy @yp=0.

Le @, désigne le tenseur antisymétrique entre les parenthéses.

Etant antisymétrique d’ordre 4, la matrice {®,s} du systéme d’équations
Tinéaires homogénes par rapport & u* ne peut avoir pour rang que 0 ou 2.
Au cas ol le rang est 2 le systéme (2.1") admet comme solution un espace
vectoriel tangent de.dimension 2 en chaque point de I’espace-temps.

Nous définirons le vecteur-tourbillon du fluide considéré par:
2.2) o =*D* ug.
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Ce vecteur, évidemment orthogonal a la vitesse u,, donc vecteur d’espace,
satisfait au systéme (2.1”). La substitution nous donne:

1

Viel
:i Dy *O* g = x D,y ug.
4 2

P Dog = sty * QX Dy = (@ Dy + Dy D3y + Py Dy,) 8 uy =

D’autre part le déterminant de la matrice {®,3} étant par définition:
Viq)zxﬁ\ - _V@ @,

il résulte de I’'homogénéité de (2.1”) que la forme P, doit étre nulle. Le
vecteur-tourbillon, s’il est différent de zéro, peut donc toujours étre considéré
comme une des solutions indépendantes du systéme (2.1”). Sa définition est
analogue acelle que donne Lichnerowicz [1] pour un fluide chargé de conduc-
tivité nulle ou a celle que donne Taub pour un fluide non chargé dont
I’écoulement n’est pas isentropique [3]. Quand on exprime ce vecteur au
moyen des composantes de *®* on obtient:

1
(22') *pap Ug = *#(Qop Ug + k* FoB Ug+ 7 g*Pvs (CY Vg— CS VY) Ug = *(Q“B -+ kF“B) ug.

Le cas ou ce vecteur est nul sera considéré comme celui ot le mouvement
du fluide est irrotationnel. On aura alors:

1
l.l)a = 'E' 8“678 Ug CD'*{S = 0,

c’est-a-dire:
Up q)ys + I/ q)Sﬁ + Us (DB‘{ =0.

Si nous multiplions ces quatre relations par u® les deux premiers termes des
relations obtenues seront égaux a zéro par suite des équations du mouvement.
De w?us=1 il résultera que pour le cas irrotationnel:

2.3) @, —0.

*
* *

Considérons le mouvement irrotationnel du fluide. Par suite de la
nullit¢ du tenseur ®,5 nous pouvons poser:

(3.1 Va Pay + Vo Pya+ Vy Pap=0,
ce qui est équivalent a:
3.1) vt OFY = 0.

Si nous désignons par: V,s=v.Vp—vVsV« en tenant compte des équations
de Maxwell (1.2) et de la définition de €, les équations (3.1°) se réduiront a:

3.1 Og k*FPo 4 ¥QBa Py *pBa Co =0,
La multiplication par u, des relations (3.1"") nous donnera:
P ogk +*QF*Vyu, =0,
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ol 4 désigne, d’aprés (1.3), le vecteur champ magnétique. Si on tient compte
du fait que:

B g gy G 1 o

eY F’YQ *Fﬁa Uy= ——
p+p 2 o+p

Fi8yeTu,=0,

on pourra écrire:
h® og ko + (¥QP y + k*FPe ) Vg =0.

L’expression entre les parenthéses est précisement le vecteur-tourbillon (2.2'),
et par conséquence égale & zéro. Nous aurons donc:

hogk=0.
D’oui:

Dans le cas du mouvement irrotationnel d’un fluide parfait chargé de con-
ductivité non nulle le rapport y[p* reste constant le long des lignes de force champ
magnétique.

Pour un fluide parfait chargé de conductivité nulle, les équations (3.1")
se réduisent a:

(3.2) *FB g k=0,

Il a été démontré que la fonction k est constante le long des lignes de cou-
rant pour tout mouvement du fluide [1]. La multiplication de (3.2) par u,
nous montre que k est constante aussi le long des lignes de force champ
magnétique dans le cas irrotationnel. D’autre part (3.2) est un systéme ho-
- mogéne d’équations linéaires en dgk et il en résulte que k est une constante
absolue dans I’espace-temps, sauf si le déterminant |*F®*| est nul, c’est-d-dire
si son rang est 2 (nous écarterons le cas trivial *F*8=0). Dans ce dernier
cas le gradient de k peut étre différent de zéro, mais il est nécessairement
localement orthogonal aux vecteurs u* et h*. La nullit¢ du déterminant [*F,q|
¢tant équivalente 4 celle de F,, il résulte que c’est le cas on les vecteurs
champ magnétique et champ électrique sont localement orthogonaux.

F,p étant le rotationnel d’un potentiel-vecteur o,, ’expression Qua+kFyg
est au cas ol k est constant le rotationnel d’un vecteur-impulsion I = Cg-+ kog
(voir [1]) qui est le gradient d’une fonction pour un mouvement irrotationnel.
D’oui:

Dans le cas du mouvement irrotationnel d’un fluide parfait chargé de
conductivité nulle la non-orthogonalité locale des vecteurs champ électrique e* et
champ magnétique h* est la condition suffisante pour que v/c* soit une constante
dans Pespace-temps, et, en conséquence, pour qu’il existe un vecteur-impulsion,
gradient d’une fonction scalaire. Au cas o cette condition n’est pas satisfaite,
v/p* peut nétre pas constant, mais son gradient est nécessairement orthogonal
aux lignes de courant ainsi qu’aux lignes de force champ magnétique.
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