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FORMALISME HOMOGENE DANS LA THEORIE DES CHAMPS
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(Communiqué le 1 juin 1966)

Le formalisme homogéne de mécanique analytique est étendu a la théorie des champs
pour le cas classique ainsi que pour le cas covariant de Weyl, 4 la base du calcul des
fonctionnelles.

Introduction

Dans la mécanique analytique on peut considérer le temps en qualité
d’une coordonnée généralisée supplémentaire et c’est le formalisme analytique
homogéne, introduit par P. Dirac [1]. De cette fagon les formalismes de
Lagrange et d’Hamilton regoivent une forme symétrique [2], qui est spécialement
commode pour la théorie de relativité. A partir de celui-ci, on peut obtenir
le formalisme inhomogéne comme une conséquence et formuler les transfor-
mations canoniques d’une maniére symétrique [3, 4]. Ce probléme est renouvellé
par les travaux récents de Dirac sur les systémes dégénerés, a qui les systemes
homogénes appartiennent aussi [5].

Cette méthode peut étre généralisée pour obtenir la représentation canonique
du champ gravitationnel dans la théoric générale de relativité [6]. Dans cct
article nous donnerons systématiquement le formalisme homogéne dans la
théorie des champs a la base du calcul dcs fonctionnelles, en continuant nos
recherches sur les transformations canoniques [7, 8]. Dans la premiére section
cela s’est développé pour le cas classique et dans la seconde pour le cas
covariant de Weyl, en prenant le temps ¢ ou quatre coordonnées d’espace-
temps x* pour les fonctions supplémentaires du champ. De cette fagon les
formalismes homogénes de Lagrange et d’Hamilton sont obtenus, ainsi que
la liaison entre les formalismes homogénes et inhomogénes et la formulation
homogéne des transformations canoniques.

1. Théorie classique des champs

Définition du formalisme homogéne. — Considérons un champ qui est
déterminé par un nombre des fonctions du champ ¢;(i=1,2,...,n) et sup-
posons que ce champ peut étre décrit & l'aide d’une fonction de Lagrange

L{Y;, §;; t]. Si lon prend le temps ¢ pour une fonction supplémentaire
du champ

(B)) t= Py
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et si Pon introduit au lieu des variables indépendantes ¢ et x; quatre para-
métres par

(1.2) =t(1), xXi=x;(yx)
d’ou il suit ’

Yo ‘pi ’__d‘lli
-t 24

ce formalisme analytique peut étre nommé — formalisme homogéne. Le para-
meétre t est celui-ci qui joue le méme role que le temps ¢ dans le formalisme
habituel.

Formalisme homogéne de Lagrange. — Les équations du champ considéré
peuvent €tre amenées 4 la forme de Lagrange
d 3L 3L
dt 8¢, 8y

qui est équivalent a4 un principe variationnel

2
(1.4) 8 [ Ldi=o.

to

Si I'on transforme I’élément Ldr d’aprés (1.2), on a
&
Ldt:L{¢i, Jt" : t] t'de=L*d-r,

d’ott ’on obtient la fonction nouvelle de Lagrange sous la forme d’une
fonctionnelle

(1.5) L*[4,, ¢;1=t”~[¢u if— ’]'
En passant aux variables nouvelles, le principe (1.4) se transforme a
5[ L*d==o,
o
qui donne
ddL* 3L*
(1.6) =0

d= 3y, 39,

Ce sont les équations homogénes de Lagrange et la fonction correspon-
dante L* d’aprés (1.5) est une fonctionnelle homogéne du premier degré par

rapport aux J,
L*[$p, Mol =2 L*[4,, dyl,
d’ol, en vertu du théoréme d’Fuler étendu aux fonctionnelles
SL* ,
1.7 fZ”—,Tq/pdV:L*-
3y

Cependant, ces équations ne sont pas indépendantes, parce que
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,(d SL¥ 3dL* d dL* dL*
R ot e
d= 8, 3¢, d~ 3Yp dr
et a cause de (1.7) on obtient une identité entre eux
d SL* 3L*
(1.9) fz 4 (_ﬁ_&__) av =0,
d 8y, 3¢,
Formalisme homogéne d’Hamilton. — Introduisons maintenant les den-

sités d’impulsion

SL* o F*
(1.9) Tp= 7 = —OZ;"

3, 0y
ol _#* est la densité de L*, ainsi que la fonction correspondante d’Hamilton
(1.10) H* [y, 7] = [ (Cmp o= T 5V

en la considérant comme une fonctionnelle des variables canoniques. Si 'on
forme la différentielle de H*, on a

*
dH* — fzn,,dq,,,dmfz Lp,,dw,dV—fz%i—dq,,dV_
P

r Lol
— —d{pdV,
[ 55
d’oti, en vertu de (1.6) et (1.9)
(1.11) dH* = [ 3 YpdmydV — [ 2 mpddpdV.

Puisque

TS H* 3 H*
dH*= j zb\ﬁp‘d"@pdeszgT_c“ch”dV’
. »

i4

on obtient par comparaison les équations homogeénes d’Hamilton

(1.12) ajﬁ = 48_1—{:: fi,.qﬁ :,S_Ii*
' d= 3, ’ dv 3m, .

Si Pon écrit la formule (1.7) sous la forme

fZ%%dV: fj*dV’

on voit immédiatement que
(1.13) H*[Y,, w,}=0.

Donc, la fonction homogéne d’Hamilton est toujours égale & zéro pour toutes
les valeurs de © et y,, mais remarquons que cette identité représente une
identité seulement par rapport a t et y, aprés avoir substitué ¢, et m, par
les fonctions correspondantes.

Pour examiner le systéme (1.9), dérivons chaque équation qui correspond
aux quantités A intégrer de (1.7) par rapport a Yg
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L
Z r*’/ q)p = 0-
0Yp 0 Yy
Ce systéme des équations homogénes aura des solutions différentes de zéro
seulement si son déterminant est nul

! 2 *
(1.14) A= _‘),;-Z_,
04p04q
d’ol P'on voit que Pinversion des équations (1.9) n’est pas possible. D’une

maniére semblable comme en mécanique analytique ([2], p. 37), on peut
conclure qu’il existe une relation entre les variables nouvelles {, et x,, qu’on

peut nommer — condition accessoire et c’est justement 1’équation (1.13).
D’autre part, on doit poser encore une équation supplémentaire da la forme
(1.13) Fl$y, $p1=0,

dont le choix est arbitraire et qui fixe le paramétre . Les équations (1.9) et
(1.15) déterminent alors tous les ¢," comme dcs fonctions de ¢, et =,

Formalisme inhomogéne comme conséquence. — A partir du formalisme

homogene on peut passer au formalisme inhomogéne en posant
(1.16) Unty =t Yi=Yi(X).
En vertu de (1.5) on obtient les relations entre eux

* L *
(1.17) si:t’i’ _8,_1‘721’0_0?_’

S; 3¢ 3,1, ot
SL* JSL 3 L*
el - 6,

Si 3 dus
ol Y6 est la densité de H. De 1a il suit

d 3L* SL*_t'(_d.S_L 8‘1:)
dx 8; 8y dt 8; 8y

et si les équations homogénes de Lagrange sont satisfaites, parcc que ¢’ 50,

on arrive a

(1.18) ﬁdg—.L—s—é=0.
dt 84}, 84},
D’une maniére semblable, les densités d’impulsion sont données par
* *
(1.19) 7:,-=8—é7=8—p, ﬂ:,,ﬂ:i,{;:—%
ob; 3y 3n+1

et la densité de H*

(1.20) FE* =1 (F6 + 7ons ).

Alors existent les identités

dm; SH* t,(dn,- 8H>

= + —
d~ 84}, dt 84),
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dg SH*_, %_&1)
dv dm; ( dt dm;
et 4 partir des équations homogénes d’Hamilton on obtient

(1.21) dm;_ 3H  dy:_3H
' dt S; dt dm;

De cette fagon, le formalisme habituel peut étre considéré comme une
conséquence du formalisme homogeéne, qui est plus général.

Formulation homogéne des transformations canoniques. — A la base des
résultats obtenus on peut formuler toute la théorie du formalisme inhomogéne
d’une maniére symétrique. Ainsi, si 'on considére les transformations canoni-
.ques, la condition nécessaire et suffisante pour qu’une transformation des
variables canoniques soit canonique a la forme [7]

(1.22) [ O mdu—3ndv = [ e w34 —H8HdV +8G.

En vertu de (1.1) et (1.19) cette condition peut étre écrite

(1.23) [2n,80,dv = [ cu)>m,8¢,dV +3G

ol lindex p va jusqu’a n+1, d’on il suit, si 'on considére la génératrice G
.comme une fonctionnelle des variables ¢, et ¢,

oG — 3G
=, ey = ——.
3¢, 3yp

De 12 on voit qu’il est possible étendre la théorie inhomogene des trans-
formations canoniques au formalisme homogéne en remplagant formellement
'index i par index p, qui parcourt ici jusqud n+1, et en laissant & c6té la
variable indépendante 7, qui est une fonction du champ aussi. De cette maniéte
on peut obtenir tous les résultats correspondants dans le formalisme homogeéne,
par exemple I’équation d’Hamilton-Jacobi

(1.24) T,

(1.25) H[Lpp, —&]:0,
¢,
.et D’intégral invariant de Poincaré-Cartan

(1.26) J=¢ [ D n,8¢,dv

sous la forme homogene.

2. Formulation covariante

Définition du formalisme homogéne. — Ce formalisme homogeéne peut
&tre donné dans la formulation covariante aussi, 4 la base du concept de
surface du genre d’espace dans 'univers de Minkowski. Dans le formalisme
d: Weyl on y utilise quatre coordonnées d’espace temps x* et dans le forma-
lisme de Weiss on passe & quatre parametres
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2.1) x*=x%(v, u"), v=const sur ¢

ol ¢ est une de deux surfaces du genre d’ecspace. Les densités correspon-
dantes d’impulsion y sont définies par

(2.2) n;x:aAZ’ Iji@z
Oa oY

ou _% est la fonction de Lagrange de la forme _& (tpfcpfa; x%), et entre eux
existent les relations suivantes

(23) ﬂ?:n“ni.i__.

Considérons maintenant les coordonnées x* en qualité des fonctions
supplémentaires

(2.4) = e,

Introduisons encore au lieu de v un scalaire nouvel w, tellement que les
relations

2.5) Y=y (w, u"), w=w(y)
définissent les coordonnées nouvelles dans 'univers de Minkowski, d’ott il suit
. . a 1
2.6) Ya=y 22
o x>
avec les notations
. a qu . a qu
2.7) fa=—, Lo=—
( v ox* Vo o y+

Ces coordonnées y* dépendent de x* seulement au moyen du paramétre w sur
la surface o et c’est le formalisme homogéne covariant.

Formalisme homogéne de Lagrange. — Dans ce cas les éléments du
volume sont

d*x=dody, d*y=daodw,
d’olt on voit que
(2.8) dtx=v'd*y.
D’autre part, 1’élément d’action en vertu de (2.6) se transforme a
igi O .
Favem Z (Y YT x|y dty= praty
x(x
et la fonction nouvelle de Lagrange a la forme suivante
) T
(2.9) L =y 2 (VT )

ou



Formalisme homogéne dans la théorie des champs 31

po OV Ox oyt
OX* Qy* dw

(2.10)

A vpartir du principe variationnel aux variables nouvelles

5[ Fraty=0
on obtient alors
Lk *
2.11) 0L d 0.7t
oy dyr oy,

Ces équations sont les équations covariantes de Lagrange sous la forme
homogeéne. D’aprés (2.9) et les identités

ox* Oy 5%
oy oxP

on voit que la fonction correspondante _#* est une fonction homogeéne du
premier degré par rapport aux {7,

T M) =2 FE (W)

et a la base du théoréme d’Euler on a

0.F* »
2.12 het L= _F*,
(2.12) 20, Vo=

Mais ces équations ne sont pas indépendantes, car si I’on passe au formalisme
de Weiss a l'aide de (2.3), on obtient une identité entre eux

o L* d ﬁi,),,vzo
oyr  dys 90, '

Formalisme homogéne d’Hamilton. — Introduisons maintenant les densités
d’impulsion sous la forme covariante

(2.13) Wv(

%
(2.14) Th= ()AO—Z
oY/,
et la fonction correspondante d’Hamilton
(2.15) G6* (Y7 mp) = u— L*

comme une fonction des variables canoniques. De 13 on a

0.7* o.7*
dF6* =nyd’, +F, d dir— di’,,
D qJ‘U- 4}'“ 14 aq}p ('I) 04)'”’.‘. "lj "

d’ou, & cause de (2.11) et (2.14)
(2.16) dF6* =yl dmp—my,ud P”

En tenant compte que F6* cst une fonction de ? et w,, on obtient les
équations covariantes d’Hamilton
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2.17) dry_ _o6* 49" 0%
de T egr Ay ot

Puisque la formule (2.12) peut étre écrite sous la forme

TC; ‘I’,pu =,
on voit que
(2.18) F6* (YF mp)=0.
Donc la fonction homogéne d’Hamilton est égale & zéro pour toutes les va-

leurs x=, aprés avoir substitué ¢ et 7, par les fonctions correspondantes. Si
I'on dérive chaque équation (2.12) par rapport a ¢%, on a

0 _P*
0470 gl

et pour obtenir des solutions différentes de zéro, le déterminant de ce systéme
homogeéne doit étre nul

‘M’u= 0

| 092 px
(2.19) A= _
Cogluadl

De 1a on peut conclure que 'inversion des équations (2.14) n’est pas possible
et, comme dans le cas classique, on doit ajouter encore une €quation arbi-

traire de la forme

(2.20) F(y? §20)=0.
Relations auxiliaires. — A la base de (2.9) on peut obtenir les relations
entre le formalisme homogéne et inhomogéne covariant. De cette facon on a
& *
(2.21) 07 =y 0.7 0.7 =y 07

oY oy’ a¢n+a~ o x®
et si I'on forme 9 _%*/o ¢, et multiplie par n,, a4 l'aide de (2.6) et (2.10)
il suit
*
o WL 0
0Y.u 0y

La dérivée o_F*/0y""h peut étre trouvée d’une maniére indirecte, en
partant de

03* . 0:’%*
PR ey
ov RV
et en calculant celle & gauche, d’ol on obtient
W2 3 i 0
(2.23) n"‘nu()"{m=——96+ﬂ "? .
oy, ou 9P

Pour trouver une relation qui exprime m,Ys, écrivons la formule der~
niére sous la forme
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nfn, —<

o 0. % i dxﬂ ou ) oY o0 F

= =383 nPn, F——=%(nfn, ! +—— ==

s %8 VA a%‘( Y6+ 3w ox a‘#a o 240
qui peut €tre transformée a

o *

P, 1 ox* o F*

a 1 aq)n'l'ﬂ

df)

Cette équation sera satisfaite si 1’expression entre parenthéses est égale & zéro,
d’ou il suit par multiplication par n,

(2.24) M, Tpip=—ny T
avec

TS - 0
(2.25) f Ya—8E .

Enfin, exprimons la fonction 6* a l'aide de &6, en séparant Dexpres-
sion (2.15) a

wai | _m n+B ’
*=mp ‘-I-‘.u*’rn-kﬁq" V.7
et le premier terme peut &tre écrit sous la forme
= TC,kIJ + (.p’(')(——n,—v th)
oyt

Mais, parce que l’expression entre parenthéses multlphee par n, est egale a
zéro et les n, sont arbitraires sur o, cette expression se réduit au premier
terme et ’on obtient

. o xP
oy
Formalisme inhomogéne comme conséquence. — Passons maintenant au

Y

formalisme inhomogeéne & partir du formalisme homogéne en posant
2.27) Pt = x2, P =y (x%).
A Tlaide des relations (2.21) et (2.22) on a

027 d 097, ("_L?f_i "3)

oY dyr o, oY dx*0ya

et si les équations homogeénes de Lagrange sont satisfaites, parce que v’ #0,
on obtient

(2.28) 0L d 07 _
oY dx* oy

D’une mani¢re semblable, 3 la base des formules citées et (2.26) on
peut poser les identités

dTr, 0%* (drt?Jr@)
T T \ae To)

3 Publications de I’ Institut Mathématige
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dy  omi  oy\dx* on?
et en partant des équations homogénes d’Hamilton, on obtient

(2.29) dmi_ 06~ dv'_0F6

x>~ 9P dxx om?’
donc toutes les équations fondamentales du formalisme habituel comme
conséquence.

Formulation homogéne des transformations canoniques. — A I'aide des
résultats obtenus formulons encore la théorie des transformations canoniques.
La condition nécessaire et suffisante pour qu’une transformation des variables
canoniques soit canonique a la forme [8]

LW_LW_?_?‘;“<M_?@)

(2.30) [ I8y =T x) doy = [ ) @ISy —TE3x" do, +5G
En vertu de (2.22) et (2.24) on a
n?dca:n?dcu, —ngca=1r§:+gdcu
et la condition (2.30) devient symétrique
(2.31) fng&lﬂ’ dcuzfc(u);ﬁsapdcu+8G.

C'est la formulation homogéne des transformations canoniques sous la
forme covariante. A partir de cette formule, on peut obtenir tous les résul-
tats correspondants dans le formalisme homogeéne, d’une maniére similaire
comme dans le cas inhomogeéne, par exemple le systéme & génératrice

3GY — 3G
(2.32) 71':=_1., Cc Y? =nv n, ¥1
57 ¢ =
et I'integral invariant de Poincaré-Cartan
(2.33) J=¢ [=bsyrdoa,
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