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FAST INVERTIERBARE PRIMIDEALE DER KOMMUTATIVEN RINGEY)

Veselin Perié

(Vorgelegt am 27. Mai 1966)

In der Arbeit [9] habe ich bewiesen, dass jedes echte fast inveritierbare
Primideal P eines Noetherschen Ringes R mit Einselement ein minimales
reguliires Primideal von R ist ([9], Satz 1.7). Im dritten Abschnitt vorliegender
Arbeit zeige ich unter denselben Voraussetzungen iiber den Ring R, dass (diese
notwendige Bedingung nicht hinreichend ist, sondern, dass) ein echtes Primi-
deal P von R dann und nur dann fast invertierbar ist, wenn P ein minimales
reguldres Primideal von R und Rpein ganz abgeschlossener Integritdtsbereich ist
(Satz 3.5).

Dazu werden noch verschiedene notwendige und hinreichende Bedingungen
fiir die Fast-Invertierbarkeit eines echten Primidiales P von R angefiihrt. Ins-
besondere wird ein enger Zusammenhang zwischen der Fast-Invertierbarkeit
eines Primideals P von R und der der zu P gehorigen Primirideale Q fest-
gestellt.

Anschliessend werden der Ring R und die Quotientenringe Rp von R in
Bezug auf die ganze Abgeschlossenheit untersucht. Es stellt sich heraus, dass
ein Noetherscher Ring R mit Einselement dann und nur dann ganz abgeschlos-
sen ist, wenn fiir jedes minimale reguldre Primideal P von R der zugehdrige
Quotientenring Rp ein ganz abgeschlossener Integrititsbereich ist und wenn
dazu jedes regulire echte Hauptidsal (a) von R nur die isolierten Primirkom-
ponenten hat (S. Sdtze 3.7, 3.8 u. 3.9). Daraus ergeben sich zwei bekannte
Tatsachen iiber die ganz abgeschlossenen Noetherschen Ringe und eine einfache
Charakterisierung der Dedekindschen Integrititsbereiche (S. Sitze 3.10, 3.11
u. Satz 3.12).

Fiir alle diese Untersuchungen war die Behandlung zweier Klassen der
Noctherschen Ringe erforderlich, die von den Dedekindschen Ordnungen ohne
Nullteiler, b.z.w. von den Dedekindschen Integrititsbereichen nur insofern
abweichen, dass sie auch echte Nullteiler enthalten diirfen. Diese im zweiten
Abschnitt vorliegender Arbeit durchgefiihrte Behandlung ging etwas iiber unsere
Verwendungszwecke hinaus.

Die meisten Beweise stiitzen sich auf eine natiirliche Beziehung zwischen
der Fast-Invertierbarkeit eines jeden Ideals 4 von R und der Invertierbarkeit
der Erweiterrung 4° von A in einem passenden Quotientenring Rg von R, die
im ersten Abschnitt dieser Arbeit festgelegt wurde (Sdtze 1.1 u. 1.2). Diese
Bezichung erméglicht noch das Zuriickfiihren der Frage nach der Fast-Invertier-
barkeit von 4 auf die von den isolierten Primirkomponenten von A (S.
Satz 1.3).

') Diese Arbeit ist ein Teil meiner im Mirz 1966 an der Universitit Zagreb verteidig-
ten Doktorarbeit.
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Unter einem Ring R wird stets ein assoziativer und kommutativer Ring
mit Einselement verstanden. Die nicht erklirten Begriffe und Bezeichnungen
werden als allgemein bekannt vorausgesetzt, oder sind der Arbeit [9] entnom-
men worden.

1. Erweiterungsideale der fast invertierbaren Ideale

S sei ein multiplikatives System von R, und 4:R-> Rg der natiirliche
Homomorphismus von R in den Quotientenring Rg. Dann ist der Kern K
von h gleich der isolierten S-Komponente (0)s des Nullideals (0) von R.

Da jedes regulire Element ¢ von R durch % in ein regulires Element
h(#) von Ry abgebildet wird, ist es leicht zu sehen, dass sich 4 auf genau
eine Weise zu einem Homomorphismus

(1.1) h:Q(R)—>Q(R) =Q(Rs) (R=h(R))
des vollen Quotientenringes Q (R) von R in den vollen Quotientenring 0 (Rs)
von Rg, und zwar durch:
(1.2) " h(r/t)=per. h (/R @) (/1 € Q (R))
erweitern ldsst. _
Wir werden weiterhin anstatt 4 einfach % schreiben.

1.1. Satz. A4 sei ein endlich erzeugbares regulires Ideal, und S ein multi-
plikatives System eines Ringes R. Falls 4¢ das Erweiterungsideal von 4 in Rg
bezeichnet, so sind die folgenden zwei Bedingungen #dquivalent:

(1.3) (A1 A) N S£ 5,
(1.4) (49) 1. 4e= Rg.

Beweis. Da 4-!- 4 ein ganzes Ideal von R ist, die Bedingung (1.3) ist mit
der Bedingung

(1.4) (A~1. A)°= Ry

gleichbedeutend (Vgl. [10], p. 223, Th. 15).

Es ist leicht zu sehen, dass aus (1.4'), also aus (1.3) die Relation (1.4)
folgt. Nach (1.4') ist ndmlich auf Grund von (1.1)

Rs=(A=-A)¥=Rs-h(A4='-A)=Rg-h(4~Y)-h(Ad)=h(4~Y)- 4,
so dass, wegen
k(471 C Q(Rys)
die Bedingung (1.4) sicherlich erfiillt ist.

Die Umkehrung ist nicht so trivial und braucht sogar nicht richtig zu
sein, falls man die Endlichkeitsbedingung fiir 4 wegldsst, wie wir es spiter
sehen werden (S. 2. Abschnitt, Ende).

Es sei A=(a,,..., a,) ein regulires Ideal von R. Falls die Bedingung
(1.4) erfiillt ist, so gibt es die Elemente

(1.5) bic(4)'CORs) (i=1,...,n)
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mit
(1.6) D1 b;-h(a)=1 (Einselement von Ry).
Auf Grund von (1.5) ist insbesondere
bi-h(@)ERs (i, j=1,...,n)
und deswegen gibt-es ein Element s € S derart, dass
1.7) h(s)-bi-h(@)Sh(R) G, j=1,...,n).
Nach (1.7) ist fiir jedes und insbesondere fiir jedes regulire Element a& A4

h(s)-bi-h(@=h(r)—r; &R (i=1,...,n),
also

(1.8) h(s)-bi=h(rja), ryE R (i=1,...,n).
Aus (1.7) und (1.8) ergibt sich

h(rja)-h(a)="h(by), by R (i, j=1,....n)
und daraus folgt

ri'aj:a'bij+kij7 klje(o)s(l) j:I"'-,n)'
Es gibt aber '€ S mit s"-k;=0 (i, j=1,...,n). Infolgedessen gilt

a;-(s'-r)fa=s"-b;c R (i, j=1,...,n),
und somit ist

1.9 (s'-r)fac A" (i=1,...,n),

weil

(s'-r)lac Q(R) (i=1,...,n).
Aus (1.6) auf Grund von (1.8) folgt

2V h(s rija)-h(a)=h(s-s),

und daraus wegen (1.9) ergibt sich

(1.10) D4(s" - rija)-a;=s-s (mod. (0)s).

Nehmen wir nun an, die Bedingung (1.3) wire nicht erfiillt. Dann gébe
es ein Primideal P mit der Eigenschaft

(1.11) A-1.ACP, PNS=o0.

Wegen PN S= g wire (0)sC P, so dass aus (1.10) wegen (1.9) und
(1.11) s-s' € P folgen wiirde. Das widerspricht aber dem zweiten Teil der
Relation (1.11); denn es ist ja s-5' € S.

Damit ist der Satz bewiesen.

1.2. Satz.R sei ein Noetherscher Ring, P,,..., P, seien simtliche isolierte
Primideale eines echten regulidren Ideals 4 von R und es sei

1.12) S=R\ U1 P:.
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Das Ideal A4 ist dann und nur dann fast invertierbar, wenn das Er-
weiterungsideal 4° von A4 in Ry invertierbar ist.

Beweis. Das ideal A-!'-A4 von R ist in der Vereinigungsmenge U] P;
der echten Primideal P;(i=1,...,r) dann und nur dann enthalten, wenn es
in einem dieser Ideale enthalten ist (S. [7], p. 12, Prop. 6). Infolgedessen ist
fiir das echte regulire Ideal 4 und das multiplikative System (1.12) die
Bedingung (1.3) genau dann erfiillt, wenn A fast invertierbar ist.

Die Behauptung folgt nun aus 1.1.

Der folgende Satz zeigt, wie sich die Frage nach der Fast-Invertier-
barkeit eines reguldren Ideals A von R auf die Frage nach der Fast-Inver-
tierbarkeit der isolierten Primdrkomponenten von A4 zuriickfiihren ldsst. Spéter
werden wir sehen, dass diese letzte Frage nicht etwa mit der entsprechender
Frage fiir die isolierten Primideale von A4 gleichbedeutend ist.

1.3. Satz. R sei ein Noetherscher Ring und A ein reguldres Ideal von
R. Das Ideal A4 ist genau dann fast invertierbar, wenn fiir jedes isolierte
Primideal P von A die zu P gehorige Primdrkomponente Q von A fast
invertierbar ist.

Beweis. Die Behauptung ist trivial, falls 4= R. Nun nehmen wir an,
A sei ein echtes reguldres Ideal von R.

Ist P ein beliebiges isoliertes Primideal von 4, S= R\P und Q die zu P geho-
rige Primidrkomponente, so ist das Ideal Q reguldr, und es ist 4°= Q¢ (S. [10],
p. 225, Th. 17). Nach Satz 1.1. ist fiir 4, P und das multiplikative System
S= R\ P die Bedingung (1.3) genau dann erfiillt, wenn das Ideal 4°= Q¢ von
Rp invertierbar, also nach Satz 1.2 wenn das Ideal Q9 von R fast inver-
tierbar ist.

Damit ist der Satz bewiesen.

2. Dedekindsche Ordnungen. Dedekindsche Ringe

2.1. Definition. Einen Ring (Integritédtsbereich) R werden wir Dedekindsche
Ordnung (ohne Nullteiler) nennen, falls:

1. R Noethersch ist;

2. Jedes reguldre echte Primideal P von R maximal ist.

(Fiir den Fall, dass R ein Integritdtsbereich ist vgl. z. B. [6]).

2.2. Satz. Ein echtes reguldres Primideal P einer Dedekindschen Ordnung

R ist dann und nur dann invertierbar, wenn jedes zu P gehorige Primérideal
0O von R eine Potenz des Ideals P ist, die dann eindeutig bestimmt ist.

Beweis. Ist P invertierbar und » die kleinste natiirliche Zahl, fiir die
PrC Q, so ist Q=P

Fiir n=1 gibt es nichts zu beweisen. Es sei nun n>1. Dann ergibt
sich aus P*C Q C P durch Multiplikation mit P-! die folgende Inklusion:

P"‘lg P-1. Qg R.

Dabei ldsst sich das zweite Zeichen C nicht durch Gleichheitszeichen
ersetzen; denn aus P~!. Q=R folgt Q=P im Gegensatz zu n>1.
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Deswegen ist das echte Ideal P~!-Q von R mindestens in einem
echten Primideal P’ von R enthalten. Da P maximal und P C P’ ist, so gilt
P="P', also

prtCp-1.gCP.

Mit derselben Schlussweise gelangt man nach n—1 Schritten zu der
Inklusion

PC P-"-1D.QCP,

aus der sich unmittelbar die behauptete Gleichung Q= P" ergibt.

Falls noch Q=P ist, so ist m>=n. Wire m>n, so wiirde aus P"=PpP"
Pm—7"- R folgen, im Gegensatz zu der Annahme, dass P cin echtes Ideal
von R ist.

Ist umgekehrt jedes zu P primére Ideal Q von R eine P-Potenz, so ist
das echte regulidre Primideal P von R invertierbar.

Fiir jedes regulire Element a € P ist P nidmlich ein isoliertes Primideal von
(a); denn jedes echte regulidre Primideal von R ist ein maximales, also ein
minimales reguldres Primideal von R. Die zu P gehorige Primidrkomponente
Q von (a) ist nach 1.3. fast invertierbar, und daher invertierbar (S. [9], Satz
1.5). Da Q=P", so ist auch das Ideal P invertierbar.

2.3. Satz. Ein echtes reguldres Primideal P einer Dedekindschen Ordnung
R ist genau dann invertierbar, wenn Rp ein ganz abgeschlossener Integri-
titsbereich ist.

(Fiir einen Integritdtsbereich vgl. [6], p. 483, Th. 1; p. 486, Th. 4).

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass das Erweiterungsideal P¢ von P in
Rp nicht nur das einzige maximale, sondern auch das einzige echte regulire
Primideal von Rp iot.

, Ist Rp ein Integrititsbereich, so ist P¢ dann und nur dann invertierbar,
wenn Rp ganz abgeschlossen ist (S. [10], p. 275, Th. 13).

Da P genau dann fast invertierbar, also invertierbar (S. [9], Satz 1.5)
ist, wenn P¢ invertierbar ist (Satz 1.2), geniigt es noch zu zeigen, dass Rp ein
Integritidtsbereich ist, falls P¢ invertierbar ist.

Weil Rp Noethersch und P¢ das einzige maximale Primideal von Rp ist,
so ist die Durchschnittsmenge aller P¢ — Potenzen gleich dem Nullideal von
Rp (S. [10], p. 229, Th. 20). Ist P¢ invertierbar, so ist diese Durchschnit-
tsmenge ein Primideal von Rp (S. [1], Lemma), also ist Rp ein Integritéits-
bereich.

Wir fiihren nun einen Satz und ein Beispiel an, die zeigen, dass der
Quotientenring Rs eines Noetherschen Ringes R nicht eine Dedekindsche
Ordnung zu sein braucht, selbst wenn R eine Dedekindsche Ordnung ist.

2.4. Satz. R sei ein Noetherscher Ring und S ein multiplikatives System
von R. Der Quotientenring Rg von R ist genau dann eine Dedekindsche
Ordnung, wenn fiir jedes echte Primideal P von R mit P ") S= @ die folgende
Bedingung erfiillt ist:

1. Fiir jedes in P echt enthaltene Primideal P, von R gibt es ein
Primideal P’ von Nullideal derart, dass P, C P’ und P'NS= g ist.

Fiir ein reguldres Primideal P von R mit P'M\S= g ist die Bedingung
1. mit folgender Bedingung &quivalent:

2. P ist ein minimales regulidres Primideal von R.
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Beweis. Zunichst zeigen wir, dass fiir jedes reguldre Primideal P von R
mit P S= @ die Bedingungen 1. und 2. gleichbedeutend sind.

Ist P ein minimales regulires Primideal von R, so ist jedes in P echt
enthaltene Primideal P, von R ein isoliertes Primideal des Nullideals, so dass
die Bedingung 1. mit P’'= P, erfiillt ist.

Ist umgekehrt fiir ein reguldres Primideal P von R mit P\ S= o die
Bedingung 1. erfiillt, so kann P kein reguldres Primideal P, echt enthalten.
Da wegen P\ S= & das Ideal P ein echtes regulires Primideal von R ist,
so ist P ein minimales reguldres Primideal von R.

Und nun zum Beweis der ersten Be_hauptung.

Die Bedingung 1. ist hinreichend. P sei ein cchtes reguldres Primideal
und P, ein beliebiges in P echt enthaltenes Primideal von Rg. Dann ist P= P*
und P,= Pi, wobei P und P, echte Primideale von R mit P,C P und PN S=
sind. Nach der Bedingung 1. gibt es ein Primideal P’ vom Nullideal mit P, C P’
und P’ S= 2. Dann ist aber Ii’e ein Primideal von (0)°, dem Nullideal
von Rs, und wegen P;C P’¢ ist P, ein singulires Primideal von Rgs. Also ist
P ein minimales regulires Primideal von Rg, d.h. Ry ist eine Dedekindsche
Ordnung, weil Rg Noethersch ist.

Die Bedingung 1. ist notwendig. P sei ein Primideal von R mit P(MS= &
und P, ein beliebiges in P echt enthaltenes Primideal von R. Dann ist P¢ ein
echtes und P{ ein in P° echt enthaltenes Primideal von Rs. Da Rg eine
Dedekindsche Ordnung ist, kann P{ nicht regulir sein. Es gibt also ein
Primideal P’¢ von Nullideal in Rg, so dass P;< P’e. Dann ist aber P’ ein
Primideal von (0) in R mit P,C P  und PPN S=o.

Damit ist der Satz bewiesen.

2.5. Beispiel. Aus dem Polynomring in n(n>r+1>4) Unbestimmten
ldsst sich leicht ein Noetherscher Ring R mit folgenden Eigenschaften konstruieren:

1. Es gibt echte reguldre Primideale von R;

2. Das Nullideal von R hat nur zwei Primideale P und P,_,, wobei
Ring P=r—1>2 ist.

Wegen 2. ist P,_, das einzige isolierte Primideal von (0). Mann kann
sogar den Ring R so wihlen, dass P,_, die isolierte Primdrkomponente vom
Nullideal wird. ;

Da es echte regulire Primideale von R gibt, so gibt es mindestens
ein minimales regulidres Primideal P’ von R. Man kann zu dem Ring Rg mit
S= R\ (P U P’) uibergehen, ohne dass die Eigenschaften 1. und 2. verloren
werden, so dass wir gleich noch annehmen konnen, dass P und P’ die einzi-
gen maximalen Primideale von P sind.

Nach dieser Annahme gibt es eine Kette PO P, DP, D ... DP,_; der
Primideale von R, die mit P anfingt und, da P,_, das einzige isolierte
Primideal von (0) ist mit P,_, endet. Setzen wir nun S=R\P,. Dann ist
P, N S= o, und P, ist echt in P, enthalten. Das Ideal P, ist aber in einem
einzigen Primideal von (0) enthalten, ndmlich in P. Weil PNS+# @, so ist
die Bedingung 1. aus dem vorigen Satz nicht erfiillt, also ist Rs keine Dede-
kindsche Ordnung.

2.6. Definition. Einen Ring (Integrititsbereich) R werden wir Dedekin-
dscher Ring (Integritdtsbereich) nennen, wenn:

1. R Noethersch ist;

2. Jedes reguldre echte Primideal P von R invertierbar ist.
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Weil in einem Noetherschen Ring R jedes echte invertierbare Primideal
P ein minimales reguldres Primideal von R ist (S. [9], Satz 1.7), ist jeder
Dedekindsche Ring (Integrititsbereich) R auch eine Dedekindsche Ordnung
(ohne Nullteiler).

2.7. Satz. Jedes regulire (jedes eigentliche) Ideal 4 eines Dedekindschen
Ringes (Integrititsbereiches) R ldsst sich, und zwar eindeutig, als Potenzprodukt
der echten regulidren (der eigentlichen) Primideale darstellen.

Beweis. Wie eben festgestellt wurde, ist R eine Dedekindsche Ordnung
(ohne Nullteiler). Deswegen sind fiir jedes echte regulire (jedes -eigentliche)
Ideal 4 die Primidrkomponenten Q;(i=1,...,n) von A4 als echte regulire
(als eigentliche) Priméirideale von R eindeutig bestimmte Potenzen ihrer
Radikalen P.(i=1,...,n), die ihrerseits echte reguldre (eigentliche) Primideale
von R sind (S. Satz 2.2).

Die Primideale P; sind maximal, also paarweise teilerfremd, und somit
sind auch die zugehorigen Primérideale (; paarweise teilerfremd. Deswegen
ist die Durchschnittsmenge A der Ideale Q; gleich dem Produkt dieser Ideale.
Infolgedessen ist A4 als Potenzprodukt der echten regulidren (eigentlichen) Prim-
ideale P; darstellbar. Die Eindeutigkeit dieser Darstellung folgt aus der Ein-
deutigkeit der Primdrkomponenten Q; von A4, die alle isoliert sind (S. [8],
p- 18, Sh. 3).

Ein Dedekindscher Integrititsbereich R wird iiblich anders definiert (Vgl.
z. B. [10], p. 270). Diese Definition stimmt bekanntlich mit der Definition
2.6. iiberein (S. [10], p. 275, Th. 12 u. [2], p. 33, Th. 7), so dass in diesem
Falle auch die Umkehrung von Satz 2.7. gilt.

Falls R Noethersch ist, so gilt nach 2.2 die Umkehrung von Satz 2.6,
unabhingig davon, ob R ein Integrititsbereich ist oder nicht. Es scheint mir,
dass sich diese Umkehrung nicht ohne Noethersche Bedingung beweisen ldsst,
falls R auch echte Nullteiler enthilt.

Da jeder Dedekindsche Ring R eine Dedekindsche Ordnung ist, so sind
nach 2.2 in jedem Dedekindschen Ring R die folgenden zwei Bedingungen
erfiillt:

1. Jedes echte reguldre (jedes eigentliche) Primideal P von R ist maximal;

2. Jedes echte regulire (jedes eigentliche) Primirideal Q von R ist eine
Potenz seines Radikals P.

In [3] hat Herr R.W. Gilmer, Jr. bewiesen, dass ein Integritd*sbereich R
genau dann die obigen zwei Bedingungen erfiillt, wenn fiir jedes eigentliche
Primideal P von R der Quotientenring Rp ein Dedekindscher Integrititsbereich
ist. Solche Ringe nannte Gilmer fast Dedekindsche Integrititsbereiche. Es gibt
fast Dedekindsche Integrititsbereiche, die keine Noetherschen Ringe sind (S.
3], p. 814). Es kann also vorkommen, dass fiir ein echtes Primideal P eines
nicht Noetherschen Integritdtsbereiches R das Ideal P¢ von Rp invertierbar
ist, ohne dass P fast invertierbar ist. So haben wir gesehen, dass man Endlich-
keitsbedingung in Satz 1.1. nicht vermeiden kann.

3. Fast invertierbare Primideale

3.1. Satz. R sei ein Noetherscher Ring und P ein echtes Primideal von R.
Das Ideal P ist dann und nur dann fast invertierbar, wenn P ein minimales
reguldres Primideal von R und jedes zu P gehorige Primirideal Q eine sym-
bolische Potenz von P ist.
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Beweis. P sei fast invertierbar. Zunéichst ist P ein minimales regulires
Primideal von R ([9], Satz 1.7). Deswegen ist nach Satz 2.3 der Quotienten-
ring Rp eine Dedekindsche Ordnung. Das Ideal P¢ ist sogar das einzige echte
regulire Primideal von Rp. Ausserdem ist P¢ nach Satz 1.2 invertierbar.
Infolgedessen ist jedes zu P¢ primédre Ideal Q von Rp eine Potenz seines Radi-

kals P=P¢(S. Satz 2.2). Insbesondere ist fiir jedes zu P primire Ideal Q von R
Q= 0= ((P)") = (P = PO,

Sei umgekehrt P ein minimales reguldres Primideal von Rund jedes zu P
primére Ideal Q von R sei eine symbolische Potenz von P. Insbesondere ist dann
fiir jedes reguldre Element a C P das Ideal P ein isoliertes Primideal von (a)
und die zu P gehorige Primidrkomponente Q von (@) symbolische Potenz
von P, Q=P™, Nach Satz 1.3 ist aber Q fast invertierbar, und somit ist
auch P fast invertierbar (S. Satz 3.2).

3.2. Satz. R sei ein Noetherscher Ring und P sei ein Primideal von R.
Ist P fast invertierbar, so ist jedes zu P primdre Ideal Q von R (gleich einer
symbolischen Potenz von P und) fast invertierbar. Falls mindestens eine sym-
bolische Potenz P™ von P fast invertierbar ist, so ist auch P fast invertierbar.

Beweis. Fiir P= R ist die Behauptung trivial; denn dann ist jedes zu P
primédre Ideal Q ebenfalls gleich R. Nun sei P ein echtes Primideal von R.

Ist P fast invertierbar, so ist nach vorigem Satz jedes zu P primire
Ideal Q eine symbolische Potenz P von P. Deswegen ist das Ideal Q¢= (P¢)"
von Rp invertierbar; denn P¢ ist nach Satz 1.2 invertierbar. Da P, und somit
auch Q reguldr ist, so ist Q nach Satz 1.2 fast invertierbar.

Falls mindestens eine symbolische Potenz P = fast invertierbar ist,
so ist Q reguldr ([9], Satz 1.5), und das Ideal Q¢=(P°)" von Rp ist nach
Satz 1.2 invertierbar. Somit ist das Ideal P¢ von Rp invertierbar, also das
Ideal P von R fast invertierbar.

3.3. Satz. R sei ein Noetherscher Ring und P ein echtes regulires
Primideal von R. Das Ideal P ist dann und nur dann fast invertierbar, wenn
Rp ein Dedekindscher Integritdtsbereich (und P¢ das einzige -eigentliche
Primideal von Rjp) ist.

Beweis. P sei fast invertierbar. Dann ist nach dem Beweis von Satz 2.1
Rp ein Dedekindscher Ring und P¢ das einzige echte regulire Primideal von
Rp. Deswegen ist Rp=(Rp)p, und somit ist Rp nach Satz 2.3 ein Integri-
tidtsbereich.

Ist Rp ein Dedekindscher Ring, so ist das echte regulire Primideal P¢
von Rp invertierbar. Da P reguldr ist, folgt daraus, dass P fast invertierbar
ist (S. Satz 1.2).

Es wire interessant nachzupriifen, ob man die obige Voraussetzung, dass
P reguldr ist, entbehren kann. Wenn man den Ring R aus dem Beispiel 2.5
derart wihlt, dass P,_; (dic einzige) isolierte Primirkomponente von Nul-
lideal wird, so sieht man leicht, dass P,_, ein singuldres echtes Primideal von
R ist, Rp_, eine Dedekindsche Ordnung ohne Nullteiler und P¢_,. das einzige

eigentliche Primideal von Rp, ,. Fallssich heraustellen sollte, dass P¢_, trotzdem
invertierbar, d.h. Rpr_z ein Dedekindscher Integritdtsbereich ist, so hitte man

ein Beispiel dafiir, dass die obige Voraussetzung wesentlich ist. Gleichzeitig
wire damit die Unentbehrlichkeit der Regularitit von 4 im Satz 1.1. nach-
gewiesen.
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Aus diesem Satz folgt unmittelbar das folgende Ergebnis von Herrn
W. Krull:

3.4. Satz. Ist R ein Noetherscher Ring und P ein echtes fast inver-
tierbares Primideal von R, so enthiilt P echt genau ein Primideal P, und
P, ist eine isolierte Primdrkomponente des Nullideals (0) von R (Vgl. [5],
Satz 1.).

Beweis. Nach Satz 3.3 ist in dem Ideal P¢ von R, nur ein einziges
Primideal von Rp echt enthalten, ndmlich das Primideal (0)c. Deswegen st
P =(0)*=(0)s(S =R\ P) das einzige in P echt enthaltene Primideal von R
und gleichzeitig eine isolierte Primdrkomponente des Nullideals (0) von R. Q. E. D.

Falls R ein Noetherscher Ring und P ein minimales regulires Pri-
mideal von R ist, so ist Rp eine Dedekindsche Ordnung mit einem einzigen
reguldren Primideal P¢, so dass Rp dann und nur dann ein Dedekindscher
Integrititsbereich ist, wenn Rp=(Rp)pe ein ganz abgeschlossener Integritiitsbe-
reich ist. Da ausserdem jedes fast invertierbare -echte Primideal P von R ein
minimales reguldres Primideal von R ist, ergibt sich aus 3.4:

3.5. Satz. Ein echtes Primideal P eines Noetherschen Ringes R ist dann
und nur dann fast invertierbar, wenn:

1. P ein minimales regulires Primideal von R und
2. Rp ein ganz abgeschlossener Integritidtsbereich ist.

Wegen 3.1. ergibt sich aus 3.5. der folgende Satz:

3.6. Satz. R sei ein Noetherscher Ring und P ein minimales reguldres
Primideal von P. Ist Rp ein ganz abgeschlossener Integrititsbereich so gibt es
ausser den symbolischen Pontenzen von P keine zu P primiren Ideale von
R, und umgekehrt. (Vgl. Sitze 3.7. u. 3.8).

3.7. Satz. R sei ein ganz abgeschlossner Noetherscher Ring. Dann ist
jedes Primideal P eines echten reguliren Hauptideals () von R fast inver-
tierbar, und das Ideal () ist eindeutig als Durchschnitt seiner isolierten Pri-
mirkomponenten darstellbar, welche die symbolischen Potenzen ihrer Radikale
sind. (Vgl. [10], p. 277, Th. 14, Corr.; [4], p. 1; u. [5], § 2).

Beweis. P sei ein beliebiges Primideal eines echten reguliren Hauptideals
(@) von R. Dann ist (a):P D (a) (S. T10], p. 214, Th. 11). Es gibt also
¥ € R mit

rPC (a), r non € (a), d.h. (r/a)-PC R, rlac Q (R\R.

Das besagt aber, dass P~!non C R, woraus man auf Grund der ganzen
Abgeschlossenheit von R leicht die Fast-Invertierterkeit von P feststellt.

Deswegen ist P ein minimales regulires Primideal von R, also ein
isoliertes Primideal von (a). Infolgedessen ist (a) eindeutig als Durchschnitt
seiner isolierten Primdrkomponten darstellbar. Jede dieser Primirkomponenten
ist als ein zu einem fast invertierbaren Primideal von R primires Ideal nach
Satz 3.1 eine symbolische Potenz dieses Primideals. Q. E. D.

3.8. Satz. R sei ein Noetherscher Ring. R ist genau dann ganz abge-
schlossen, wenn fiir jedes echte regulire Hauptideal (@) von R und fiir jedes
Primideal P von (a) der Quotientenring Rp ein ganz abgeschlossener Integri-
titsbreich ist.

Beweis. Die Behauptung ist trivial, falls es iiberhaupt keine echten regu-
lire Hauptideale von R gibt. Wir schliessen nun diesen Spezialfall aus.
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Ist R ganz abgeschlossen, so ist fiir jedes echte regulire Hauptideal (a)
von R und fiir jedes Primideal P von (a) das Ideal P nach 3.7. fast inver-
tierbar, also nach 3.5. der Ring R, ein ganz abgeschlossener Integrité:s-
bereich.

Sei umgekehrt flir jedes echte regulire Hauptideal (@) von R und fiir
jedes Primideal P von (¢) der Quotientenring Rp ganz abgeschlossen. Dann
ist nach 3.7. das einzige maximale Ideal P° von Rp als ein Primideal des
echten reguliren Hauptideals (a)° von R, fast invertierbar, also invertierbar.
Infolgedessen ist P fast invertierbar, und somit ist P ein isolieites Primideal
von (a). Jedes echte regulire Hauptideal (a) ist also gleich dem Durchschnitt
seiner isolierten Primdrkomponenten.

Auf Grund dessen folgt die ganze Abgeschlossenheit von R aus dem

3.9. Satz. R sei ein Noetherscher Ring und fiir jedes minimale reguldre
Primideal P von R sei der Quotientenring Rp ganz abgeschlossen. Dann ist
entweder auch der Ring R ganz abgeschlossen, oder es gibt mindestens ein
echtes regulires Hauptideal (@) von R, das sich nicht als Durchschnitt seiner
isolierten Primidrkomponenten darstelien ldsst.

Beweis. Ist R ganz abgeschlessen, so ist nach 3.7 jedes echte regulire
Hauptideal {a¢) von R als Durchschnitt seiner isolierten Primdrkomponenten
darstellbar.

Wir nehmen nun an, jedes echte regulire Hauptideal (a) von R sei als
Durchschnitt seiner isolierten Primirkomponenten darstellbar, und werden
zeigen, dass dann der Ring R ganz abgeschlossen ist.

Sei x=r/ac Q(R) ein beliebiges iiber R ganzes Element. Wir kénnen
annehmen, dass das reguldre Ideal (a) ein echtes Ideal von R ist; denn sonst
wire x € R, und es gibe nichts zu zeigen.

Ist P ein minimales regulires Primideal von R und hp: R — Rp der
natiirliche Homomorphysmus, so ist

hp (X)=hp(r)/hp(a) € Q (Rp)
ein ganzes Element iiber R,. Da Rp nach der Voraussetzung ganz abgeschlos-
sen ist, so ist Ap(x) © Rp, d.h.
he (V)/hp (@)= hp (rp)/hp(sp) (rp € R, sp€ R\P).

Infolgedessen ist hp(r- s}) =hp(a-rp), also

resp=a-rp+k, (kp€ hp'(0)).
Fir ein passendes Element spc RN\ P und fiir sP:s}-s}'a, rpzs;-r}-
gilt somit
3.1 r-sp=a-rp (rpE R, sp & R\ P).
Die Relation (3.1) haben wir fiir jedes minimale regulire Primideal P
von R bewiesen. Sie gilt insbesondere fiir jedes isolierte Primideal P von (a),
und fiir die zu P gehorige Primirkomponente Q von (@) ergibt sich daraus.
r-sp€Q (r&R, spe R \P), dh. reQ.

Dann ist aber r & (a), also x=r/ac R; denn (a) ist als Durchschnitt
seiner isolierten Primirkomponenten Q darstellbar.
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Aus Satz 3.7 und Satz 3.5 b.zw. Satz 3.4 ergeben sich direkt die
beiden folgenden Sitze:

3.10. Satz. In einem ganz abgeschlossenen Noetherschen Ring R ist ein
echtes Primideal P dann und nur dann fast invertierbar, wenn P ein minimales
regulires Primideal von R ist (Vgl. [8], p. 415).

3.11, Satz. In cinem ganz abgeschlossenen Noetherschen Ring R ist
entweder jedes regulire Element eine Einheit oder ist mindestens eine isolierte
Primirkomponte des Nullideals ein Primideal von R (S. [5], Satz 2).

Zum Schluss fithren wir die folgende Charakterisierug der Dedekind-
schen Iniegritdtsbereiche an:

3.12. Satz. Ein Noetherrscher Ring R ist dann und nur dann ein De-
dekindscher Integrititsbereich, wenn jedes eigentliche Primideal P von R fast
invertierbar ist (Vgl. [1], Theorem).

Beweis. Ist R ein Dedekindscher Integritdtsbereich, so ist jedes eigentliche
Primideal P von R sogar invertierbar. Falls umgekehrt jedes eigentliche Pri-
mideal P von R fast invertierbar ist, so ist jedes eigentliche Primideal P von
R regular und sogar ein minimales regulires Primideal von R. Deswegen ist
R ein Integrititsbereich und jedes eigentliche Primideal P von R ist nicht nur
fast invertierbar, sondern auch invertierbar ([9], Satz 1.5). Infolgedessen ist R
ein Dedekindscher Integrititsbereich.

Wir erinnern daran, dass in [1] der letzte Schluss ohne Noethersche
Bedingung gezogen wurde.
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