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L’EQUATION DIFFERENTIELLE VECTORIELLE

Bogoljub Stankovi¢
(Communiqué le 29. Octobre 1965)

Dans cet article sont données des conditions pour qu'un systéme
d’équations différentielles dans le corps des opérateurs de J. Mikusinski [2]
ait des solutions. On utilise le méme procédé comme dans [3].

Le systéme:
x'k(7\)=xk+1(7\), k=1,2,..., n—1
1)

n—1

Xa)=3 @y () X1 ()

v=0
et Péquation différentielle:

2 X" () =n§ ay (1) X (0)
v=0

sont équivalentes comme pour les équations numériques. C'est pourquoi avec
es systémes, les équations d’ordre fini sont aussi comprises.

1. Les espaces C,, C,, C,()) et C, e8]

Dans un article publié déja [4], les espaces C,, C,, C;(A) et C,(\) sont
définis et on a montré quelques propriétés importantes pour la théorie des
équations différentielles. Comme nous allons nous servir de ces espaces, il ne
sera pas inutile de citer les définitions et deux théorémes les plus intéres-
sants pour le probléme qui nous occupe ici.

L’espace C,, c’est un sous-ensemble du corps K des opérateurs de J.
Mikusiniski dont les éléments sont de la forme sff, =0, f € C (Pespace
des fonctions continues sur [0, 00); s est Popérateur différentiel dans K, s°=
=1, I est élément neutre pour l'opération multiplicative dans K.

C, a une structure d’algébre commutative et il contient aussi les opéra-
tions les plus fréquentes: dérivée, intégrale, translation et composition avec
un élément de C.

Avec une famille de semi-normes N, et la norme nonhomogéne, C, est
un espace du type B*, de Mazur et Orlicz [1]. Il n’est pas isomorphe & un
espace vectoriel normé et n’est pas complet. Le plus petit espace du type B,

qui contient C; est C,. La famille de semi-normes dans C; est définie de la
méme maniére comme celle dans C;.
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L’ensemble des fonctions qui appliquent l'intervalle [0, A] dans C,, A->
s* @ (A), ol @ (A, 1) est une fonction continue sur D: 0 <A< A, 0<t < o0, on

. . . A
note par C, (7). Si au contraire, on a la fonction A—»g—%l, g(x, t) est con-

tinue sur D et F=t7"1 ¢(—p,—0c;—1"°), oll P est la fonction connue de M.

Wright [6], cette fonction appartient 4 Pensemble C, (A). On sait que sB =F?‘3

ce qui montre que C,(2) C C, (M.
L’espace C,(}) est muni d’une famille de semi-normes N,:

A
N, (&)z Max |g(a, 1), Dy 0SA<A, 0<I<k.
F Ot € Dk

Les deux théorémes suivants seront utiles pour ce qui suit:

Théoréme A. Supposons que la suite (n,(A)) C C,()) converge vers
n(A) € C,(2), alors on a dans Ci:

lim If\w(u) @) du= [ ©@n@ du
n—>® 0

pour tout o (N)={w (@, 7)}, ot (A, t) est une fonction continue sur D.

Théoréme B. Soit M un sous-ensemble de C;()) borné par rapport a
chaque semi-norme N, et soient les éléments de M également continus, alors
Pensemble IM est compact.

2. L’espacelni C, () et Il C, ()

m
L’espace produit de m espaces C,;(A) on notera par Il C, ()); ses élé-

mo__
ments par les lettres gothiques. Par analogie on a aussi II C, ()), et les élé-
ments de cet ensemble auront encore un trait par dessus.

_ _ def
Soit a;(M) €E C;(A), i=1,2,...,m, alors a(d) =(a, (A\), a, (), ..., a,(})) et
la famille de semi-normes:

def
Y (0) = Max Ni(a; (V).

1<i<m
Avec cette famille de semi-normes II a(k) est un espace topologique
ou la convergence est d’aprés les coordonnées. La structure algébrique de
m _ m —
HcC o) (H C, (k))est définie comme d’habitude, d’aprés celle de C,(2) (C,(M)).

3. L’équation différentielle

Considérons le systéme d’équations différentielles sous la forme vecto-
rielle:
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3 Yy M =(a; W) y®), n(0)=J
ot a; (M) E C, (D), 0< A< 4; (a; (1)) est une matrice carrée avec m lignes et
m colonnes, et J=(I, I,...,I) I'élément neutre pour la multiplication.

Les éléments de la matrice (a;(2)) appartenant a C;(2) ont la forme
a;(N)=5% (). Soit B le nombre maximal de By, Ccest-d-dire =B
i,j=1,2,...,m, nous dirons que B est I’exposant maximal de la matrice
(ay; V).

Théoréme 1. Léquation (3) avec la condition initiale ¥) (0) =J, ot a;; (\) €

e C, ), 0K A< 4 et (a;(N) est une matrice du type (m,m), a une solu-
tion s'il existe un k, tel que By < 2ck, 0<elk>ky, ou B, est [lexposant
maximal de la matrice A%=(a;(0)) (a; () - (@ ().

Démonstration. — L’équation (3) et I’équation intégrale:
A
909= [ (a @) ) du+7
0

sont équivalentes.
Construirons la suite (3,(2)) de maniére suivant:

J, 0K A A/n
9. M =1 ;. A_f/n(a--(u))t) (u) du, Aln<A<A
ij n ’ TS
0

L'expression analytique pour le terme général de cette suite sur I'intervalle

lc— A<r< k+ 1A, A<k<n—1 on obtient successivement
n n
A—Alp
). N =J+ [ (a;@))Jdu+
0
A—Aln u—Aln
+ [ (ayw)) du [ (ay(u))J du+
Afn 0
Ao e e e e, +
A—A/n u—Aln Ug—2—Aln
+ [ (ay@)du [ (a;w)) duy--- [ (@ (1)) JAty—y
{c_:l.A k;zA 0

Soit B, l'exposant maximal de la matrice:
Af=(a;(\)) (@3 () - - (@ ) )s
I'élément général de cette matrice peut &tre écrit:
k B
aij (7\1, )\2, v ’)\k) =5 Cl)u ()\1, 7\2, ey 7\k)
= 5Bk [Pk “5,’-;-0),{;- VY VY V)|

La fonction Ik —# wf; (A, Ay, - - »Ay) est définie par une fonction continue
pour 0<r<< o0, 0Ky, Agy v v+ LA KA
Supposons que c’est la constante M, pour laquelle on a:

Loy (0, )] <M, (A1) €Dy 0<AKA, 0<1<g,
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alors

nk-1)0f

ok Oy, Ape -+, 200 | < L, M Ay ooy N €10, Al

0<t<<q et
Bk ~Bk k-1pp & Pk —BE-1
1 R0l (s Agrees A1) < Ma ¥ " du
k! o T@.~B

_ By —8%
<nk qu ok ¥
k! T Be—Pi+1)

Maintenant on peut majorer:

Max [al gy s ) * F| <
A, Aoy, A €10,A]

0<1<yq
< |Far | | 1985 % @fi gy Mgy vy Mo D))

< 2 r (———Bk+P+ 1) (cos E)_L«Ekﬂ nM, g%}
o kI T @—Bi+1

[}

<)
k! c

et par suite:

A—A/y #1—~Aln e —1—Afn
N, ([ (@ ()) duy [ (ay@))du,--- [ (ay () J duy) =
k-1 k=27 °
Max N A—g/n d ul—AI"d u —A/n m . p
=l£im 4 kL w [ du,... i j;a,-,-(ul,uz,...uk) uy,

k-2
=—A 0
n n

C.B Ck k
<__1kc2._ r(&)é_
k! c/ k!

En supposant que B, <2ke, 0<<e<1 pour tout k >k, et pour ¢ convenable
ment choisi, la suite (3),(2)) reste bornée par rapport & tout norme ;. Pour
Pexposant maximal B, voir [5].

Dans cette partie de démonstration nous avons utilisée la majoration
connue pour la fonction F [6]:

_B+p+1

IFB(t)IS%(BL;LI—) cos (?) ¢

Nous montrons encore que les ¢léments de la suite (,(R)) sont égale-
ment continus, et le théoréme B peut étre utilisé.
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Pour 2,>0 on prend n assez grand pour que on ait pA/a<A<<A. Alors,
A—A/ln
.M —=9Go)=[ (a3 ()9, (w) du
ho—Aln

La coordonnée i-éme de ce vecteur est:
A~Aln m . 2
[ S ay@ Vi@, 9,=Vas V..., V)
do—Alni=1
et elle appartient & C;(). Cest pourquoi on a:

N (3 a0vion)-

j=1

=Max | Fg (1)« > P-Pie; (A, 1)« Y5 (3, 1)
(A1) E Dk Jj=1

<k Max ]Fa(t)j S Max | IB=8i oy (0, £)* V2 (A, 1) |
Otk =1 & Dk

m .
Comme (1;(}) ) est une suite bornée et on a vu aussi que N, ( z a;(\) V5, ()\))
j=1
est borné, soit une telle borne C,, indépendant de i, nous pouvons mainte-
nant écrire:

A—A/n m
(1, 0-0,00)=  Max N[5 @@ ¥, wav)

I<ism Ao—Aln j=1
=Ck l)\"‘)\o';
de méme on a pour A,=0:

R (9, =9, (0)) < Cic [2].

En utilisant les deux théorémes cités 4 et B on peut achever la démon-
stration.

Théoréme 2. La solution de I'équation

“ C®=(a;M) L) +g™

m __
it g(0) € ILC,(2) sous les conditions du théoréme 1 et avec la condition initiale
) est

A
C(k)=t)(7\)C(0)+f H(r 1) g(u) du
ou H(Au) est la solutton de [Péquation (3) pour laquelle on a 1= (u, u)=J. En

supposant £ (0) < H C,, cette solution est unique dans I’espace H C, ).

Démonstration. — Il n'est pas triviale seulement la démonstration
de Punicité.
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Supposons qu’ils existent deux solutions de 1’équation (4) sous la méme
condition initiale. Alors la différence de ces deux solutions satisfait 4 I’équa-

tion homogene:
TM=(@;M)Lm

et 4 la condition initiale {(0)=0, c’est-a-dire 4 Péquation intégrale
A
M= [ (a; @) L(w) du
0

od L) =TI (w00 1))

i=1
Aprés n- applications de cette équation on obtient

Un—1

A uy
t)= [ (o)) duy [ (ay@))duy... [ (ay()) C(u,) du,
0 0

0

D’aprés ce que nous avons vu on a:
Bk
%, (L0)) =0 (c"n‘(z" ) )

pour tout g= N. D’ou {(2)=0.
L’unicité de la solution dans le théoréme 1 on démontre de la méme
maniére.
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