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RATIONALE TRIGONOMETRISCHE
TSCHEBYSCHEFF-APPROXIMATION IN ZWEI VARIABLEN

L. Collatz
(Vogelegt am 5 Oktober 1965)

Es werden Einschl'eBungssitze fiir die Minimalabweichung bei der
Tschebyscheff-Approximation mit trigonometrischen oder mit rational geb-
rochenen trigonometrischen Funktionen bei zwei unabhingigen Verinder-
lichen angegeben, wobei die Existenz einer Minimallosung nicht voraus-
gesetzt wird. Als wesentliches Hilfsmittel werden die H-Mengen” herange-
zogen, deren Theorie ausfiihrlich an anderer Stelle (z. B. Collatz [5]) gegeben
ist und die hier vorausgesetzt wird. Es werden fiir verschiedene Fille
Beispiele von H-Mengen aufgestellt.

1. Zusammenstellung der benutzten Siitze aus der allgemeinen Theorie

Aus der weit entwickelten Theorie, vgl. z. B. Meinardus [2], [3] sollen
hier nur einige Sitze genannt werden und auch diese nicht in der allgemein-
sten bisher bekannten Gestalt, sondern nur in der Spezialisierung, die fiir
das Folgende gebraucht wird. C << B> sei der Banachraum, der in einem
abgeschlossenen beschrinkten Bereich B des n-dimensionalen Punktraumes
R" definierten stetigen Funktion ¢ (x) der Variablen x={x,,..., x,} bei

der Norm |[¢||=Max (p(x) |¢(x)]) und dem Abstand zweier Funktionen
x< B

e (@, ) =|le—¢||; dabei ist p(x) eine fest gegebene stetige positive Funktion
in B, z. B. p(x)=1.

Es sei f(x) ein gegebenes Element aus C << B> und W (a, x) eine
gegebene Klasse von Funktionen aus C < B > mit a als Parameter oder a
als Vektor von Parametern a,..., g, Es gehore f(x) nicht zur Klasse
W(a, x).

Das stets existierende Infimum

(1) ew=Inf o (f, 9)
YW
wird ”Minimalabstand” und ein Element g & W mit

(2) e (f, 8)=pw
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wird Minimalldsung genannt. Es braucht keine Minimalldsung zu geben
(vgl. z. B. Meinardus [3]), aber man kann in vielen Fillen bei Vorliegen
einer Niherung h(x) fiir f(x) mit h & W EinschlieBungssitze fiir p,, d. h.
untere und obere Schranke p, bzw. p, fiir p,, aufstellen, die auch in Fillen
gelten, in denen gar keine Minimalldsung existiert; das reicht fiir numerische
Zwecke oft vollig aus, da man damit die Giite der Niherung A (x) beurteilen
kann. Wenn p,=p, ausfdllt, hat man in h(x) sogar eine Minimalldsung und
in solchen Fillen zugleich den Beweis der Existenz einer Minimallssung in
dem betreffenden Fall erbracht. Nun wird folgender Begriff bendtigt:

Definition einer H-Menge: Es seien M, und M, zwei feste Punktmengen
in B mit der Eigenschaft: es gibt kein Paar w;, w, von Elementen aus
W mit

3) w,—w,>0 in M;, w,—w,<0 in M,.

Die Vereinigung M, (J M, heiBt “H-Menge”, wobei angegeben wird, welche
Punkte von H zu M, und welche zu M, gehoren. Dann gilt der Satz
(vgl. z. B. Collatz [4], [5], [7]: es sei w ein festes Element aus W mit dem
Fehler e=w—f. Wenn es eine H-Menge gibt mit

e>0 in M, und <0 in M, (oder ¢>0 in M,, e<0 in M),
so gilt die EinschlieBung

(4) inf p(x)-]s(x)]<9w<”5“'
xEM UM,

2. Trigonometrische Tschebyscheff-Approximation in zwei Verinderlichen bei
Symmetrie.

Diese Theorie soll zundchst an dem Beispiel der Tschebyschff-Approxi-
mation periodischer Funktionen (vgl. de la Vallée Poussin [1]) in zwei
Variablen erldutert werden, wobei x, y statt x;, x, geschieben werden. B sei
der Bereich 0<{x<{2m, 0<{y<{2n. Es werden entweder nur Funktionen betrach-
tet, deren Werteverteilung zu den Geraden x=mw, y=7 symmetrisch ist
oder nur Funktionen, die in 0<{x<®, 0<<y<=w definiert sind, deren Werte zu
den Geraden x=m, y=n symmetrisch erginzt werden, so daB es sinnvoll
ist, sie durch Funktionen der folgenden Klasse W (mit den Parametern
a, bl', cjk)

) w=a+b,cosx+b,cosy+c; cos2x+c;,xco8y+cyc082y

anzundhern.
Fiir diesen Fall soll eine Mannigfaltigkeit von H-Mengen angegeben
werden; dazu werden Zahlen x,, X, X,, Yo, ¥;, ¥, vgl. Abb. 1, mit

0<y,.<~;‘— (j=0,1,2)

0y, < (yl und “Zzt_) <y, < ‘723

gewihlt; durch Spiegelung der Punkte x;, y; an der Geraden x=§ entste-
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hen 6 Punkte, von denen man wie in Abb. 1 die drei durch leere Kreise
gekennzeichneten Punkte zur Menge M, und die drei durch Vollkreise
gekennzeichneten Punkte zu M, zihlt. Naturhch kann man x-und y-Rich-
tung miteinander vertauschen, Abb. 2. Es ist nun nachzuweisen, daB keine

Yy Y
Wik e Y- -:;. B i, -L-
i 3 o |
. ! i |
s I S
B i o FE P
i P | —-I—-—% —————— — !
P I & P
Lo l ‘ D
1 S T ‘!
Lod ; - !
0| x, x, x, £ x 0 i x
Abb. 1 Abb. 2

Differenz w=w,—w, zweier Funktionen aus W in M, positiv und in M,
negativ sein kann Fiir solche Zwecke ist ein bestlmmter Algorithmus
entwickelt worden, der auf der Behandlung von Systemen von Ugleichungen
beruht und der in Collatz [5] S. 329—336, [6] S. 47—53 ausfiihrlich besch-
rieben ist, so daB es hier genligen moge, den Algorithmus an Hand des an
sich leicht verstindlichen Schemas durchzurechnen:

Nr. | Operation l 1 ‘ cos x : cos y “ cos2x | cosx cosy ] cos2y
(1) Punkt x=x,, y=y, 1 1 ‘ €os X, COs ¥, || cos2x, | cosx, cOs ¥, ‘ cos 2 y,
(2)| Punkt x=m—x, y=y, |—1 +C0s X, |—COSYyl| —Cos 2 X, | +COS X, COS y,| —COs 2 ¥,

1 ! {
3) 5 [(1)+(2)] 0 COS X, | 0 ' 0 COS X, COS Y, 0

— s e ! PO DT ‘ — s i
4) dasselbe mit x,, y, 0 ( —COs X, | 0 l 0 l—cosx1 cosy, ' 0

e 1 ‘

(%) E 5 v X3 V3 0 | Cos X, I‘ 0 ( 0 COS X, COS Y, : 0
A S b ey .
s 3
(6) |28 20 cos =) conxs coBm g | s, cosx,| O 0 o | o
€OS Y—CO0s ¥ \
falls cos y;=0: % ’
3 4
(7| Lo o8 i) cos °°”°‘ 0 |—cosx,cosx,| O 0 o 0
cos yo—cosyl e n S I
falls cos y;<<0: ; | 1
1
4 5
(8) (@) 598 peod g () cosxy wosgy 0 [—cosx;cosx,) O 0 : 0 0
€os y,—cos ¥y i :

Hier hat in Zeile (6) der einzige von Null verschiedene Koeffizient
Cos X, cos x, ein positives Vorzeichen, wihrend der entsprechende Koeffiz'ent
in (7) bzw. (8) (je nach dem Vorzeichen von cosy,) ein negatives Vorzeichen
hat; der Algorithmus hat damit die betrachtete Konfiguration der 6 Punkte
als H-Menge erwiesen.
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Lafit man das Punktepaar x=x, y=y, und x=n—x,, y=y, fort und
nimmt anstelle von (5) die Klasse der Funktionen.

(6) w=a+b, cosx+b,cosy

so bilden die verbliebenen 4 Punkte, Abb. 3, fiir diese Funktionenklasse eine
H-Menge, wie sich aus dem obigen Schema ergibt, wenn man nur die durch
Einrahmung hervorgehobenen Zeilen (1) bis (4) und die Spalten fiir 1, cos X,
cosy betrachtet; denn hier haben die Koeffizienten bei cos x in Zeile (3)
und (4) verschiendenes Vorzeichen, da cosx, > 0 und —cosx, < 0 ist.

Ein weiteres Beispiel einer H-Menge bilden die 4 Punkte auf einer zur
x—{(oder y—) Achse parallelen Geraden:

M, ={(x}, y). (F—x,, )} und M, ={(x,, y,), (r—xp, y)},

Abb. 4., mit 0 < x; < % (=1, 2). Hier erhidlt man ndmlich entsprechend

obigem Schema

y Ay
-y --—————- [ l:“ Tt ———— -;—
| | | ’
: i 1 ! :
) I R | :
; | i !
l : O @ m e o---0
i ! | I
1 ! |
I R, o
L ; ! ;
0 X X a x O g X
Abb. 3 Abb. 4
3) ’ Punkt (x,y) (7 —x,, ») ’ 0 ‘ Cos X, 0 1 0 . COS X; COS Yy, i 0
4) " Punkt (x,y)), (T—x,,») ‘ 0 i —cosx, | 0 ‘ 0 " —COoS X, COS y, ! 0
(5)‘ (3)-c08 X, + (4) cos x, K { 0 ‘ 0 | 0 ’ 0 ’ 0
Zahlenbeispiele:

. . 1 L.
I. Fir die Funktion f(x,y)=(l +cosx) <1 + ry cos y) wird in der Klasse
(6) die Niherung
‘ 1
w:1+~2~ COsy +cosx
betrachtet, die aus f bei Ausmultiplizieren und Fortlassen des Gliedes cos x
cos y entsteht; hier wird d’'e maximale Abweichung in den 4 Punkten (0, 0),

(0, ®), (w, ), (7w, 0) angenommen, und zwar hat der Fehler e=w—f dort
wechselndes  Vorzeichen, so daB man die 4 Punkte als Punkte einer
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H-Menge auffassen kann. Da iiberdies in diesen 4 Punkten |e| den gleichen

. 1 .
Wert, ndmlich 5 hat, fallen in (4) untere und obere Schranke fiir den Mini-

malabstand gleich aus und w ist daher Minimali6sung.

. . 1
II. Fiir die Funktion f(x,y)= und die Niherung
(2+cosx) (2+cosy)

2
w:; [2—cos x—cos Y]

wird bei der gleichen Funktionenklasse (6) und der gleichen H-Menge wie
im vorigen Beispiel nach dem EinschlieBungssatz (4).

%:0,11..<9w<0,23

3. Rationale trigonometrische Tschebyscheff-Approximation.

Das Schema der vorigen Nummer ist auch fiir rationale trigonomet-
rische Approximation verwendbar, genau so wie die Schemata fiir Polynome
auch fiir rationale Funktionen H-Mengen liefern (ausfiihrliche Begriindung bei
Collatz [6]. Legt man hier z. B. die Klasse der Funktionen

a-+b, cosx+b, cosy
c+d cosx+d,cosy

(7 W=

mit Nennern, die nirgends verschwinden, zugrunde, so ist die Frage, ob die
Differenz w,—w, zweier solcher Funktionen die Bedingungen (3) erfiillen
kann, gleichbedeutend mit der Frage, ob bei den betrachteten Mengen M, M,
ein Ausdruck der Form (5) in allen Punkten von M, positiv und in allen
Punkten von M, negativ sein kann; daher ergibt die Anordnung von Abb. 1
zugleich eine H-Menge fiir die Funktionenklasse (7).

4. Trigonometrische Tschebyscheff-Approximation bei 2 Variablen im
allgemeinen Fall.

Wenn nicht die Symmetrie wie in Nr. 2 vorliegt, steigt natiirlich der Auf-
wand, weil man dann mehr Terme beriicksichtigen muB. Hier werde die
Klasse der Funktionen

(8) w=a+b, cosx+b, sinx-+
+by cosy+bysiny+c, cosy cosx+
+¢, cosy sinx +c, siny cos x +¢, siny sinx

IS
&

gewidhlt. Es werde der Hilfsbegriff eines D
”Doppelpaares” eingefiihrt als Menge der 4 ;
Punkte (xlay) (x1+TCsy)7 (xz’y‘l'?f),(xz‘*‘ﬁ,J"i‘ ! /
+mx), Abb. 35, oder der 4 Punkte (x,y))
(X, y,+7m), (x+m p,) (x+m, y,+m); nimmt
man als Menge M, und M, je ein Doppel- ;
paar, so erhilt man eine H-Menge. Zum 0 28
Nachweis, daB wirklich eine H-Menge vor-

liegt, dient der Algorithmus Abb. 5
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I 1 I cos x l sin x l cos y 1 sin y [ cos ¥ cos X { cos y sin x I sin ¥ cos x l sin y sin x
(1) x=xy, y=n 1| cos x1 | sin x; ’ cos y1 | sinyy | cosyicosxy | cosyy sinx; | sis y1 cos x;! sin y; sin x;
(2) x=x1+m,p=y1 |li—cos xj|—sin x; ’ cos y1 | siny; |—cos y; cos x1j—cos ¥; sin x;| —sin y; —sin y;
1 COs X1 sin xy
3) — ((M+2) Il 0 0 cos y1 | siny; 0 0 0 0
2 ’ <
(4) dasselbe mit ! | \
Y1470 statt y; ’ 1 [} 0 —COs Y1|—sin y 0 0 0 0
1
G — (@+@y 1] o | 0 0 0 0 0 0 0
2 [ | !
i i |

Ein Doppelpaar, welches zu M, gehort, fiihrt somit zu einer Zeile, die
an erster Stelle eine 1 und sonst nur Nullen enthilt, und entsprechend fiihrt
ein Doppelpaar der Menge M, zu einer Zeile, die mit—1 beginnt und sonst

y \Y
e ] ‘: :
! \ 5
sl s
Oty i o————0 i
0 W ox 0 2 x
Abb. 6

nur Nullen enthilt. Fiir die H-Menge ist es gleichgiiltig, ob die parallelen
Seiten der Doppelpaare der x-Achse oder der y-Achse parallel sind; es bilden
also alle Mengen in Abb. 6 H-Mengen.

y

A

Q@
?
E

____._..}.__._._-__-v-

Abb. 7

~N
3

®

Auch die 4 Punkte: M, = {(x;, y)) (X, + 7, »})},
M, ={(x,y,), (x,+m,»,)}, Abb. 7 bilden eine
H-Menge, weil man dann zu der Zeile (3)
des letzten Schemas noch die Zeile mit den
Koeffizienten —1, 0, 0, —cosy,, —siny,,
0, 0, 0, 0 hinzu bekommt, die, zu der Zeile
(3) addiert, eine neue Zeile mit nur Nullen
ergibt. Man kann leicht auf diese Weise
weitere H-Mengen aufstellen, auch fiir kom-
pliziertere Fille und mit mehr als 2 unab-
héngigen Verédnderlichen; doch sollte hier
nur grundsitzlich auf Methoden zur Gewin-
nung von EinschlieBungssitzen hingewiesen
werden.
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