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EINE EIGENSCHAFT DER BRACHISTOCHRONEN IM
WIRBELFREIEN FELDE

Stanimir Fempl
(Vorgelegt am 21 Mai 1965)

Die Brachistochrone ist — wie bekannt — eine Linie in der ein Kor-
per in der kiirzesten Zeit von einem Punkte zum anderen gelangt, wenn er
durch eine Kraft bewegt wird.

Wir setzen voraus dass der Korper auf einen Punkt reduziert ist, dass
er ein Agenstriger ist, so dass sich auf ihm eine Kraft manifestieren kann,
die eine Bewegung hervorruft (z. B. ein materieller Punkt, eine punktférmige
elektrische Ladung u. s. w.). Einfachheitshalber nennen wir einen solchen
Korper ,,beweglicher Punkt“. Weiterhin, setzen wir voraus dass die Linie

unbeweglich ist und dass die Kraft F’, die die Bawegung verursacht, nur von
der Lage des beweglichen Punktes abhingt. Solche Krifte sind konservativ
und es ist

rot F= 0.
Deshalb existiert die Kraftfunktion U und es ist
T=U+h (h=const.),

wo T die lebendige Kraft bedeutet.

Sehr wichtig ist die Frage, ob die gesuchte Brachistochrone eine ebe-
ne Kurve ist, oder nicht. Denn, im Falle ¢iner ebenen Kurve kann man z. B.
die Koordinatenebene xoy in die Ebene der Kurve legen. Wenn ndhmlich

7(x, y, z) den Radiusvektor des beweglichen Punktes darstellt, so kann man
wegen T=mv?/2 und v=ds/dt schreiben

d —
.d_S: VAU + B (4, B Konstanten)
t

so dass man wegen ds?=(l+y2+2'?) dx?, fir die Zeit ¢ erhdlt

X1 o *
14242 1 f o
t—f \/ AU+B dx_-l/_zq N f(x’ Y, Zs ) Zy)dx’
Xp xg

wo x, u. x; Anfangs-und Endabscisse des beweglichen Punktes sind. Damit
die Zeit ein Minimum, also auch das Integral
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X
(1) sz f(x’ Y zZ; y” Z,’) dx, J’(xo)zJ’Oa y(xl)zyl’ Z(ZO)ZZO’ Z(x1)=21
Xo
ein Minimum erreicht, miissen die Funktionen y und z das System der
Eulerschen Gleichungen

@ of_dof_ Viry?iz?oU_d y
oy dx oy’ 2V(U+K)dy dx V(U+K)(1+y?+2?
of d of_ Vi+y?+z? oU d z’ 0
oz dx oz 2V(U+KPoz dxV({U+K) (1+y2+23

(K= B/A) befriedigen. Wire die Brachistochrone eine ebene Kurve, so konnte
man den Integrand in (1) auf f(x, y, »'), und das System (2) auf nur eine
Differentialgleichung reduzieren.

In dieser Arbeit beweise ich den

Satz. Wenn die auf den beweglichen Punkt wirkende Konservative Kraft
die Form

3) F=x(x, y, 2)r

hat, so muss die entsprechende Brachistochrone eine ebene Kurve sein und das
Brachistochronenproblem wird auf eine Quadratur zuriickgefiihrt.

Beweis. Bezeichnen wir der Kiirze wegen
(4) V1+y24+2%=® (x), VU(x, 3, )+ K=" (x).
Dann bekommt das System der Eulerschen Gleichungen die Form

O U y(@Y¥)—y o

2¥3 9y @292
® OU (@YY -z'@F
293 92 @2 Y2 '

Wegen
oU oU , oU ,
T 7 —_—t +-—2z
Yy HZZ oy _0x 0y oz U
o 27 2y

kann man das letzte System in der Form

(I)l

o oa_q:y, QU +2¥2y (¥ +2 ) -202 W2y
Y
oU 7 7 1 ’ rt ’ 17 e
P4 a~=z QU +2¥2z2 (yy ' +22")—-202¥2;
z

schreiben. In den Ausdriicken fiir ®, ¥ und U’ kommen die Ableitungen y"
...und z'’ nicht vor. Deshalb kann man das letzte System als ein System von zwei
linearen Gleichungen iz Bezug auf die erwidhnten Ableitungen betrachten.
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Lost man es nach diesen Ableitungen und beachtet die Werte von @ und W',
so ergibt sich nach kiirzerer Rechnung

@2 (yég_‘)_U) P2 (Z' 29_‘)_U)
"o ox 0y S ox 0z
2972 ’ h 2y ’
woraus
s z//
5) Y

0U_,0U 0U_0U
oy Yox oz Fox
folgt. Da F= grad U ist, so erhd!t man auf Grund (3)

grad U= (x, y, 2) 7"
und es ist

U oU oU .
(6) S)~--=7\(x, ¥, 2D)x, —=r(x, ¥ 2)y, —=r(X ¥ z) z,
ox oy 0z

so dass man zur Gleichung

1 r

y o z
(y—xy’)k(x, Vs Z) (Z-—XZ’))\(X, Vs Z)

gelangt. Nach Multiplikation mit —x ergbit s’ch das erste Integral

y—xy' =c¢ (z—x2')
d. h.
y,—-CIZ/__L

y—cz X '
Die abermalige Integration liefert die Gleichung

ax+By+z=0
einer Ebene.
Die Krifte welche in der Form (3) erscheinen, wenn sie konservativ
sind, konnen nur Zentralkriifte sein, die nur von Abstand abhidngen. Wegen
(6) ndhmlich, wird der Ausdruck

?—q dx+£j dy+é~l—] dz = A (xdx + ydy + zdz)
0x oy 0z

nach Multiplikation mit 1/A ein vollstindiges Differential und dieses besitzt
ein Integral
x2 4y + 22 = r?=const.

Auf Grund dessen ist — ausser U=const. — die Losung der Gleichung (6)
— wie bekannt — [2]
U=¢ (),

wo ¢ eine willkiirliche Funktion ist, so dass auch F die Form go(r)7 hat.
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Das Integral (1) erhdlt nach entsprechender Transformation die Gestalt

X1
7 J= \/_ dx.
® [ owew
Xo
Dabei hat auch die Kraftfunktion die Form U (r).
Es ist bekannt dass die Eulersche Gleichung — als notwendige Bedin-
ging des Extrems — invariant ist [3]. Ob also eine Kurve zur Extremale wird

oder nicht, hidngt nicht von der Wahl des Koordinatesystems ab. Deshalb
kann man schon in Grundintegral (7) eine Koordinatentransformation durchfiih-
ren, nihmlich rechtwinklige — mit Polarkoordinaten zu ersetzen. Setzt man
x=rcos0, y=rsin0, so wird

r+r?
] \/U()+K di, r(8y)=ry, r(0)=r,

wo r'=dr[d6. Hier erschelnt 0 nicht explizit und man kann sogleich das
erste Integral der Eulerschen Gleichung [3]

7

rP4rr r
Un+K ! VIU () + K] (2 +r?)

r2

VIU (N + K] (r2 +r'?)

) \/rz—cf[U(r) +Kj
ar=r N"umork

womit das Problem auf eine Quadratur

_ Uin)+K dr
9—I—C~c1f r—cU@n+K] r

schreiben. Dabei ist

zuriickgefithrt wird.
Damit ist der Satz bewiesen..

Im Spezialfalle —fv‘z—].':"(cl, ¢y, ¢3) gelangt man zur Gleichung

1t "

y . 2
1 ’
c,—c Y c3—cz

und erhdlt als Ergebniss wieder die Gleichung einer Ebene. Wihlt man noch
das cbene Koordinatensystem so, dass in (7) die Grosse x nicht erscheint,
so gelangt man zum klassischen Problem der Variationsrechnung, dessen
Losung durch eine gewohnliche Zykloide reprisentiert ist.
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