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SUR UN SYSTEME D’EQI:TATIONS FONCTIONNELLES QUI GENERALISE
UNE EQUATION DE P. M. VASIC

Radovan R. Janié
(Présenté le 19 Novembre 1965)

Dans l'article [1] P. M. Vasi¢ a démontré que P’équation fonctionnelle
(1) X5 ve 5 Xn—15 %0 )T KonyasXnigins o5 v Xon)
=f (X X2s o o3 X5 Xn 1) f (Xns Xnb 25 X3y« - 5 X2n)
+ s Xa5 -+ s X1 Xnt2) S (Xn 15 Xns Xnt 35 - -+ 5 Xam)
Fioew
+ f (X, Xy ooy Xne1s Xon) S (Knits Xnggs o v o s Xane 15 Xn)s
a pour solution générale la fonction suivante
2 Sty u)=A{H, (u,), Hy (), ..., H, (1)}

’ H,(u) H (u,) < H, (un)

| H,(uw)) H,(u,) H, (un) i

| |
= . ‘

:

\ Hy(u) Hpuy) Hp (un) |

avec H; (i=1,2,...,n) des fonctions quelconques de u.

Dans cet article nous allons étudier le systéme d’équations fonction-
nelles que voici:

f(xh X2y 0o 5xn—1’xn)f(xn+ls Xnggsoo ’xzn)
(X Xg0 -+ s Xty Xt ) S (Xns Xn25 Xni 8+ + - 5 Xom)
— F (15 X5« « s Xnmts Xut-2) S (K15 Xns Xnt 2« + « 5 Xm)
_f(xl’ x2’ SRRl | xn—lx xzn)f(xn+1, xn+2ﬁ LR xzn—l’ xn)
+sgna {g(xl’xza oo Xnm1s Xn) 8 (Xnt 1o Xt 25+« + 5 X2n)

_'g(xl’ X33 o0 vy Xn—1s xn+1)g(xm Xnt2sXn43s -0 xzn)
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_g(xl’ x2: sey xn_h xn+2)g(xn+l’ Xns Xn43se 00 xzn)

—g(xl’xl’ s Xpe s xzn)g('xn+l‘ Xngoseees x2n—l’xn)} =0
3

f(xls X250 v 05 Xn—1s xn)g(-xn+1’ Xntzs e x2n)
_f(xls Xgseo v Xn—1s xn+1)g(xm Xnt2s Xp48s -0 x2n)

—f(xh Xos oo o s Xn—ps xn+2)g(x>z+19xm Xnt2s+ - 3x2n)

=S (X0 Xae o X X20) 8 (Xt 1s Xt 25+ v+ 5 Xam—15 Xn)
4 & (X5 Xgoos v ¢ 3 X 19 Xa) S ir15 Krzs s 5« 5 X)

—8 (X0 X5 -« v s X 15 Xnt ) S (Xns Xnt25 Xt 3s -+« > X25)
—8 (X Xav e o5 Xno1s Xt 2) f (X 13 X X3+ -+ 5 X2)

= B (X5 Xz v v s 5% s Xom) I (Kins Xn s wv v s Kamein X,)=0.

ol « désigne une constante réelle; x;, =S (i=1,2,3,...,n); f.g:5"—C les
fonctions inconnues; S un ensemble non vide arbitraire, C corps des nom-
bres complexes.

Il faut distinguer les trois cas suivants:

1) 2<0; 2) a>0; 3) a=0.

Premier cas: «<0. Si on introduit les nouvelles fonctions M et N par

M (U, ty. .o un)=f (Ut o tp)+ig (U Uy, o - Uy) (i

= - l)a
Nty cou)=f (U Uy oo s ty)—ig (U Upy o o o 5 Up)

CY)

le systéme (3) devient
M (X, X35 .o 5 Xnogs Xn) M (Xp 15 Xpt2s - - 5 X2n)
=M(x,% oo s Xnops X ) M (Xps Xprs Xntgs o v o5 Xon)
M (X, X2 0 Xne s Xng2) M (Xnt15 Xns X35 -+ o Xon)
PR

E M (s X5 v s Xnogs Xon) M (Xng1s Xng2s - -+ 5 Xon—t> Xn)
&)

N(xb X2 e o0y Xp—15 xn)N(xn+ls Xptaseees xzn)
=N (X1, %3« « 5 Xn-15 Xn41) N (Xs Xnt-25 X35+ - + 5 X2n)
+N(xh X2+ e e 5 Xpoys xn+2)N(xn+1’ Xns X435+ xzn)
RN

+ N (X1 X5 0oy Xpe 1, X0) N (Xt 1o Xntgs -+ o 5 Xou—1ps Xp)
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D’aprés (5) et (4), (voir: [1]), on trouve

(6) f(ul’ Ups e v un) =A {Hl (ul)’ H2 (“2)s T Hn (un)}
+ A {Kl (ul)a KZ (u2)9 Crty Kn (un) }9
(7) g (uln Uy oo vy un) = I(A {Kl (ul)’ KZ (uz)a v Kn (ll,,) }

~A{H (wy), H, ), - . ., H, (1) 1)
ol H;,K;: §— C sont des fonctions arbitraires.
Deuxiéme cas: «>0. Si on introduit les fonctions M et N par
®) Muypuy oo u)) =g uyy oo u,) 4 gy, s - - - 5 1y),
NQui,up, .o u)=f(u,uy, .. uy)—8 (0, 1y s y),
le systéme (3) se réduit a (5). Donc, d’aprés (5) et (8) on obtient

® Snuyeo o u)=A{H (), Hy (1), ..., H, (un)}

+A{Kl(ul)aKz(uZ)""’Kn(un)}a
(10) g(ul’uza"~vun):A{H1(ul)’H2(u2)" . 9Hn(un)}
—A {Kl(ul)ﬂKz(uz)’---’Hn(un)}'

Troisiéme cas: «=0. Dans ce cas, la premi¢re équation du systéme (3)
se réduit 4 (1) dont la solution générale est donnée par (2).
Nous avons utilis¢ le lemme suivant:

Lemme.—-Si a,a,,...,a,c 8 tels que
f(ay,a,,...,a,)%0,

on a
(11) g(a,,,ul,uz,...,u,,_z,a,,)=0.
La démonstration de ce lemme est analogue 4 celle du lemme donné

dans larticle [1].
Nous allons démontrer, par induction, que

gty u)=A{K (w), Hy(wy), ..., Hy(4,)}
+A{H, (w), K, (u). Hy (u3), . . ., H, (u,)}
I
A (H, )y Hy (43), - s Hoy (), Ko ().

Pour n=2 on a

(12) fu,u)=A(H, (w), Hy )], avee Hy )= B, (1) =f(b,uy),
(. b)

ct
(13) S(x1s %2) 8 (x5, X) —f (%1, %3) § (%, Xa) —f (X1 x4) 8 (33, X5)
+ & (%15 X)) [ (X3, X4) — g (%1, X3) (X2, X4) — & (%1, X4) f(X3, x5) = 0.

Pour toute solution non triviale de Péquation (13) il existe au moins
un couple (a,b), a,b €S, tels que f(a, b)7O0.
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Si on pose x;=a, x,=b, x,=u;, x,=u,, 'équation (13) prend la forme
suivante
a, u a, u
19 g =LE) g, L@ 0

f(a,b) fla, by EG:%)

g(a, 1) g(@u) _g(@b)
+_hf(a, b) S(b,u) 7(a,b) f (b, uy) 7(a,b) S (uy, uy).

En utilisant les notations

g(a,u1)= b R g(a,b)=_k
—f(a, b) K (), gbu)=K, (), 7@ b) s

a partir de (14) et (12) on trouve

g (uy, w)=A {H; (), Ky ()} + A {K; (), H, ()} +k A {H, (), H, (w)},
ou bien

g(u,u)=A {Kl (u), H, (uz)} +A {Hx (), K, (uz)}a
avec

K, (u) =K (u) + k H, ().

Supposons que le théoréme soit vrai pour n-—1, C’est-d-dire que Ia
solution générale de I’équation fonctionnelle

S Xy Xn-1) 8 (Xns Xuggs e o s X2n—2)
~f 15y Xnogy %) 8 (Knis Xntis - - s Xgpey)
=S 05 o Xnmg Xnt1) 8 (K> Xnets Xnzs -+ + > Xanes)
(15) 15 e s Xpm2s X2n-2) 8 (Xn> Xnt1s -« - s Xan-3sXn_g)
+8(X1s s Xpm2s X ) (Xps Xtqs -+ o5 X3n—3)
—8&8(X1s ooy Xnmzs Xp) [ (Xnmts Xnt1s -+ - » X20—2)
—8(X1s o Xn2> Xn s DS (Xps Xy X5 o+ o> X3 p2)

—g(Xp,.. 0, xn~2’x2n—2)f(xn’xn+1’ evsXpp-3,Xp—1)=0
soit donnée par

(16) g,y sty )= ALK (uy), Hy (), ..., Hy (=)}
+A{H, (uy), Ky (), Hy (u3) 5 . ., Hoey (1))
+...
+A{H, (), Hy(u), .. .y Hyo y (n—2) s Ky (Un—y)}-
Soit f(a,,a;,...,a,)#0. Si on pose x,=a, Xy4;=a,;

S@nuy, 1ty .. u)=F (upus,...,u,), g(@n sty tty, .. u)=G Uy, 3, ...,u,),
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la deuxiéme équation du systéme (3), d’aprés le lemme, devient
F(X2 %350 003 Xpo15Xn) G (Xntzs Xntss -+ o5 X20)
= F (x5 %35+« s Xy Xpt2) G (Xns X35+ o5 X2)
~F (X35 X355 Xp15Xn+3) G (Xnt25 Xus Xptas - - -5 X2)
17 —F(xXy3X35-«sXn—1>%X20) G(Xpt2s-+>Xan1s%Xn)
TG (Xys X35 0o s X5 Xn) F(Xns2,XngzsenesXon)
—G(Xps X35+ o5 Xp—15 Xnt2) F (X X350+ 05 X2)
—G (X35 X35+ o s Xn—ts Xnt3) F (Xnb2s Xns Xpas o o o5 X2)

~G X2y X3seersXyo1sXan) F(XnitoseersXap—ygsXn)=0.

Selon (15) et (16), on trouve que la solution générale de I’équation (17) est

(18) GUuysthyy oo sty ) =8 (QnsUystysenesUpy)
=A{K, (u), Hy (1), ... s Hyey (tn—y)}
+A{H (u), K, (), Hy(43), - . . s Hpey ()}
e
+A {H (), Hy (43) - - s Hyy (Up—2)s Koy (tn-1)}5
ol H;(u), Kj(u) (i,j=1,2,...,n—1) sont des fonctions quelconques telles que

S— C.
En posant dans la deuxiéme équation du systéme (3)

xi=a; (i=1,2,...,n=1),
Xn=Uj, Xpp1=0p Xppa=U K*=2,3,...,n0),

on obtient
19 flaay....a,)8 (U, uy, ..., Uy)

=f(ay, Ay, -+ s Ayyy U) § (A Upy -« - 5 Uy)

~ [y, 8ys. .. Aoy 1) (A Uy U,y e e o5 Uy)
— Sy, Gy ey Ay U) 8 (@ Uy o ooy Uy s Yy)
+8(a1, 8255 Qs U) f(@ysthys -5 )
—8(a, 8y, s Qg ) [ (s 1ty U3, -5 )
—8(ay, 0, oo s Qyys ) f(Ansthy o s Up—g s W)

—g(a:ay,...,a) (U, 1y, v vy thy).
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Les propriétés (2) et (18) conduisent a
(20) S s Ui s Ui Mgy oo o Uy Uy Uy s e oy Uy )
= =@y ooy Ui Uy Ui g e oy Uy Uy Uiy ey Uyq)
8(Qys oo U Ui Uiy Wi Uy Ujqy ey Upy)
= =8 Ay ey Upmy s Uiy Uiy oo e s Uy Ui Uiy e ooy Uy y)
(I<i<j<n-1).

En utilisant les notations

f(al,...,a,,_l,u) H, (), g@a,,....,a,_1,u) — K, (), g(_ak;l_._i,,):
fla,....a,) flay,...,a,) flag,...,a,)
a partir de (20), (19), (18) et (2) on trouve
gy, uy, ... u,)=A{K (u), H,(,), ..., H,(u,)}
+A{H (), K, (), Hy (u3), . .., H, (u,)}
+A{H, (), ..., Hyy (1), K, ()}
+kA{H, (), Hy (uy), . .., H, (u,)},

’

ou

(21) gty u)=A{K (u), H,(uy),...,H,u,))}
+A{H, (), K, (,), Hy (3), . . ., H, (u,)}
F sn
+AL{H, (w),. .., Hyy (Up-1), K, (1)}

ou nous avons remplacé K, (u,) +k H,(u,) par K, (u,).

Nous allons prouver & présent que les fonctions (6) et (7), (9) et (10),
(2) et (21) sont les solutions du systéme (3).

Introduisons la notation suivante

D(F,F,,...,F,G,G,...,G,)=
F, (uy) F,(u,) cor Fu(uy) 0 0
F, (u) F,(uy) Fp(u)
Fi(un-) Fy(un—y) Fp (un—,) 0 0 0
F, (un) F, (un) Fp (un) G, (un) G, (un) G (un)
Fi(unt))  Fy(unyy) Fp (un+y) G,(unty)  Gy(unty) Gn (tn+,)
F, (u,n) F, (uyn) Fp(uyn) G, (u3n) G, (un) Gn (4yn)
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Etant donné que
D(H, H,,...,H, H H,,... H)=0,
il vient .
D(H,,H,,...,H, H H,,. . HY+D(H,H,,...,H, K, ,K,,...,K,)
+D(K Ky, Koo Hy, Hy, .. H) +D (K, Ky, .. . Koy Ky K, -, K,)
+D(H,H,,...,H, H,H, . . H)-DH,H,.. H,K.K,. .  K)
-D(K,,K,,...,K,,H,,H,,..., HY+ D(K,,K,,...,K,,K,, K,,...,K,)=0,

D(H,,H,,...,H,,H,H,,...,H)+D(K,,K,,...,K,,H,H,,...,H)
—-D(H,H,,... ,H,,K,K,,...,K)-D(K,,K;,...,K,, K, K,,...,K,)
+D(H,,H,,...,H,,H ,H,,...,H)—-D(K,,K,,...,K,,H,H,,...,H,)
+D(H,,H,,...,H,,K,,K,,...,K,)-D(K,,K,,..., K,,K,, K,,...,K,;)=0.

En développant, d’aprés la régle de Laplace, les déterminants qui figurent

dans les identités précédentes, on obtient que les fonctions (9) et (10) dans
le cas o > 0 sont vraiment une solution du systéme (3).

Dans le cas o < 0, par une voie analogue on peut démontrer que les
fonctions (6) et (7) représentent une solution du systéme (3).

Enfin dans le cas «=0, nous allons démontrer que les fonctions (2) et
(21) sont la solution du systéme (3).

La fonction (2) satisfait 4 la premiére équation du systéme (3) (voir: [1]).

Nous prouverons que les fonctions (2) et (21) satisfont a la deuxiéme
équation du systéme (3).

Considérons, dans ce cas, 'idéntité suivante:

(22) D(H,+K,,H,,...,H,, H,,+K, H,,..., H)
+D(H,, H,+ Ky, H,,..., H,, H,,H,+K,, H,, ... H,)
R

+D(H,H,,...,H,+K, H.H,,... H,+K)=0.

En développant les déterminants qui se trouvent dans les identités (22)
on obtient que (2) et (21) satisfont 4 la deuxi®me équation du systéme (3).

Donc, les fonctions (2) et (21) représentent dans le cas a«=0. Une
solution du systéme (3).

D’aprés tout ce qui précéde, on peut formuler le résultat suivant:

La solution générale du systéme (3), est déterminée a Paide des formules:
6), (7) dans le cas ot a<0,
(9), (10) dans le cas ot a>0,
(2), (21) dans le cas ou o=0;

ou Hi,K;,(i,j=1,2,...,n) sont des fonctions quelconques, telles que S K.

8 Publications de I'Institut Mathématique
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Remarque 1. — On obtient des résultats semblable si on suppose que
Pensemble des valeurs des fonctions inconnues C est un corps commutatif,
avec la caractéristique quel n’est pas facteur n et dans lequel I’équation
x2+1=0 posséde la solution.

Remarque 2. — S. Predi¢ a bien voulu lire cet article dans le manuscript
et 4 cette occasion il m’a donné quelque suggestion utile.
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