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DIE FOURIERREIHE FUR EINE ELLIPTISCHE FUNKTION
DRITTER ART

Stanimir Fempl

(Vorgelegt am 3. November 1965)

Sowie die elliptische Funktionen snu, cnu und dnu aus den Funktio-

nen sing, cos¢ und V'1—kZsin2g, k €[0, 1] dadurch entstanden, dass man
an Stelle von ¢ die Inversion des Integrals

u—fx dx :[@ dp
. V(1 —x2) (1 -k2x?) . V1—k?sinZe

=F(k, 9)

d. h.
H p=amu

setzte, ebenso hat man aus den elliptischen Integralen zweiter und dritter
Art

de
¢) V1—Kk?sin?g

¢ ]
E(k, ¢)= /VT—k2sin2<p do, [T &, <p>:f .
. (1 +nsin?
0 0

mittels der gleichen Substitution (1) die neuen Amplitudenfunktionen zweiter
und dritter Art

E(k,amu) =f(1 —k*sn?u) du, [] (n, k, am u) = du__
| +nsn?u
0 0
gebildet. Dabei benutzte man die bekannten Formeln [1]
(2) snu+cnfu=1, k?snfu+dnlu=1, d(amu)=dnwudu.

Sich auf die Teorie der Funktionen komplexer Variabeln stiitzend, bewies
Schlomilch — als erster — exakt [2], dass sich die elliptische Funktionen snu,
cnu, dnu, snu, sowie noch einige dhnliche, in Fourierreihen entwickeln
konnen, und die fiir alle Werte von u konvergieren. In diesen Entwicklungen
erscheint die Grosse g=exp (—n K'/K), wo K=F (k,w/2), K' =F(K', =/2),
k?+k'?=1. So z. B. lautet die Entwicklung fiir die Funktion sn2u:

3 sn’u

K——E*Z(n)zé v q? VT u

= — cos ,
k2K kK| & 1—g» K
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wo E=E((k,m/2). Auf Grund solcher Entwicklung erhilt man die Fourierreihe
fiir die Funktion E (k, am ). Indessen, bei der Entwicklung von [] .k, amu)
gelangt man auf bedeutende Schwierigkeiten; erstens, wegen der Gestalt des
Integranden, und zweitens, weil sich die elliptischen Integrale dritter Art in
zwei Klassen zerlegen: in den so genannten zirkuldren Typus (>0 oder
—1<n<—k? und in den logarithmischen Typus. Um reelle Resultate zu
erhalten, fordert jeder Typus eine cigene Behandlung. Diesen Zwiespalt kann
man vermeiden durch die Einfiihrung der Jacobischen ® u. Z Funktionen.
Ausserdem, stellte Jacobi eine Normalform des elliptischen Integrales dritter

Art auf, ndhmlich, wenn man n= —k?sin?« setzt, so lautet die Jacobische
Form
’J ———e
"k2sina cos o /1 —k?sin? « sin2¢ do
H(n’k,cP)*’ 2 <32 02 35
. I —k%sin? « sin?¢ l/l—k251n2<p

0

und die Grosse « kann auch komplexe Werte erhalten. Mittels eines solchen
Integraltypus reduziert sich das Legendresche elliptische Normalintegral dritter
Art H (n, k, ¢) auf die ® u. Z Funktionen.

Was die Entwicklung von H (n, k, amu) in eine Fourierreihe anbe-
langt, fiir die Félle n>0 und n ©[—1, —k?) ist die Grosse « nicht mehr reell,
und in der Fourierreihe — die iibrigens einen reellen Wert hat — werden Aus-
driicke “in einer imaginiren Hiille” erscheinen. Die Befreiung von dieser
Hiille ist nicht so einfach.

In dieser Arbeit entwickle ich in die Fourierreihe eine elliptische Funk-
tion dritter Art, die auf Grund der Substitution (1) aus dem Integral

def

@
_ 2 qin2
ﬂ(n, k, o) = n(n+1) /1 ksncpd(‘D

n+k? 1 +nsinZe
0

folgt. Dieses Integral hat einen reellen Wert fiir positive Werte von n, sowie
fir —1<n< —k? es hat eine konkrete geometrische Bedeutung fiir n > 0
und es spielt eine wichtige Rolle in der Theorie der Kegelflichen [3]. Aus
diesem Integral folgt auch, auf eine einfache Weise, die Legendresche Nor-
malform T (n, k, ¢), und zwar auf Grund der Relation

1 k2 -1
R e 1 L )

wie ich in der erwidhnten Arbeit [3] gezeigt habe.
1. Auf Grund der Substitution (1) erhilt das Integral JI die Form

"

nn+1) dn®u
(4) .H(n,k, amu):\/ n+ k2 1+nsn?u
0

Hieraus folgt durch Differentiation

dJI = [n(n+]) dn?y
du N n+k* l1+nsn’u

und wegen (2) und [1]
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(snu) =cnu dnu, (dnu)' = —k*snu cnu,
folgt B
azjl 2 Vr(n+1) (n+ k%) snu cnu dnu
az (1 +n sn2u)?
Setzt man B
Vn
(5 sna=i %
so kann man den Ausdruck fiir d?JI/du? in der Form
d*J1  2Kk’isnucnudnusnacnadna
du? (1 — k2 sn? a sn?u)?

schreiben, oder in der Form
d*J i

, 2snucnadna 2snacnu dnu
du? 2 1 —k?sn2asn2uy 1—k?sn?asn?u

Auf Grund der bekannten Formeln [1]

snusnadna+snacnu dnu
sn(u+a)= , sn{—x)= —snx,
2 2 2
1 —k2?sn?a sn?y

und da die Funktionen cnx u. dnx gerade Funktionen sind, bekommt man

2snucnadna

=sn(u+a)+sn(u—a),
1 —k?sn?a snu

2snacnudnu

=sn(u+a)—sn{u—a),
1—k%?sn%a sn?u

so dass
d* i i
= —— k2 [sn®(u+a)—sn?(u—a
=y ot ) s’ (u—a)
folgt. Da nach Gleichung (3)
_ 2 o v
sn? (u+a)~_—{< E—2 _n_) > Y4 cos Vn(u+a),
k2k kK/ =) 1—¢g? K
_ 2 v —
sn2 (u—a)=K E_2 T ) Z V& os v (U a),
k*K kK] &1 1—¢¥ K

so ist

2 / 2 o v
‘—1~H~=—2i(1) D v sin =% sin X
du? K/ &= 1—¢® K K
Nach der Integration bekommt man
dJl T 2 q° v a VT U
cos

e, SRS
du Kz 1—¢g* K

Z.
=

+ const.

Wegen sn0=0 und 0=1 bekommt man

(ﬂ) w\/i1(n+f)_
du u=0_ n+k? ’
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so dass man den Wert der Integrationskonstante

\/"("JFU-Zi—n« S @ . vma

nT R K& 1—g " %

erhdlt. Auf Grund dessen ist
dl . = O . vma ( vmu ) \/n(n+1)
W—-Zz X Zl T sin % coSs T 1)+ T

Wenn man von der Tatsache JI=0 fiir u=0 Rechenschaft fiihrt, so folgt
nach abermaliger Integration

.3 q’ .. vwma . vTwu
6 n, k, amu)=21i o ——— sin 4
© I ey
nn+l) .= % q’ . Vra
+[\/ nikr R A Tog Mg ]”‘

Der Ausdruck in der eckigen Klammer — der einen konstanten Wert hat —
kann man auf eine bequemere Form bringen. Niahmlich, fiir

3
deo
”=’<=0f1/tm

ist am u=m/2, und es folgt

AN nn+1) T - . Vma
.H(n, k,—z—)—K[\/ = 21K§11—q2" sin K]'
Der Ausdruck auf der linken Seite — bezeichnen wir ihn mit JI, (n) — stellt
das vollstdndige elliptische Integral dritter Art. Also hat der Ausdruck in

der eckigen Klammer der letzten Gleichung den Wert JI, (n)/K. Deshalb lau-
tet die Entwicklung fiir die Funktion JI in eine Fourierreihe

(7) JI(ny k, amu)=2i z 4 sin vra sin vnu_’_'HO(n)u‘
=1 v(l—g¢*) K K K

Aus (5) erhilt man

iV

k
dx
8 _
® “‘f V(—x2) (1-k2x2)
0

Wir werden zwei Fille unterscheiden.

a). Fall n>0. Aus der Theorie der elliptischen Funktionen ist bekannt
dass man das Integral (inwiefern der Integrationsweg keinen Verzweigungs-
punkt umkreist)

z

: d
fl/(l—zz) (1—k2z%)’
0

(z=x+yi)
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geradlinig nehmen kann, weil sich jeder andere Integrationsweg auf die Gerade
von 0 bis z zuriickfithren lidsst. Da im Falle des positiven n die obere Grenze des
Integrals rein imaginir ist, so sind alle auf dem Integrationswege vorkomm-
enden z rein imaginir und man kann in den Integral (8) x=itg 6 substitu-
ieren. Zufolge dessen erhilt man

aretg—k'—'—
] do . ‘/,-1—
a=1 fVIjE,Z—S]m:lF(k, arctg —E)’
0

weshalb sich

pra vriF (k’, arcth—kn) vnF(k’,arctg%)
sin —z—=sin % =ish X
ergiebt. Die gesuchte Reihe ist nun
Vn
= v vreF \k', arctg——
Ty (n) 99 ( ’ k/ . vru
(9).]1 (n, k, amu) = e u—2v§=:l~—‘—v(l quv)sh % sin L

und zwar gilt diese Gleichung fiir jedes reelle u.

In dieser Reihe sind alle Grossen reell. Die Konstanten K, g, F (k', arctg)/n[k)
befinden sich in allen Tafeln der elliptischen Integrale. Ebenfalls bestimmt man
leicht die Konstante JI,(n). Es bestehen nihmlich Tafeln fiir die Funktion
2JI,(n)/n die unter dem Namen der Heumanschen A,— Funktion bekannt
ist [1] u. [4).
b). Fall —1<n< —k?% Indiesem Falle ist die obere Grenze des Integrals
Vo

k
dx
azofl/(l—xz) (1—K* x2)

wegen —n>k2, grosser als 1 und reell. Ausserdem, wegen n>—1 ist

YV =n/k<1/k und der geradlinige Integrationsweg fiihrt hier nur durch den
Verzweigungspunkt x=1, den man in einen Halbkreis umgehen kann. Bei
verschwindenden Radius erhilt das auf den Halbkreis bezogenes Integral den
Grenzwert Null, und es bleibt

—n

X

1 k
dx d.
a=f1/(1—x2) (1—k2x2)+1fl/(1—x2) -
0

Das erste Integral hat den Wert K; im zweiten setzen wir
1

X =

Vi-kZe’
e

a=K—i0fV(1_tz)

wodurch entsteht

dt
(1-k28)
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Jetzt ist wegen nk*> —k* d. h. n—nk'?> —k> d. h. n+k*>nk'? und n<0

_1_\/n+k2<1
k' n ’

so dass man t=sing setzen kann. Es ergiebt sich

1 [n¥i2
KN n
a:K—i/——L,
: V1—k?sinZq

oder da die obere Grenze sich auch in der Form arctg [V —(n+k?)/(n + 1)/k]

schreiben lésst,
. , 1 n+k?
a=K—iF (k , arctg T \/—m)

Wenn man diesen Wert in (7) einsetzt, so ergiebt sich wegen

. vwa . Jvw . , 1 n+k?
sin — =sm{?[K~1F<k,arctg—k—\/—m)]}_

, 1 n-+k?
v F (k , arctg 7 \/'—-"1‘_:—:[‘)
K 3
folgender Wert der Fourierreihe fiir den Fall — 1 <n< —k2

va F (k’ arct —1— —ﬁi—lc—z)
H°(")u+2§ -1y P TN TaE
K Zov(=g" K

VU

—(—1)*tish

(9) JI(n, k,amu)=

- sin

Auch hier sind alle Gréssen reell.

2. Schliesslich bemerken wir das man die Legendresche Funktion dri-
tter Art II(n, k, amu) leicht erhdlt auf Grund der am Anfang erwihnten
Relation zwischen dem Integral JI(n, k, ¢) und den Legendreschen elliptischen
Normalintegral dritter Art II(n, k, ). Wenn man dort ¢ =amu setzt, so folgt
die Relation

(n+1) (n+k? n+1

(10)  JI(n, k, amu)=\/ . I] (n k, amu)=k?u \/m,

und daraus folgt die Fouriersche Etwicklung fiir die Funktion Il (n, k, amu).
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