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SUR UNE EQUATION FONCTIONNELLE CYCLIQUE NON LINEAIRE

Octavian Em. Gheorghiu
(Présenté le 12 Février 1965)

Dans larticle [1] D. Z. Dokovi¢ a déterminé la solution générale réelle
et continue de I’équation fonctionnelle

)] S Gey+ x5, x3) + f (%54 X35 %) + f (%3 + X, X,) =0.

Dans cette Note on donne la solution générale réelle et continue de
Péquation fonctionnelle cyclique suivante

2) SO+ x5 X3) 4 f (o + X3, X))+ f (X5 + 2p, x7)
=a f X+ X, X3) f(xy+ x5, %) f x5+ %, X)),
contenant comme cas particulier ’équation (1) quand la constante arbitraire « = 0.
Si pour résoudre (2) ’on pose, d’aprés D. Z. Pokovié [11,
u u u
3 X=X+—, Xp=Y+—, X3=—X—y+—,
3 1 3 2=) 3 3 y 3

I’équation fonctionnelle cyclique (2) devient

Si I'on introduit une nouvelle fonction ¢ par la formule

) NG u)zf(%—i,—;i%)

I'équation (4) devient
6 P(=x=p, )+ (X )+, W=0a@(~x—y,u) ¢ (x,u) ¢ (y, 1),

ol la variable u joue le rdle du paramétre.
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L’équation fonctionnelle (6) peut s’écrire aussi sous la forme que voici:

@ (x, ) +o (¥, u) _
ap(x,u)p(y,u)—1

Q) e(—x—y,u)=

Si 'on y pose x=y=0, on obtient les relations

® @ (0,u)=0, pour a<<0;
(0, u)=0 :
ou } pour o= E;>O.
(9) @0, u)==C)3

Etant donné que la fonction ¢ (£,4) est nulle pour £=0 et « reste
quelconque, et si dans cette hypothése, on prend x+y=0, on constate que
la fonction ¢ (€, u) est une fonction impaire, & savoir

(10) ¢ (& u)+oE w=0.

Donc, dans I’hypothése ¢ (0, 4) =0 et « quelconque, I’équation fonction-
nelle (7), conduit aux trois cas suivants:

(11) P x+y, )= (x, u)+¢ (¥, u) (x=0),
(12) P(x+y,u)= AL 1L (oc=——1;<0),
1+a¢(x,u)?(y,u)
(voir J. Aczél [2], p. 73)
_ ) te(nw _1
(13) ? (2, 0)= (+=5>0).

l_z,—ch(xa u)@(yau)

La solution générale réelle et continue des équations (11), (12), (13)
est (voir [1], [2], [3]) respectivement:

(11) o(x,u)y=x-a(u)
12" o x,u)=C-thx-bw)
(13) o (x,u)=C-tgx-b(u),

ot C est une constante réelle quelconque et a(u), b (u) des fonctions réelles
et continues arbitraires.

Si 'on revient a 1’équation fonctionnelle cyclique (2), on arrive au
résultat suivant:

Théoreéme. La solution générale réelle et continue de I'équation fonction-
nelle cyclique

T (e + x5 3) + f (35 4 X35 %) + f (%34 Xy, Xp)
= f (X, Xp, X3) f (35 + X3, X)) (X5 + Xy, X5),
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oil o est une constante réelle arbitraire et ot la fonction f(&,t) est une fonction
réelle et continue, dans I'hypothése f(0,t)=0, est donnée par

fEH)=E-20-aE+1) (x=0),
fEH=C-thE—21)-bE+1) (“="51;<°)s

1
fED=CtgE—20-b(E+1) (a= -C—2->o),

oit C est une constante réelle quelconque et a (u), b(u) des fonctions réelles
continues arbitraires.

Si I'on considére maintenant I’hypothése (9), ¢ (0,#)= +C}3,et si on
fait dans (7) la transformation x—>x+y et y—~0 et puis x—>0 et y—+x+y, on
obtient la méme relation

e(x+yw)+e(0u)  o(xu)+o(u)
x9(0,0)p(x+y,u)—1  ap(x,We(,w)—1"

(14)
D’aprés une observation due & D. Z. Dokovié qui a lu cet article dans
le manuscrit, posons
(15) 9(0,u)=CV3, o(xu)y=C(/3+2 @ u)-
L’équation (14) devient alors
Dxrw)+P (2 w+)3 O (xu) (4
1—®(x,u) D (y,u) ‘

La solution générale continue de la derniére équation est

D (x+yu)=

(16) @ (x, u)=M")_

sin (% —a(u) x)

a(u) étant une fonction continue arbitraire. (Sur ce sujet voir équation 91,
p. 74 du livre [2]). A partir des égalités (15) et (16), on obtient

o (x,u) = Ccotg (% —a(u) x) ,

7, t)=Ccotg(%—— aE+1) (g—zt)) .
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