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ET SUR LA CONVERGENCE DE CERTAINES SUITES
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{Communiqué le 17 avril 1964)

Dans cet article nous allons considérer une classe d’inéquations aux dif-
férences finies et, en s’appuyant sur les résultats obtenus, nous démontrerons
ensuite deux théorémes sur la convergence de certaines suites.

1. Nous commengons par le lemme suivant fondamental:

Lemme 1. Soit kun nombre natural fixé et soient x, et X, deux suites de
nombres non négatifs satisfaisant aux conditions:

ey Xppp <@ (M) Xyt (M) Xy a0 X g 515
Xopeza X, +taa(m)Xn v +ae(m) Xy pos
m=12,--3; Xy, -, Xp > 0)
les coefficientes a, (n), - - -, ar (n) érant tous non négatifs.
1l existe alors un nombre non négatif L tel que Pon a
xKLX, (r=1,2,---).

Démonstration. On vérifie immédiatement Passertion du lemme en posant

- ¥1oX %R
L maX(Xsz’ ’Xk)

et en appliquant ensuite Pinduction mathématique.

On peut compléter le lemme démontré par Pénoncé suivant: Si dans (1),
Pon a %, -+, > 0, alors il existe un /( 22 0) tel que 'on a

X, lxy,(n=1,2,--:).

La démonstration est semblable 4 celle du lemme 1.
Lemme 2. Soir x, une suite de nombres non négatifs qui remplit la condition

xn+k<31xn+ Ay Xy gyt » T Xy e k=1
(n=1,2,- - -; k nombre naturel fixé),

les comstants a;, a5, - -, ap étant non négatifs. Alors ils existent les nombres po-
sieifs L oer O rels que Pon a
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X, Lo (n=1,2,--:).
Démonstration. Soit § un nombre positif satisfaisant & Pinégalité
0F =a,+ a0+« « - +aq, 01,
Alors, la suite positive X, = 0" remplit la condition
XoiwZzay Xp+ @y Xy 14+ X g g (n=1,2,- - +),
de maniére que, d’aprés le lemme 1, il existe un L (= 0) tel que Yon a
x, < LX,, cest-a-dire x, < LO0(n = 1,2,--+)
Le lemme 1 peut étre étendu aux paires d’inéquations a différences finies
de la forme
X Ly (n) + ay(Mxy+ v o+ @Gpor (W) Xnoy,s
Xe>a(m) +a () X+ -+ an-n(m) Xu-s>

avec a;(n), as(n),+ - -, ap—y(n) = 0, ou bien aux paires de systémes d’inéquations
de ce type.

Par exemple, pour le cas du systéme de deux inéquations & différences fi-
nies, on a le

Lemme 3. Soient x,, vo Xy Y, deux suites de nombres positifs satisfaisant
aux conditions

A {ORR-ACO EIE S 3 M () E PR S A (O R 7E SUITIE 3 MUY ) § VRPN
RS O R R TR RIS Y () P - 1 CO X7 SIS o AP () L VAP
X, zam)+a )X+ - - - + @ Xyo  + 0 Yy + + o - F by () Yooy,
Yoizcm) +amXi+ - +epmy )Xy +di(m Yyt - oo +dpy (W Yoy
(n=2,3-- s a,(n),b;n),cn),dn) =20, i=1,2,---,n-1)

11 existent alors deux nombres positifs Ly et Ly tels que 'on a
Xn ngXn:» Vu —~<—L2 Yn (ﬂ = 1,2,- . -).

Nous omettons la démonstration, celle~la érant tout-3-fait semblable & celle
du lemme 1.

2. Soit E un espace métrique complet, 2 un nombre naturel donné et
/1 E*— E une fonction donnée remplissant la condition

(2) A(f Qs thoy- - o5 tp)y [ltiasthny -+ <5 thy1)) < @y d (g5 tig) +apd (g, u5) +
+ooodapd(Upstprr) (W, st 1€ E)

ot les nombres g; sont non négatifs et soumis 2 la condition
3 atagt-ccta< 1.

On peut noter que dans le cas & = 1 les conditions (2) et (3) se réduisent
aux conditions au moyen desquelles on introduit Popérateur de contraction.

Théoréme 1. A, Toute suite x,(n = 1,2,- - - ; x, € E) sausfaisant ¢ la
condition

(4} xﬂ—&—k:.f(xﬂan—Fl"'.Dxn+k“l) (”=132:"‘)3
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les éléments %y, Xy, * +» %3 € E érant arbitraires et la fonction f satisfaisant aux con-
ditions précédentes, est convergente.

B. La limite lim x, satisfair & Pégquation
P OQ

) x=Ff(x,%" %)
et représente Punique solurion de (5).
Démonstration. A. Posons A, == d(x,, %, .. ;). Nous avons alors,d’aprés (2),

DppnSaiA+aadg g+ Faydypey =1,2,---).

D’aprés le lemme 2 il existent deux nombres positifs L et § tel que 'on a

(6) A, <L (m=1,2,-.4),

le nombre 0§ étant, n’importe quelle solution positive de 'inéquation

@) 0F = a; + @y 0+« - - Fa, 052,

Or, linégalité (3) entraine Pexistence d’une solution 8 de (7) pour laquelle on a
0 < 6 < 1. Pour ce nombre 6 on aura, d’aprés (6),

d{xu.;.p;x,,)gLI—?:ﬁ (?’3;?‘—“—’——“1,2,---)’

d’ol la conclusion que x, est une suite de Cauchy. Elle est par conséquent con-
vergente, Yespace métrique E étant complet.

B. Aprés avoir observé que l'on a, sous les hypothéses admises sur f,
d(fQuis g, sug) s flusuys o su) Sd (F(uy, tgs » - - sur)y fltny thgye oyt 1))
+ d(f(ustgy+ + + 5 tipy 18) f(thgy gy« = +5 Uy thy 1))
B SRR
+ d(f(upstts - 5 ), flthty + + +5 1)),
d{flust,-+ s u,f{v, 0,0 -+, 0)) S {ay+ap+ -+ +a)do)
(g, 005 - st th, vEE),

on démontre Passertion que lim x, est la solution de (5) de la méme maniére que
7> 00

Pon procéde dans la partie correspondante de la démonstration du théoréme connu

de Banach sur le point fixe, et la seconde assertion, que lim x, est 'unique
n—> 00

solution de (5), résulte du théoréme de Banach mentionné si Pon Papplique 2 la

fonction F: E—> E définie par

Fx)=f(%%- - »x) (x€E).

Le théoréme 1 peut étre appliqué aux suites réelles, ainsi que aux suites
lides a la solution des équations: linéaires algébriques, différentielles, intégrale
et autres.
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Par exemple, nous allons déduire du théoréme 1 le théoréme suivant re-
latif & la convergence de suites réelles.

Théoreme 2. Soit E un intervalle fermé de la droite réelle ( fini ou infini) et

soit f(uy s tys -+~ 5 ) (s f (ys thys- - -, up) € E) une fonction dont les dérivées parti-
elles existent et satisfont a la condition
of .
®) T <a eBi=12-,
ou, |
ot la somme des constantes a; est inférieure a 1.
Alors, la suite x,(n = 1,2,- - -; x, € E) dont les termes satrisfont & la condition
xn+k:f(xn:xn+1) c ':xn+k—1) n=12-- )

converge et sa limite est I'unique solution dans E de I’équation
x=f(x, %+, %)

Démonstration. On a, d’aprés (8) et d’aprés le théoréme sur la valeur
moyenne,

‘f(un Ug s w5 up) — flup, Uy '>uk+1)[<aliul) —uzl +
+a21u2_u3]+'"+ak‘uk'—uk+1|
(ulauz:' St EE);

de manicre que f remplit toutes les conditions du théoréme 1 si 'on pose
dw,v)=|u—o|.

Nous allons illustrer le théoréme 2 par I’exemple suivant.
La suite x, pour laquelle

8 . 1 + 1
1+x,, l-%—x,,+1

3xn+2: (n=1,2,---;x1,x2,>0

1
converge vers .

2

En effet, la fonction

st =3+ )

I+, 14w

remplit toutes les conditions du théoréme 2 dans E={x|x > 0}.

M. Kuczma a bien voulu lire un résumé de cet article pour ce qui nous
lui exprimons nos vifs reconnaissances.
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