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SUR LA SOLUTION GENERALE DE L’EQUATION FONCTIONNELLE
f?\’-«ét ;2 fm & == gx

Mahmud Bajrakiarevié
(Communiqué le 29 janvier 1965)

Sommaire, — Construction de la solution générale de Iéquation fonctionnelle (1) dans
un sousensemble E’ de ’ensemble E. Réduction de la résolution de (1) dans E™ E’ & la ré-
solution d’un systéme d’équations fonctionnelles. Applications aux équations fonctionnelles
@Mk fx = flhgye x, fhghg ... hghfx = ghgh ... ghgx.

1. Introduction et préliminaires

Soit G Pensemble de toutes les permutations {2] g d’un ensemble E d'un
espace X. Pour tout x € E, la suite

I‘m{g"x}f’m
T s 00,

ol les itérées gix de g sont définies par

golx = x, gtla=yggix ({E=0, =1, =2,---)
sera appelée cycle (v. [6] et [4]) de g correspondant & I’élément x. En posant

A= {00: 1; 2: 33‘ * ‘}3

Pensemble R de tous les cycles I' de g peut &tre partagé en sousensembles dis-
joints R; {({ € A), définis par les relations
Ry = {I‘:I‘ = {g*‘x}i:j:, gitlx = gix pour tous les i}, le{l, 2,---},
Reo= {I‘:P - {g"x}{:f:, gix+glx, irﬁj} .
La permutation g € G supposé donnée, on introduit le sousensemble G*C G par
la relation

G*&EL(f:feG, fR = R]

L’objer de la présente note fait Péiude de la solution générale fe G* dans E
de Péguation fonctionmelle
q

(1) f,:\?...mhfmx = g K

ol ze G* est une permutation donnée de E, N et m deux entiers donnés, m
entre zéro et N. Sans diminuer la généralité, on peut supposer N = 2, puisque,
dans le cas ot N £ —2, on n’a qu’a remplacer f par son inverse f~ 1.
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L’équation (1) est une généralisation de I’équation fonctionnelle
[fa=gx

dont la solution générale dans un ensemble E avec f, g € G a été construite par
S. Lojasiewicz [6]{(v.aussiR. Isaacs [4] et P. I. Haidukov
[3]). Les solutions continues de cette équation étaient traitées par M. Kuczma
[5]et P. I. Haidukov [3] sous la condition de la continuité et la monotonie
stricte de la permutation g. La solution générale de cette équation sans aucune
restriction par rapport aux applications f et g, la correspondance biunivoque
entre x et fx respectivement entre x et gx exceptée, est donnée par Pauteur [1].

L’ensemble S de tous les cycles y de la permutation £ de R peut étre
partagé en sousensembles disjoints S, (ke A) définis par les relations

( {x:zz{k"I‘}:w’ Bt* D=HT pour tous 1682'},;3:},2,3,“-,

\S‘k ===

PO

L Fes . . .
{x:xr—{hlrf h‘I‘#Iz’I‘,z‘#j],kmoo

ey,

{

Introduisons les notations

Se, =R ( Uy ), Spo=ln: V=S, klecA},

%€ Sk
Soit V' une solution quelconque de Péquation fonctionnelle [6]
) YNy =y (reSp,)s kieA),

obtenue en partant de la partition de §; , (dans le cas olt cette partition est
possible, ce qui sera supposé [6]) en sousensembles disjoints P;
s iy

Sy, =u | uP
\ e

o0 ]

. . N .
olt, dans le cas ol ke (1,2,--.), miﬁ:%~ et ol l=ky<hk<- - <k est la
i
suite compléte de diviseurs de N premiers a &, telle que les P! Pi  soient de
;

13 méme puissance; p; et g, solent deux entiers tels que
(2) piki—gqk=1.
Dans le cas olt k= on doit avoir

N
3 §=0, po=ky =1, §* = u P
el =1
A tout y associons un de s3s éléments I' quelconque que Pon désignera par
Zy. Soit 'e R. 1l existe un cycle unique y contenant I' et on peut écrire,
avee un entier v dépendant de T, T'=AvZ, . La permutation © de R définic par

@I‘:kvzqu, EPI(j =1, ,m—1),
(DI‘:hv-PiZq«X, XeP;‘ni 5
=0, 1,...,5; e A
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représente la solution générale [6] de Véquation fonctionnelle
(4) ONT =T TeS;:).

Dans le suivant on désignera toujours par ¥ respectivement @ une solution
de (1 a) respectivement de (4).

2. Construction de la solution générale dans le cask= o
Considérons d’abord le cas ol k=00, [ A,
On introduit les notations
=hvZy lorsque  y € Py, Dyt =T

(5) Y= Ty =h Zyjt, (j=2,---N), (2=0 n +2,e
) 7 == <, N)
et les bijections [2] ¢V

. ~V
A Yilad O RN

de la maniére suivante. v étant arbitrairement choisi et ¥',¥ étant Pinverse de

¢V, on choisit arbitrairement les bijections

oYxeIY G=t--ym xel}),

i 71 K

evtlxeryit (J=m+l,--, N-1; xehl)= I“’ B
7 ISR}

Les autres bijections ¢ on définit par les relations

+1 =1 Ay 1 3 S

oY x=gWy. W) ‘1«,‘; e WY (e

i . Retappiil il il N . ’ 5
(6> Py x= A b it PN—-an ¥ Negpoii+1 ad Noiet ™ (‘}” el z'>

) (J=v; t=m-+ 1, m-+2,-:+);
U T A i yof . i 1 . e TV
@ lw‘{i:*i x}zw\smm«»lg fz«\ -1 ‘Ix—r’\’ Ih x (XCTQ,
(J=va+ b, (=mm-—1,---)
avec
ol ES) " \«1
(h Voo x= ¥
On pose
(®) Fx¥tel x (xel)).
La permutation f ainsi définie est une solution de (1) dans U I = V_
T'eSw./
En effet, pour xeI'} d g=lj= v} on a, en posant d’abord

o g g9 — —pl¥t A ceT’ (7 <v.n >

® resgidm—1, y= ‘PN a1’ {?1\f~)_..m+1’°”€r;\(f v, ko =m),
jr ii i
=W i Y N YET]
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daprés (6),

7 . —~1 yeinl . F+1 pi b1 FES! .
@1} h }‘A»%l \})»Nmmglfxﬂ%Nwmﬁ- IFIM N—1 ¥
d’oli, toujours d’aprés (6),
FE i1 - —1 ypai1 .. i1
(P> SUSVIRERRE VNI L A S At Newm 8 %2

puis, d’apres (7),

ol AN AR x=gx
N+ Nttt )\ ~I A Ne—m+1
ou, dapres (9) et (7),

j+1 F+1 7 T e o an
(Pi.;. Nl CPH m h (Pi+2n - ®: X=gX,;

cest-a~dire, d'aprés (8),
N hf"x=gx (:cerf, iEm =),
Pour xe T, (i<1,j =v), en posant
A=g+m<m+ 1
je1 -1 F+1
y :h€p§\+N_.1 Tt W&‘Nwmxer;\ >
41 -1 ;
X = \IJ}]MN-m ‘F), N,._Ih y&ri,
on a, d’aprés (6),

i+l

D Y“‘P} I

pi+1 afil 7+1 -1
' ?}\~%N~172-1 gt Hop N ™ * 4 A+ N—1 Ry,
d’ol
i n]“r'l aj+1
ko?\ N1 cP;?uLN»m x=%5""1 L N1 8%
c’est-audne

s il il i1 FEN} -
FAp Nempiz—e1 * "7 P2+ 1 P h PR 4Nl """ PRe N XL X,
ou
i I i
CiaNet " Pim B iy T R X =G

ce qui achéve la démonstration.

L’application f définie par (8) est la solution générale de (1) dans V, X avect
fe G, ;. Pour le prouver il ne reste qu’a montrer que toute solution f € Ga, ;de (1)
dans Ve ,, peut étre écrite dansla forme (8). En effet, si fe G;,z est une solu-
tion de (1) dans V,;on a

AT =h-1T (TeS,,)).

Donc, fT est une solution de (4) avec k=c0. Par conséquent, d’aprés un ré-
. s as * .
sultat de {6], Vexistence d’une partition de S, ; de la forme (3), d’une solution

Y=Yy de Péquation
YNy =y (eSL1)

+% > 2z * .
des éléments Zy associés aux cycles y € S, correspondants et des entiers v at-
tachés aux I € ¥ correspondants tels que

VG, = (i e Gy fSk=Sk 0, FT T Gryo= (1S Ve, 1=V ) (ks Te )
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WZgy, XeP?® (j=1,---.N-1),

hv1Zwy, XePyo;

est assurée. Finalement, en se servant des notations (5), on définit les bijections
¢’ par les relations

r:hVZX et fI‘={

plx=fx (xeT%)

on vérifie facilement que les relations (6) sont satisfaites.

3. Solution générale dans le cas 2=1,2,3, - - -
Réduction 2 un syst®me d’équations fonctionnelles

Dans le cas ol k=1, 2,- -+, I€ A on introduit, pour un ¥e P! donné,

les notations I‘jf par les relations

ﬁmwa,ﬁmwiﬁmmawywﬂywmx

o,

i kg

Mty

I = T7 (=1 yms =0, 1,52, - -).

11 est claire que Pon a

Y

\'3
1]'1‘“)\]@1715 = rj

de sorte que le nombre des I‘f’ différents, correspondant au 4 e P! donné,

est égal a4 M, =Fkm; et leur ensemble a la forme

I (h=0, - k=15 =1, my).
Introduisons les bijections @;L;

o IV > T (=1 um),

satisfaisant les relations

AP .
@ki@i—fj xt:c?j-}vx: .?2:13"“4*7”:‘3?‘5\’)
(10) -
@}“k x =<p§"x =0, 2,0 - -
v 1 v+l \ v v,
(il) <?j~%.~’\’*l AR C?}'-é-m ;Z {Pj"f'mwl PR (})J X=gx <x€rj s J= I’Z,; . .)

ve0, 1, - ,B—1.
Des relations (10) on tire facilement, d’aprés (2),

ptlo % R
(12 Py X T Caggy; FTE L

Tenant compte de (10) et (11) on voit sans difficulté que le systeme infini (11)
se réduit & un systéme de M, relations distinctes (obtenues en faisant varier j
de 1 jusqu’a M, et en posant, ce qui ne diminue pas la généralité, v = 0)

t 0 0 0. .
(13) (PJ'LN»I. © Fiam kq)i*%-m«—f TrepETEX (xEI‘}. 37 =10
contenant les bijections ¢} (v=0,- -+, k=15 7=1,---, m).

9 Publications de Plnstitet Mathématique
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Posons maintenant

(14) fxf_‘fécp}‘.’x(xel‘;’; v=0, .-, k"'lsj"':1>"'>mi)'
La permutation f: Vy,; — Vi, Vi, = U T ainsi définie est une solution de
T'e Sk

(1) dans Vi, ;. Cest la solution générale de (1) dans Vy, /2. 1l reste & prouver que
toute solution f 2 de (1) dans V,,, est de la forme (14). En effet, /T (I'e Si, )

satisfait & Péquation
ANr=h"1T TeSi)
et on n’a quw’a poser
q;‘;. x ¥ £y (xel“;'f; ve=0,e -, h—~157=1,- -+, m).
On vérifie facilement que les <p}f" ainsi définies satisfont aux identités (10)—(12).
La solution générale f € G* de Péquarion (1) dans E est donnde par (8) et (14).

4. Applications
Dans le paragraphe 3 on a vu que la résolution de (1) dans ¥V, ; 2 est ré-
duite au probléme de résoudre le systéme (13). Ce fait nous permet, dans cer-

tains cas particuliers, de trouver la solution générale des autres équations fon-
ctionnelles.

Considérons le cas particulier de Péquation (1)
Fhfx = gx

avec N=2, m=1,my=2, k=1, gy=0, pp=1, My=2%, ke {l,2,.- ).
Le systéme (13) ici prend la forme

(15) G b g x=gx  (j=l--, My; x€T})
d’ol1, ‘F: désignant Pinverse de @; , on tire
cng x=h" ‘F;j gx= (k1 gL VY glhg) x
W, =g (it g gy (g he =T, |
oy =k, gx=(hg Y o, (hg)i x

#0 PR | . 1
¥y x= (gt Y Y, (ghyn =Y, x

X5

j=1,---, &

et particuliérement, pour j=4k, d’aprés (12),

0 i 1 1
Pop X= (k~1g—1)k 2 (hg)k XK= QN = 02X,
d’olt
1 i
(gh)* 9 x =, (hg)t x (xeTyh) .

2 Avee feG¥ g, (V.
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Tenant compte de ce que les q):, se permutent cycliquement dans (15), on dé-
montre aisément que Pon a aussi

(ghfo x=o (hglx  (xelsj=12i=1--, &)
Puisque

fxmtp;x (xeT;j=1,25i=1,-- -, k).

est une solution de équation®
(16) fhfx=gx , x€ UI‘: s
~on voit que 'on a aussi

(17) (ehy fx=fhglx ,  xeul, ,

’.zl ..... k

Inversement, toute solution de (17)* donne naissance 4 2k solutions? (en
général différentes) de Péquation (16). En effet, soit f une solution de (17)
Introduisons les bijections par les relations:

1 1
px=fx, xel,

et les 2k~1 premiéres relations (15). A ces derniéres on ajoute, d’apres
Phypothése, la relation

i i W3
(18) (gh) o, x = 9, (hglx, xel,.
De (15) on tire
o 1 R}
Qopmy X = (B g 1, (g h) g
d’otx
02 (hg) B 5= (= h) g ¥aulyx=(gh)—1 g x
et
9ax= (g WP g It (g It
En introduisant ¢ ; dans le deuxiéme membre de (I18) on obtient la derniére
équation de (15)
t, 1
Pihpx=gx
ce qui signifie que
fre$tglx (xelf;j=1,2%i=1-, k)
est une solution de (16). Par conséquent, aussi est-elle une solution de (17) égale
a fx dans T'j,
f;x = fux, er‘;.
Pour obtenir les autres 2k—1 solutions de (16) il ne suffit que, dans le
procédé suivi ci-dessus, de remplacer o ; successivement par

1 2 2 B k
Pis Pis P25 s $15 P2

Yk
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et le systéme des 2k — 1 premiéres équations de (15) par le systtme correspon-

dant. Ainsi on a obtenu 2 & permutation f;x (j=1,2; i=1,- -, k) satisfaisant
au systéme d’équations (16) et (17), telles que

f:, x=fx, xel‘;.

Donc, les problémes de vésoudre les équations (16) et (17) sont équivalents. Autre-
ment dit, la connaissance de toutes les solutions? de (16) entraine celle de toutes
les solutions® de(17) et inversement. Or, la solution générale de (16) est facile
trouver: on n’a qu’a poser ¢ x=hfx, g*x=hgx, et ala place de I’équation (16)
on obtient ’équation 9% x=g* x, qu’on sait résoudre [6].

D’une maniére analogue on démontre que les problémes de vésoudre les
équations

(19) fhfx=gx, xeUT,
i=1,...,k%

fhghg - - -hghfx = ghgh- .- ghgx, xeUT,

% symboles & symboles i=l,.. .k

dans le cas ot N=2, m=1,m=1,k=2,2p,=kg+1, q=1, Mi=k=2p,—1,
sont équivalents. L’équation (19) peut étre résolue d’une maniére analogue comme
Péquation (16).
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