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SOLUTION GENERALE DE L’EQUATION FONCTIONNELLE
FR(x)=g(x)
M. Bajraktarevi¢

(Communiqué le 29 janvier 1965)

Sommaire. — Construction de la solution générale de 1’équation fonctionnelle (2)
sans faire aucune hypothése par rapport aux applications f et g, la correspondance biunivoque
entre x et leurs transformés de x exceptée. Théoréme d’existence.

I. Introduction

Dans son article [5] S. Lojasiewicz a donné la solution générale de I’équation
fonctionnelle

() fNE)=x
et de I’équation plus générale
2 fN)=g ) ,

ol f et g sont deux applications biunivoques de Pensemble E sur E, E étant un
ensemble d’un espace X .

Dans ces conditions la solution générale- de (1), d’aprés [5], peut étre obtenue
de la maniére suivante.

Soit l=ny<n<---<n=N la suite compléte de diviseurs de N. Dé-
composons l’ensemble E en sousensembles disjoints

roon
E=o L M
de facon que les ensembles M, o.M ’;,i soient de la méme puissance.
Soit i(x) une application transformant, d’une maniére biunivoque, len-
semble M: en Mj .,
oi(MG) =My (=1, m—1; i=1, -+, 7).

Désignons par ‘i’"j«(x) Papplication inverse de cp; (x) et posons

flo)=x lorsque xe M| ,

f(x):cp;:(x) lorsque xeMj (=1, my—1; i=1.---,%),

f(x):‘}’il { . -[‘}"iiﬁl(x)]- . } lorsque xeMi,i (i=1,---,7).

/%
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La fonction f(x) est définie dans ’ensemble E tout entier et elle satisfait a Péqu-~
ation (1). Toutes les solutions de (1) peuvent étre obtenues de ceite maniére.

L’équation (2) a été traitée aussi par R. Isaacs [2] et P. I. Haidukov [1]. Les
solutions continues de (2) étaient considérées par M.Kuczma [4] et P. I. Haidukov
[1] sous la condition de la continuité et de la monotonie stricte de g(x). Les cas
particuliers de (2) — I’équation (1) et I’équation ¢%(x) =g(x) — étaient I'objet de
considérations de plusieurs auteurs (pour la bibliographie v. [3].

L’objet de la présente note est de donner la solution générale de I’équation
(2) sans aucune restriction par rapport aux applications f et g, la correspondance bi-
univoque entre x et f(x) respectivement entre x et g(x) exceptée.

II. Solution générale dans un cas particulier

Soient E et E’ deux ensembles d’un espace X ayant la méme puissance et
(E, E’) soit Pensemble de toutes les applications biunivoques de E sur E’. Soit

ge(E, E). La n-itme itérée de g(x) (x€ E, n entier = 0), lorsquelle existe,
elle sera désignée par g"(x) et définie par les relations

gx)=x, gx)=g (g (x)], g"(x)=g [g""(x)], n=1,2,- - -.

L’ensemble I' composé de toutes les itérées existantes de g(x) sera appelé cycle
de lapplication g correspondant a4 Iélément x. Les cycles d’une application
g€ (E, E') peuvent étre partagés, en général, en cing classes disjointes.

La premiére classe consiste en cycles pour lesquels
3) g (x)=g"(x) (>0 entier fixe plus petit possible; =0, £ 1,+-2,-..).
L’ensemble
E={x: xc€E avec (3)} ¢ EnE’

peut étre partagé en [ sousensembles disjoints, ¢} (¢=0, 1---, /— 1), tels que

-1
g(e]l) = e]l.(j;H-l [mod /], E;= u €.
i=0

La deuxiéme classe consiste en cycles de la forme

ces g7 (), g7 (x), X, g(x), g2(x);‘ .
La réunion de ces cycles forme un ensemble, E,, CENE’, qui peut étre partagé

en sousensembles disjoints ¢° (7 = 0, + 1, + 2, - -) tels que

+ o0
oo
Ue .

i=— oo

gy =eli1 (=0, = 1,+2,--+), E,

La rroisiéme classz consiste en cycles de la forme g" (x) (n =0, 1,2,--+)
dont la réunion E.. forme un sousensemble de E et peut étre partagé en sou-

sensembles e (1 =0,1,2,---) tels que
glef=)=¢f1(i=0,1,2,--.), ¢ *n et =0 +#j), Eso \ej* CE.

La quatriéme classe consiste en cycles de la forme g*(x) (n=1,0,—1,—-2,- - +)
dont la réunion, formant un sousensemble E__ de E’, peut étre partagée en sou-
sensembles disjoints ¢,~* (1=1,0,—1,—2,- - ) tels que

e d
gle™) ~ei1 (i=0,—1,-2,---), ue;™ CENE E'De/™, En e ~ @,
i=0

3
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La cinquiéme classe consiste en cycles de la forme g"(x)(n=0,1,- - <,k ~1;
k=2) dont la réunion E » est composée des ensembles disjoints ¢; @4,
G=0,1,---,k—1) tels que -

g (ego’k})’—’egi? (z::() | ')k“‘2>>

" K
ug?’ DCcE, ved? cE, SPnE=0, 2VnE=0.
i=0,..., k=2 i=l,.., k=1

Evidemment, certaines classes peuvent étre vides. Deux cycles différents
sont toujours disjoints.
En introduisant les notations R, Ry, A, Ay, Ay, définies par les relations

R=URy,, Ry=[T:uT=E]), A=A uUA,,
re A

{1 2 3 }3 Az*{"’w,‘%‘w:w:(0:2>>(0>3):<034))"‘}5
on a évidemment

E= uE>\(u S‘“)ue;”) E qux\(u 2,® R U gy t™).

rel k=2 R~ re A k=2
Définition 1. — Une application f sera appelée solution de Iéquation
@ fx) =g (x) {N\ 1 entier, g (E, E")|

si Pon peut trouver deux ensembles T et Ty de X tels que
(1) f(x) soit définie pour tour x€ X,
(i) @) TLCENE, b)) SUfFECEVE,
(iil) N(x)=g(x) (x€ %),
(iv) Papplication de & sur f(R) effectuée par f soit biunivogue.

Une solution de (4) dans le sens de la définition 1, en général, peut étre
prolongée ou restreinte. Par exemple, si f est une solution de (4) dans le sens
de la déf. 1, Papplication

2 () 1) [xeS=H ) Noh wo firee )

€st encore une solution de (4) dans le sens de la déf. 1 dont les ensembles cor-
respondants T, et € sont respectivement [xo] et S. Inversement, f est un prolon~
gement de o.

Définition 2. — Une application f sera appelée solution de(4) si elle est
une solution de (4) dans le sens de la définivion 1 qui w'est pas prolongeable.

Remarque 1. — La connaissance de toutes les solutions de (4) dans le
sens de la déf. 1 entraine celle de toutes les solutions de (4) dans le sens de la
déf. 2, et inversement.

L’ensemble ® composé de valeurs de toutes les itérées existantes pour un
élément x d’une solution f de (4), dans le sens de la déf. 2, sera appelé cycle de
la solution f correspondant a Pélément x. Gréce a (iv), dewx cycles différents de f
sont roujours disjoints.

Remarque. 2. — Si f est une solution de (4) dans le sens de la défi-
nition 2 et @y lensemble de tous ses cycles, alors 3 tout sousensemble ¢ de
@y correspond une seule solution de (4) dans le sens de la déf. 1 telle que Pen-
semble des valeurs de toutes ses itérées est égal & LD (D € ¢), et inversement.
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Les cycles @ d’une solution de (4) peuvent étre classifiés en cing classes,
correspondant aux cing classes de g, ayant la forme:

1. {fk(x)} e, fE () =% (x) (pour tous les % et pour un m>0 fixe);

2. ff"’(x}} +°°>f‘(x) # 1 (%) (G #5);
3. lfk(l)} T =0, 10 (x) # (%) (£ 7D

=u

4. (f* (=)} ‘°°, V=0, f (%) # (%) (i # )3

_‘v‘
5 (/7(0))y ,u= O, N<p +v=<EN-Lfi(x)#f(x) G-
B
w
k étant Pentier positif figurant dans lindice (0, k) € A correspondant. On voit
facilement que deux cycles I' et @ ayant un élément x en commun, appartien-
nent aux classes correspondantes portant le méme numéro.

Soit maintenant ¥ une solution (quelconque) de Péquation
(5) YN = (TeRx, xreA fixe),

obtenue {par la méthode exposée dans le point I) en partant de la partition
de R; (dans le cas ol cette partition est pessxble ce qui sera supposé dans tout
le point II1)

3 my

©® Ry=ul u B,
i=0 f=1
olt, dans le cas oli A=/e Ay, m;=N/k; et olt 1=ky<k <. <k estlasuite
compléte de diviseurs de N premiers a4 / ; solent p;, ¢;, deux entiers tels que
) P R — g 1= 1.
Dans le cas oll A€ A, on doit avoir
N o

(8 S =0, po =k =1, Ry = U P (reAh,).

=1

Associons & tout cycle I’ de g un élément v. de ce cycle. Sixe K, il
existe un cycle unique I' € Ry contenant x et on peut écrire x=g"(y, ) avec n
dépendant de x .

Nous nous proimsons de trouver d’abord la solution générale de (4) dans le
sens de la déf. 2 (ou 1). On a & distinguer les cas suivants.

a) A=/e A;. Posons
gﬂ(yqr<P>) lorsque PEP;: =1+ m~-1)
©) fz (x)= gt ( y‘I"(D) lorsque I‘GP,i,i ,

i=01L....85 =1, 2,- -

A tout ¥, solution de (5), avec =1 (] fixe), et & tout choix des éléments y.
associ€s aux I' € R; correspond ainsi une application f;, définie par (9) dans E;
avec f;{ E;)=E;. f; est une solution de (4) dans E; dans le sens de la déf. 1;

* Dans le point 111 on donne les conditions dans lesquelles cette partition est possible.
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les ensembles ¥ et €, correspondants, qu’on désignera ici respectivement par
% et T, , sont donnés par les relations

S(}zmglwgz .

b) A=o0 . Tout ce qu'on a dit dans le cas a) reste valable méme dans le
cas h=o0 en remplagant partout Vindice I par oo (v. (8)) et les relations (9)
par les relations correspondantes

e(ywm) » Tepf (=L N=1),

S PETE O N 0

¢) A= +oo, Si ¥ est une solution de (5) dans R, o (v.(8))et Te R, o
quelconque, considérons les cycles

€3 LY@, -, 1D

et les éléments associés

(12) Yo' oy (i=0,1,---,N=1).

Désignons par ¢, DPensemble ¢1*° qui contient Yy

1 .
Onage(0,1,2,---} (=0, 1,---N-1).

Introduisons les notations u, 4 et j, par les relations

ucmin {2;} s A-—‘?—{Z’j:’l‘fm@},
F=0,1,... ., N—1

13 p=max (t] , Ti=[t:1=<SN;¥@eP (ijed).

T€T1

Enfin, soit xe I (I'* étant un des cycles (11) quelconque) tel que

(14 x=g" (y) (n dépend de x)
avec

>y (T*e PP, j=1,-- -, N),
¥ ou
=—(ut+l) (T*eP?,j>j).

En désignant Pensemble des x vérifiant ces conditions par I'*, on voit que,

par les relations (10) out I'indice oo est & remplacer par + %, fi.o est bien
définie pour tout

. daf ~
x€(~;-'0+w m(:/%oa “ u T CE_,;DO
TeRr,
avec

L’application f ., ainsi définie est une solution de (4) dans le sens de la déf.
1 dans Tpte.
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d) 2=~ . Soit ¥ une solution de (5) dans B .. et I" un cycle de R. .
Considérons les cycles (il) et les éléments (12) qui leurs sont associés. Intro-
duisons les notations e”” v, Bet 72 par les relations

b
er = =e¢-* lorsque Vi (F)ee;“, i€ (L0, ~-1,-2, .+ -}
: ;
(=01 N-1),

(15) v = max g, B = {ij:i;= v},
=0,1,..., N-1
, = min (<}, Tgmx{tzlgf:’{;NﬂFMP)GPZ(@GB}}.
"GT-_}

Enfin, soit x €', un élément de [, (I'y étant un des cycles (11) pour lequel on
a {14) (ou I'* est & remplacer par I'y) avec
< -y TyeP?, j=1,-++, N)
n{ ou
= =yt ] (F,FeP]‘?, 157 < o)

L’ensemble des x e I', remplissant ces conditions désignons par I',cI',. Pour
tout xe€l',, f-o est bien définie par (10) olt e est & remplacer par — . Par

Nel o S,

conséquent, f.. est définie par (10) pour tout x € U ‘Fk(f‘). ID’aprés la mode
k=0

dont on a formé I',, on voit facilement que f—. est bien définie par (10) méme
pour tout x eI ,, T, étant Pensemble de tous les x pour lesquels on a (14) avec

L~y 1 (T*GP}), jﬂh"')N))
n{ou
= ey 2 (I’,‘GPJ‘?, 17 < jo~1).

Ainsi f o est définle pour tout
xeQ-=df yT
IN'eR-w
Pour tout
xeXTy=d y r
e R

J—e ainsi définie est une solution de (4) dans le sens de la définition 1 et
S;—mcz‘—-m CE_w, KE"%CE, fmw(imm> CE ».

e) 2=(0,2).2 Soit x € E 5, ¥ une solution de (5) dans Ry g et T'€ Ry 5) quel-
congue. Considérons les cycles (11) et les éléments associés (12). Introduisons les
notations e{%? par

7

€z§0}2>=t€§0>2) lorsque yyj iy €e®? (i=0,1)

et les notations u, A, j; respectivement v, B, j, par (13) respectivement par (15)
avec 0==p=v=1. Soit xeI', ([’y étant un des cycles (11) quelconque mais fixe)

% Dans le cas général o4 A = (0,&) on procide d’une manidre analogue 4 celle ot A= 0,23
convenablement modifiée.
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tel que Pon a (14) avec p=v =1, n= -1 ou p=v=0, n=0, lorsque
e P? (I<j<N)
ou
, n=0 lorsque I'\e P} (1=<j <jy),
w=0,v=11,_ 1 lorsque LeP) (Nzj>j).

L’ensemble des x €T, vérifiant ces conditions désignons par f}. Il est évident
que T, consiste seulement en un élément. Lorsque p=0, v=1, Iye P?
(fa <7 < ]1), on prendra l‘ =, L’application fs est définie par (10) pour

tout x € U b4 "(F) en y remplacant Pindice oo par (0,2). D’aprés la mode dont on
p

a formé 1’ensemble T, on voit facilement que Papplication fz est bien définie

par (10) méme pour tout x €Ly, I'y étant Pensemble contenant T', comme sa
partie et le point x pour lequel on a (14) avec u=v=1, n=0 ou pu=v=0, n=1
lorsque I'ye P? (j=1,- -+, N—1),0u

n == —1 lorsque T, €P° (N=j>7),
uw=0,v=1{n=1 lorsque Ty EPO ( 1=7</,-1,
n=0 lorsque j=1,-++, N—1etaussij=N sij,>1.
L’application fpyz est définie par ( 10) pour tout
xeﬁ:(()&)i{ U f
T'eRon
Pour tout
xe TG f

T'e R,
S est une solution de (4) dans le sens de la définition 1 dans TE2 et
q (8;23 cTODCcEpy IGPcE, fon@OD)cEpy.
Par conséquent, 4 toute solution ¥ de (5) dans R et & tout choix d’éléments

yrs associés aux cycles T e R de g, correspondent deux ensembles © et §,,
définis par les relations

G [t LI o 3
L= LS, Rp = UL
reA re A

satisfaisant aux conditions (i) — (iv) de la définition 1. L’application
Fx)=A&) (xe 8 re A)

définie dans €, est une solution de (4) dans €, qui ne peut étre prolongée. Cest
la solution générale de (4) (dans le sens des deux définitions).

Il reste & prouver que toute solution de (4) peut étre obtenue de cette
maniére. Il ne suffit que considérer le cas des solutions dans le sens de la
définition 2. (Dans le cas contraire on a, d’abord, & former la solution
correspondante dans le sens de la définition 2 par un prolongement.) En
effer, f soit une solution de (4). On prendra un élément x e I, et les cycles
I'et @ de g et de f contenant x, e Ry pour un xe€ A, Alors la relation
FN(x)=g(x) entraine la relation

(16) Fle =N @ 1=fY 1 x)]1=¢1f(®)]
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pour tous les ¢ pour lesquels ces relations conservent un sens. La suite (16) fait
partie d’un cycle, f(r), de g de sorte que la relation (16) définit une transfor-
mation biunivoque f(r) de R; sur R, . Puisque fN¥(I')=T, on peut poser
Y ()= F(I') dans R; et la relation (5) est satisfaite dans R, . La partition (6)
respectivement (8) de R, peut étre effectuer de la maniére suivante. A tout 9,
avec POAT # Q@ pour un I € R, , on fait correspondre un élément

x=xp €PN, .

Supposons r=/€ A;. Le cycle T contenant x4 sera un élément de P! (Uindice
1=0,1,---, s (v. (6)) est déterminé par le choix méme de x4 ) et le cycle T
contenant f*1 (xy) (k=myo+u; m=Nlk; =0, 1,- - -, RI—T1;p=1,---,m;)
sera un €lément de P! . Les ensembles P!, pour lesquels k=~ Nfm; n’est pas
premier avec /, sont vides. En effet, supposons P]’:#@ et xeI'n®d, Te P]’ 11
en résulte
a7 frm-r
d’ol
(18) [ (x) = g%(x)
et
gl)=fN(x)=fH"(x)=g"(g?[- - -[g?(x)] - - - 1} =g"? (%)

c’est-a-dire,

x = gkz'p—l (x)
et alors [ est un diviseur de k;p—1; les nombres [ et k; sont premiers
entre eux.

Nous faisons correspondre & tout cycle I"; ePi(z=0,1,- - -, s) un élément
Y€ I'Y 0 g, et nous posons Ve =f7"1(yri1 ) pour It =f7=1 (T} ) € P, j=2,...,m,.

Enfin, calculons p; & Paide de (18) et vérifions les relations (9) (respectivement
les relations (10) out lindice oo est a remplacer par lindice correspondant
A lorsque 2e A,), en nous appuyant sur les relations (18) et (17) lorsque
T'e Pl (m;=N lorsque 1€ A,).

II1. Théoréme d’existence

Théoréme. — Pour qu’il existe une solution de ’équation (4) (dans le sens
de la définition 2), i faur et il suffic que Pensemble R) (€ A) soir infini ou que,
dans le cas contraire, le nombre Ly d’éléments de Ry soit divisible par Nlk, k
étant défini par (6) pour A€ Ay et par (8) pour he A, .

Démonstration. — D’aprés ce qu’on a dit dans les points précédents, I'ex-
istence d’une solution de ’équation (4) est équivalente & celle de la partition (6)
ou (8). Cette partition est toujours possible lorsque R; est infini. Dans le cas
contraire, la condition nécessaire et suffisante pour que cette partition soit

possible est Pexistence des entiers positifs £y, &, - - -, & tels que l'on a
s N

(19) Ly =3 7 &
i=o i

3 Lorsque Ae Ay, N/m;=1 et les P]’:(i > 0) sont vides.
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Mais, cette derniére relation est équivalente & la divisibilité de L, par N/A,.
En effet, les diviseur %,,-- -, k& sont les produits possibles des diviseurs pre-
miers de N qui ne sont pas diviseurs de [ - &, étant égal au produit de tous
ces diviseurs, est divisible par Ay, + -+ ,k-. La condition (19) peut étre
écrite dans la forme

Ly ks ke "
mw % Eot - +ks—1 53—14"4“

olt le deuxiéme membre est un entier positif. Si Li est divisible par N/k,,
& .
on pourra prendte o= - - =8 =0, E=L3 - X"i . La condition est donc

suffisante. Inversement, lorsque les &, -, & existent tels que (19) soit
vérifiée, Ly est divisible par N/k,. La condition est donc nécessaire.

IV. Solution générale dans le cas général

Définition 3.-— Une application f sera appelée solution de I'équation (4)
si Pon peut trouver deux ensembles T et Ty de X tels que les conditions (i), (ii) a),
(II1) et (iv) sotent remplies.

En général, une solution de (4) dans le sens de cette définition peut étre
prolongée ou restreinte.

Définition 4. — Une applicarion f sera appelée solurion de (4) si elle
est une solution de (4) dans le sens de la définition 3 qui n’est pas prolongeable.

Soient E, et E,‘ deux ensemble de X de la méme puissance tels que
ENE=0, E.NE =0
et g, une application biunivoque de E, sur E’,. Introduisons Papplication G par
les relations
. {g () (e,

g(x)  (xeE,)
et considérons équation fonctionnelle?

(20 FN(x) = G(x) .

Soit F une soiution (queiconque) dans le sens de la définition 2 de cette équa-

tion et &, %, les ensembles , %, qui lui correspondent d’aprés cette définition,
C’est-a-dire, soit

@D ) =G (xe%y).

En remplacant &, par S, =%, E, Péquation (21) devient
Fx)=g(x)  (x€Ty)

ce qui montre que Fest une solution de (4) dans T, dans le sens de la définition
4. C’est la solution générale de (4) (dans le sens de la définition 4)° En effet,

4 11 est évident que (20) a la forme (4) ol g, E, E’ sont remplacés respectivement par G,
EUEy, E'UE'.

® Et aussi dans le sens de la définition 3, puisque la connaissance de toutes les solu-
tions de (4) dans le sens de la définition 4 entraine celle de toutes les solutions dans le sens
de la définition 3, et inversement,
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toute solution f de (4) dans le sens de la définition 4 peut étre obtenue de
cette maniére puisque, f étant donnée, on peut toujours déterminer les ensem-
bles E, et E’, et Papplication g, formés exclusivement par les valeurs de toutes
les itérées de f qui nesont pas contenues dans EUE’ de sorte que f représente
une solution de (21) dans le sens de la définition 2.
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