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SOLUTION DE I’EQUATION DIFFERENTIELLE DANS
UN SOUS-ENSEMBLE DES OPERATEURS DE J. MIKUSINSKI

Bogoljub Stankovié

(Communiqué le 26 juin 1964)

Les équations différentielles dans le corps des opérateurs de J. Mikusiriski,
[1], qui soit noté par K, sont beaucoup plus faciles & traiter si on se limite & un
sous-ensemble de K. Nous avons ici choisi I’ensemble C,(2) ou plus tét C,(»),
définis et analysés dans un article déja publié [3].

Nous allons donné, cependant, les définitions et les résultats démontrés
dans Particle mentionné.

Soit C l’anneau des fonctions continues, définies sur Pintervalle [0, %0 ) avec
les opérations d’addition et de composition. Dans C on définit une famille de semi-
normes:

I7lx = Max |f@ |, keN.
O=<t=<k

Pour pe R, =0 et 0 <o < 1, avec Fg on note la fonction: Fp(z)=
=t?f1 O(-p-B, —o; —t°), F,=F, o ® est la fonction connue de
E. M. Wright [4]

zn

C, est une sous-algébre commutative de K dont les éléments sont de la
forme s8f, B =0 et feC; s est Iopérateur différentiel dans K, s°=1, I est
I’élément neutre pour Popération multiplicative dans K. C, contient les opéra-
tions les plus fréquentes: dérivée, intégrale, translation et composition par une
fonction continue.

On définit aussi une famille de semi-normes:

N, (sBf) &t Max ’ ff(t—u)Fg(u)du l, ke N,
Osts<k '

et la distance:

1 Nu(sBf —s*g)
. def. —
d(sBf —s2g) :él 2% 1+ N, (sBf—s*g)

Ainsi C, est devenu espace du type Bj de Mazur et Orlicz [2].
Soit g€ C et 1€C;y, alors Nx(gm) <k ||glle Np.(n).
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L’espace C, n’est pas complet. L’espace du type B, qui contient C, est celui
dont les elements sont de la forme g/F, g € C; on le note par C,.

L’espace C, est complet; les semi-normes et la distance sont définies comme
dans C;.

L’opération externe pour C,, composition par des fonctions continues, est
continue.

Par C() soit noté Pespace vectoriel des fonctions qui correspondent & tout
re[n, 2] un élément sB8f(2), f(A, ) est continue sur D: M= A=,
0<: <. De méme, C,(2) est Iespace vectoriel des fonctions de la forme
g)/F, g(?\ t) continue sur D. Avec la famille de semi-normes:

Np(n()) = Max i y(r ) I: {0 ) = Fq(,

GtyeDy
Dp: W22, O<t<k, ke N, Pespace C,(2) est isométrique & Pespace des
fonctions continues sur D.

Si la suite (3, (N)) cC, () converge vers 7 () dans la topologie induite
par la distance, alors on a dans C;:

A PN
lim [ w() 1,0 du= [ w() () du
n->oo A

pour tout w(d)={w(z)}, la fonction w (A, r) est continue sur D.
Enfin, soit M un sous-ensemble borné de C,(3), dont les éléments sont
également continus, alors U'ensemble / M est compact.
1. L’équivalence de Péquation différentieile et intégrale
Considérons équation:

(1) X)) = a) x() + b)), rel[nN, n’].

3\

On peut montrer qu’elle est équivalente & une équation intégrale; plus
précis:

Théoreme 1. Soient a()) une fonction opératoire de la forme
aMN)=plo(,0)] e Q)=r (B\O) oa preK et w1, BOE

sont deux fonctions continues sur
D:AEras2,0<zt <00,
Pour que x(2)=q|E (1)) soir une solution de Iéguation (1) sous la condition

tnitiale x () € K, il faut et 1l suffir que x (7) posséde la dérivée au sens des opéra-
teurs et qu’il sarisfasse Péquation intégrale .

3 A
(2) x() = x() + [ ax@ due + [ b() du.
)\0 7\0
Démonstration. — Supposons que x(3) est une solution de l’équation

différentielle (1). D’aprés la définition de la dérivée d’une fonction opératoire,
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x(2) est de la forme x()=q{E(, 1)}, ge K, et £\ (3:) est une fonction con-
tinue sur D. L’équation (1) est maintenant:

g & (o)) = gplew®0) (EQD) + B
d’otr
A
glet, 0l = qlé0nn) + gp [ lo@w) 8w )] du
%o
A
+ [ b(uw) du
}\0

et C’est Iéquation intégrale (2).
Supposons maintenant que x () =g¢& () satisfasse I"équation intégrale (2).

A A
gEM) = qE() +gp fw (W) du + r [ B(w) du les éléments p,¢,reK
%o %o

et peuvent étre écrits
P=p1/Pe>q=q]qas " =71 [Tes P1basq1s Gay 71572 €C.
C’est pourquoi on a:
A A
P2qarax(N) = pagarax (o) + Prqure [w(WE(W) du + pagyry [ B(w) du.
Xo o

Le second membre de cet équation est représenté par une fonction qui posséde
la dérivée partielle par rapport & A continue sur D.

2. L'existence de la solution des équations différentielles

Théoréme 2. Supposons que a(r) =sBaw(A)eC, (), 0 < B<2.
L’équation différenticlle

(3) XM +aMyx() =0, 0<a<A
a une solution dans C,(2) pour la condition initiale x (0) # Qe K.

Démonstration. — Sans aucune restriction on peut supposer que x(0) = L
(I est Punité pour la deuxiéme opération dans K).

Nous savons, d’aprés le théoréme 1 que Péquation (3) est équivalente &
s
{4 x() =T+ fa@x(@) du, 0 <X <A
4]

On peut construire la suite:

W =I, 0<A<Aln
7\“4‘\]"72

M) =I+] alw)x,(w) du, \>Aln;
6

cette suite appartient & C,(3) . Nous allons montrer qu’elle est bornée et que ses
éléments sont également continus.
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b
Pour # fixe on a sur I’intervalie%f\ < k= %l—IA, k= 1,2,---,(n—1):

A-Aln rAfn w-Aln

g () =I+sB{ w(@du+sP[w (u) duf w (1) duy +
0 Aln
rAln u-Ajn up-2-A/n
b kB w@du [ wln)du- - [ ow () iy
LY LN ¢

Cette relation n’est pas difficile & montrer. Pour &2 = 1 elle est:

MAfn
(W) =T+Bf wudu.
6

Supposons que la relation (5) est vraie pour k=m. On a alors, pour k=m+1,

m- 2

. . m+1
cest-a~dire sur intervalle A<aag — A

Ain 2A/n aAfn
%W =I+8[ + [ +- -+ [ w()x W) du
8 Aln mi\
rAln
wxn(m} A+sB [ w(u)x,(u) du
mA
r=Ajn »Aln u-Ajn
= I + sﬁf w()du + B[ w) du_f w () duy +
Aln
A-Aln u-A/n up.1-A/n
b ST L w) duf w(u) due - w(u) du
A s 3 0

D’aprés la supposition, la fonction = (A, ) est bornée sur D,; soit M, une
borne de cette fonction. On peut majorer la norme

1 2

A-Aln u-Afn w.a-Afn
Np (s’@j’ w@du [ w)dm---[ wly.y) d’uj-l) <
0

=A ZA
X )\“A/n uj-zA/n
g(xf\gaexuk?“w.f w)du- -+ w () dujoy]
}:_{A ¢
ML A
< k|| Fpl| b

G T
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En utilisant aussi la majoration pour F, on obtient
-jBrp+1

]pwpﬂ B M N
Sc,( ) (cos ) w(].ﬁl)!].!

B .
~0(j"® D7), o=p<2
On a choisi o tel que S- <2

Il nous ne reste que la majoration de la suite x, (2).

A-A/n
N, (%, () _<_Nk(1)+Nk(sB_[ w (1) a’u)nL ce e

kB A-Aln u-Afn ur-2-Aln
+Nk(s J w(u)duj' w () duy- - - | w(uk_l)duk_l)
A knzi 0
o0

Z —“—*)f), 0<B<2-

Montrons maintenant que les éléments de la suite x,()) sont également

continus. Soit 2y # 0
7\-1\/"
Ni (6, () — x5 () )= N, ( { " w (1) sB x,, (u) du)
7\‘;\/"
= Max | [ w(u) Fg x,(u) du |
O<t<k Ro-Aln
r-A/n
M, | Max . Fpoy %, () |du
r-Aln (u, ) e Dy
< M G, |A—12g]

IA

oh C, = Max | Fgy %, (3) | . Cette constante existe toujours car x, ()
) eDy
reste bornée indépendant de p .
En cas 2,=0:

i

A
N, (% (W) -x,(0)) = N ( ({w<u>sax,,<u) du )

< M, Cy A
Ainsi, pour tout A, k€ [0, A] on a
Nk (xno‘)_xn()\o)) = Mk Ck ‘)\ﬁkoi >

c’est-a-dire les éléments de la suite x, (A) sont également continus sur linter-
valle [0, A] .
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D’apres la proposition qui nous donne les conditions quand un sous-
ensemble dans C;(») soit compact, la suite (/x,(2)) est compacte et on peut
extraire une sous-suite (/x, (1)) qui converge dans C,(») avec la limite [x(}).
La fonction opératoire x(2) satisfait la condition initiale x(0)=1I, car elle est
satisfaite par tous les éléments de la suite.

Nous allons montrer que x(2) est une solution de I’équation intégrale (4),
Clest-a-dire de 1’équation différentielle (3):

A-Afk,
Ixp, W) =1+ | a(u) Ix,, (u) du
0
A A
=1+ [ a(u) Ixp, (w) du— | a(u) lx, (u) du
0 7\~A/k,,

Enfin, nous montrons que la derniére intégrale tende vers zéro

quand 7 — ¢ :

A A
N a(w)lxy, ydu) = Ny( | w (u) sB~1 x,, (u) du)
Ak, A-Afk,

=M, CeAly, .

En utilisant la proposition qui nous permet d’entrer sous le signe d’intégrale
avec la limite, la démonstration du théoréme est achevée.

Théoreme 3. Supposons:

1. b(h) = {—g%’—m eC.0) ;
xe[0, A
2. aN)y= sBlaw®,0)eC,() ;
3. 0<p<2 .
Ces conditions remplies, I’équation
(5) ) = a®)x(®) + ()
a une solution sous la condition initiale x(0)=0 .
Démonstration. — Comme le théoréme précédent on peut démontrer ce

théoréme aussi direct'ment. On construit la suite x,(A) :
% M)=0, 0<r<A/n

r-Aln A-Aln
()= [ a(u) x,(u) du + | b(w) du , r> Aln .
0 0

Sur Pintervalle §A< A< k—:—l A on a:
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A-Aln tpg~Afn #p_o~Afn
%, (1) =sE-DB f w(u) du- - f W (Up-g) dty—p f b(utyy) Aty
LY An 0
AAln u-Aln AAln
+oeee B w(u) du [ b(w) du, + | b(u) du.
Aln 0 0

La fonction g(»,1) étant bornée sur D, pour tout ke N, la suite {gx,())
est une suite bornée dans C,(3) et ses éléments sont également continus. Pour
démontrer cela, on utilise le méme procédé comme pour le théoréme précédent.

On sait maintenant qu’il existe une sous-suite (1gx, (»)) qui converge
dans C,(»). Soit g x(2) la limite de cette suite, alors x(%) est une solution de
l’equanon (5) avec les conditions initiale x(0)=0 .

L’opérateur /¢ x(3) satisfait ’équation:

gx'() = a®)lgx() + g

car la suite (/gx,, (1)) converge dans C,(). D'ou:
X0) = a@) x() + bO)

La méthode utilisée dans cet article est intéressante parce qu'elle peut
donner des résultats aussi pour le systéme d’équations différentielles. Ce sera
le sujet d’un autre article.
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