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Obwohl der Versuch eine allgemeine Methode fiir die Berechnung von
Geschwindigkeits-und Temperaturverteilungen in der Grenzschicht zu entwi-
ckeln — einigen Verfassern teilweise auch frither gelungen war, jedoch hat erst
Gortler [1] in 1957 diese Aufgabe auf eine vom mathematischen, als auch vom
Standpunkt der praktischen Anwendung befriedigende Weise gelost.

Diese Methode die urspringlich sich nur auf die ebene dynamische Grenz-
schicht bezog, hat Wrage [2], ein Jahr spiter, auf das Problem der Berechnung
von ebenen Temperaturgrenzschichten ibertragen. Saljnikov [3] ist dann in 1960
gelungen das dhnliche Verfahren fiir die Berechnung von dynamischen Grenz-
schichten an Rotationskérpern zu entwickeln.

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, dass diese Methode kann, beim
Erhalten aller ihren Vorteile [1] auch auf das Problem der Berechnung von Tem-
peraturgrenzschichten an Rotationskorpern libertragen werden.

Differentialgleichungssystem, das die axialsymmetrischen Geschwindigkeits
— und Temperaturgrenzschichten an Rotationskorpern in einer stationidren in-
kompressiblen Stromung bestimmt, lautet:

0 (), + (r0)y =0
wit, + vy, =, + Ulx) U'(x)
A v 2 1
[ p— S BT !
ul, +v7T, Py Tyy 4 20 + ogcs up'(x)
Dabei benutzt man das krummlinige Koor-
dinatensystem x, y, das in Abb. 1 gezeichnet
ist, in der x — die lings eines Meridians
gemessene Linge, v — den Normalabstand
zur Korperoberfliche und #(x) — den jewei-
ligen Radius des Querschnittes bezeichnen.
Der Konturpunkt x=0 fillt mit dem
vorderen Teilungspunkt der Strémung um
den Rotationskérpern zusammen. In diesem Abb. 1
System seien:

v bzw. v — die Geschwindigkeitskomponenten in x — bzw. v — Richtung,
U (x) — die gegebene Geschwindigkeitsverteilung der dusseren Potentialstro-
mung,
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p(x) — die entsprechende Druckverteilung und
7 — die Temperatur.
In den Differentialgleichungen (1) stellen

g — die Erdbescheunigung

s — die Dichte

v — die kinematische Zahigkeit

7. — die Warneleitzahl und

¢, — die spezifische Wiarme, dar.
Ausserdem Indizes x, y kennzeichnen partielle Ableitungen nach den entsprechen-
den Variablen und U’'(x) = Cii(){ bzw. p'(x) = jf bedeutet.

Obwohl in den Gleichungen (1) ¢ als const. angenommen wird, wird in
dritter Gleichung (1) dass die Kompressionswiarme beriicksichtigende Glied

gl up'(x) behalten, was schon Wrage in seiner Arbeit [2] als zweckmissig
Cp

betrachtete. Aus der Tatsache dass in zweiter Gleichung (1) die Massenkrifte,
unter anderem der Aufirieb, vernachlissigt sind, folgt, daB3 hier nur die Tempe-
raturgrenzschichten in erzwungener Stromung behandelt sein werden. Dies be-
deutet, dafl man das Gortlersche Verfahren [1] zunicht auf die ersten zwei, die
inkompressible Geschwindigkeitsgrenzschicht an einem Rotationskorper, bestim-
menden Gleichungen (1) und auf die entsprechenden Randbedingungen

u=v=0 fir y=0
u— Ulx) fir v— o0

ibertragen konnte. Dies ist aber in der Arbeit [3] schon durchgefiihrt worden.
Es bleibt also noch die dritte, die Temperaturgrenzschicht bestimmende Differen~
tialgleichung (1) auf dhnliche Weise zu behandeln, was der Gegestand vorliegender
Arbeit darstellt.

Wenn man in diese Gleichung die neuen Veranderlichen des axialsymme-
trischen Problems [3].

Ulx) r(x) v

1 j ;
E= U(x) r*(x) dx, = ,
5 vL}'2%

vl? .

einfithrt, wobei L — eine charakteristische Linge darstellt, dann erhalt man die
Gl-ichung
1. v . .~ UE
@) Ty 22F Tz + (25F: + F) Ty = O |
P ) 8¢
in welcher P — die Prandtlsche Zahl bedeutet.

F(%.r) und B(%) stellen dabei die in der Arbeit [3] auf folgende Weise definie-
ricn dimensionlose  Stromfunktion und Hauptfunktion der axialsymmetrischen
Grenzschicht dar:

FrB(%) — Fryl

. r(x) ¢ (x, v . 280120 (x)
F(;s 'f‘) - V)L\ri(zr) ) 6(%) - Uz(x\) rz(x{!

wo v'x, v) ~die durch die Ausdricke
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1

RGN
?

u= o (hry B= -

eingefithrte Stromfunktion kennzeichnet.

Die erhaltene Gleichung (2) stimmt mit der entsprechenden Differential-
gleichung des ebenen Falls [2] iiberein, obwohl die Veranderlichen &, und die
Funktionen B(%) und F(, v) in einer anderen Form dort definiert wurden.

Gortler [1] und Saljnikov [3] zeigten aber, dass unabhiingig davon, bei aller
fiir die Praxis wichtigen ebenen als auch axialsymmetrischen Problemen, die
entsprechenden Hauptfunktionen in der Form folgender Potenzreihen:

3 BE) =Bot B8R ...
und:
1 3
) BE) =B tB122 +BE+Es 82 4 .
2 2

. . . 1
dargestellt werden kénnen. Dabei §; nimmt die Werte 0,1 und 2 an, wihrend
1 I 3
2772

jeweiligen Problems abhingen. Die entsprechenden dimensionlosen Stromfunk-
tionen lauten:

die anderen Koeffizienten 8, (¢ =- ~y....) von speziellen Daten jedes

(5 F(Z, 1) = Fo(n) + Fy() § + Fy(n) B2+ . ..
und:
1 3
(6) FE,#)=Fy(n)~Fy ()22 + Fy(n) £+ F3 () &2
2 2

Die Funktion U(%) die in der Gleichung (2) erscheint, hat auch die selbe
Form:

g
£
U@E)=U, eXp[; fﬁih)di] mit Uy =U(%,)

s
z

0
fiir die ebenen, als auch fir die axialsymmetrischen Problems.

Dies bedeutct was die Behandlung der Gleichung (2) und der entsprechenden
Differentialglcichung des ebenen Falls betrifft, daf man rein formal die Probleme
- der Temperaturgrenzschicht nicht auf die ebenen und axialsymmetrischen ver-
teilen soll, sondern auf diejenigen denen die Hauptfunktion in der Form (3) bzw. (4)
entspricht. Die Klassifikation der Temperaturgrenzschichtprobleme kann also
folgendermafien durchgefithrt werden.

I. Der in der Form (3) dargestellten Hauptfunktion entsprechen die folgenden
Probleme:

1. fur B, =0 — die ebene Umstromung einer Platte bzw. einer mit vorderer
Spitze verschenen Kontur und die axialsymmetrische Umstromung ringformiger
Rotationskorper mit vordere Spitze der Kontur.

2. Fir 8, = 1 — die ebene Umstromung symmetrischer Konturen mit

vorderem Staupunkt und dic axialsymmetrische Umstréomung symmetrischer
Ringfligel.
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I1. Der in der Form (4) dargestellten Hauptfunktion 8(%) gehoren die fol-
genden Probleme:

1. fur 8, = 1 — die ebene Umstromung asymmetrischer Konturen mit vorderem
Staupunkt und die axialsymmetrische Umstromung asymmetrischer Ringfliigel.

1 . . . .
2. fiir By= - — die axialsymmetrische Umstromung voller Rotationskorper

2
mit vorderen Staupunkt.
Der Fall By=0 hat in dieser Klasse keine praktische Bedeutung.

In seinen Untersuchungen des Temperaturgrenzschichtproblems, Wrage
[2] hat sich nur auf diejenigen ebenen Fille beschrinkt, die der in der Form (3)
dargestellten Hauptfunktion 8(£) entsprechen. Aus der oben durchgefiihrten
Klassifikation folgt aber dafl man seine Rezultate auf einige axialsymmetrischen
Probleme auch anwenden kann.

Nun werden wir uns auf diejenigen Temperaturgrenzschichtproblemen
ausfihrlicher aufhalten, bei denen man die Hauptfunktion B(£) in der Form
(4) darstellen kann. Dabei wird man sich, wie in der Arbeit [2] auf die Prandtlsche
Zahl P=1 beschrianken, die wie bekannt, ziemlich gut den Gasen entspricht.

Anstatt der Temperatur T(&,n) fihren wir in die Differentialgleichung
(2) bei der Behandlung des sogenannten Thermometerproblems die in der selben
Form wie in [2] definierten Funktion R(¥, 1) ein. Dies gilt auch fiir die Funktion
H(E, 1) des Kithlungs — bzw. Heizungsproblems die aus dem ebenen Fall Giber-
nommen wird. Auf diese Weise, auler anderer Vorteile dieser Funktiondarstellung
(s. [2])) erreicht man damit, daf3 die Differentialgleichungen fiir die einzelnen
universellen Funktionen unseres Problems stimmen mit entsprechenden Glei-
chungen aus der Arbeit [2] iiberein, was die spatere Vertafelung dieser Funktionen
wesentlich erleichtern kann.

Die fiir die Bestimmung der Funktion:

T-T,
(7 R(E, 1) = 2g¢p UE)
dienende Differentialgleichung, wobei T (x) — die Temperatur auflerhalb der
Grenzschicht derstellt, lautet:
(8) A[R] =2 [B(%) Fs R—F,,]

mit den Randbedingungen:
Ry((,0)=0 and lim R(§,7)=0

)~ 0
Dabei wurde zur Vereinfachung der Operator 4 [X] gemif3
A[X] = X — 28 Fry Xz + (28 F2+ F) Xy
eingefiihrt.
Setzt man nun die in unserem Fall geltenden Funktionen
o0 kE . =] k
BE)=> Bri2, FGm=3 Fp(nk2
=0 2 =0 2

und die in ahnlicher Form dargestellien Funktion

0 k
RE7)=> Ry (1)%2
k=0 2
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in die Differentialgleichung (8) ein, so erhilt man vermittels Koeffizientenver-
gleich das rekurziv losbare Differentialgleichungssystem zur Bestimmung der

Koeffizienten-Funktionen Ry (v):
2

Ro + Fy Ro— 280 Fo Ry = — 2Fy Fy  (fr k= 0)

und:

2 2 2 2 2 2

A,k [R;a} = Rp + FgRg\i —(k + 28, F() Ry = Pk (fur k=1,2,3,..)

mit den rechten Seite:

PR b c el
Qp o= 22: F; Fp . Y‘ (k“ 7+ }) F. i R; 4_2 i F i R; e
2 ooz T2 o : 2 iTe T2 2
Botf ki :
i 2 Z < z Bk—ivm P‘m) Ri
{0 Nm=0 2 21 2
und den Randbedingungen
R, (O)=Im R, (+)~=0 k=0,1,2,...
2 Y00 2
Um die Differentialgleichungen fiir 2= 1, 2, 3, ... von don die speziellen Daten
jedes jeweiligen Problems enthaltendenen Kocffizienten B,y 33 ,.... zu be-

freien, sollen die Koeffizientenfunktionen R, in der Form folgender linearen
2
Kombinationen

272

R, —<«<r N SR

2 222 3b 2

Ry=<<ry e o T T e
2222 23 22

dargestellt werden. Die Klammern << »>> stehen dabei als Abklirzung fir die
Summe Gber die universellen Funktionen r, ., mit Koeffizienten 8;8,.... B,

Fiir die universellen Funktionen mit ganzzahligen Indizen erhilt man die
selben Differentialgleichungen wie in der Arbeit [2]. Die Differentialgleichungen
fir die tbrigen universellen Funktionen werden im Anhang angegeben.

Die erste Differentialgleichung (fir %2==0) aber, kann nicht vom Einfluss des
Koeffizienten 8, befreit werden, da sie aufler dem Koeffizienten selbst, die Fun-
ktion F(v) der Geschwindigkeitsgrenzschicht enthilt, welche fur das jeweilige B,
berechnet werden soll.

Bei der Behandlung des Kihlungs — bzw Heizungsproblems fithrt man
die sogenannte ,Zusatzfunktion® H(%, ) folgendermassen
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. Uzt B
) TE =T+ T(:l R, 1)+ H(Z, )
8Cp
ein, wobei die entsprechende Differentialgleichung lautet:
(10) A[H] -0

mit den Randbedingungen

o 3
H(Z,0) “H(2)~ > «x 2 und lim H(Z,7)=0
ko 2

0 n— ®

Die Koeffizienten o, (k=0,1,2,...) erhilt man aus dem Ausdruck (9),
2

nach Einsetzen der Bernoullischen Gleichung:

UZ
T, + 2gcp = T, =const.
auf folgende Weise:

. . U2 . .
TE0)=TuE)=T,+ —— [R(E, 0)— 1]+ Hy%)
2g¢cy

In beiden in Betracht kommenden Fillen: 8, = lund B, = é— mufl die Tempe-

raturverteilung an der Wand 7,(%) in folgender Reihenform
o k
T &) = > k2
=0 2

darstellbar sein. Da aber die Funktion T,(%) fast immer vorgegeben ist, der
letzte Ausdruck stellt eine Beschrinkung fiir die moglichen Temperaturverteilun-
gen an der Wand dar, welche praktisch keine Bedeutung hat.

Fihrt man nun die Differentialgleichung (10) die in der folgenden Reihen-
form dargestellten Funktion H(E, 7):
- k

o 2

ein, so erhalt man nach dem Koeffizientenvergleich das rekursiv losbare Differen-

tialgleichungssystem zur Bestimmung der Koeffizienten — Funktionen H (v)
2
Hy+ FyHy=0  (fir k=0)
und
Bk[Hk] =H), +F,H, —kFO H, :k.'Jk fur k=1,2,3,... )

2 2 2 2 2 2

mit der rechten Seite:

k-1 ’ 4
';Jk :Z [l’Fk_,'H,'——(k“l'%—l) Fk‘,'H,':I

=0 2 2 2 2
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und den Randbedingungen:

H,ze(()}ﬁx;“hml-lk(q)-“() B=0,1,2,3,....

A 2
Um die leferennalglelchungen fur k=1,2, 3,... und die entsprechenden
Randbedingungen von den die speziellen Daten jedes ;eweiligen Problems enthal-

tendenen Koeffizienten 2, und B befreien zu koénnen, werden die Koeffizien-

2 2

tenfunktionen H; in der Form folgender linearen Kombinationen
2

Hy=<<hi>>

1 0
H; :<<}2‘2,;Z; >>

2 2

0 o 2
Hy=<<hhy 1, hysh >>

1
202 5
; 1
; i ¢ 0 i
Hy=<<h2,hy {4 ,h;} i@g,lzi o s B s hy s>
2 222 2h 2 Gy 2
Hy— << 2, I B R R
2 TTEE A Ay 41 1l 5313 111, 1125
2222 212 2’
T 1 1
2 2 2
h NI Lk ,k‘ 1,}2 k >>
[ ii 22 H
222 2

usw. dargestellt. Die Klammern stehen dabei als Abkurzung fiir die Summe
iber die universellen Funktionen Ay . . ., mit Koeffizienten «; 8, 5, B,. Die uni-
versellen Funktionen mit obigem Index ,,0% stimmen mit den zur Berechnung
der Querstromungskomponente am schiebenden Zylinder dienenden universellen
Funktionen @y ....;(s. [1]) Gberein. Fir die universellen Funktionen mit ganz-
zahligen Indizen andererseits, erhiilt man dieselben Gleichungen wie in der Arbeit
[2]. Fur die ubrigen universellen Funktionen werden die entsprechenden Dif-
ferentialgleichungen im Anhang angegeben.

Auf diese Weise sind jetzt fast fur die Praxis wichtigen ebenen und axi-
alsymmetrischen Probleme der Temperaturgrenzschicht umfasst. Die numeri-
schen Beispiele dieser Methode sollen erst nach der Vertafelung von universellen
Funktionen berechnet werden, die im Institut fiir angewandte Mathematik und
Mechanik in Freiburg an elektronischer Rechenanlage durchgefithrt wird.

SCHRIFTTUM
‘ 1 Gortler H.,, A New Series for the Calculation of Steady Laminar Boundary fava
Flows, Journ. of Math. and Mech., Vol. 6, No. I, January, 1957.
2} Wrage E., Ubertragung der Gortlerschen Reihe auf die Berecltoumg von Toupera
wrgrensschichren, DVL Bericht Nr. 81, 1958,
(3] Saljnikov V.. Ubertragung der Gorilerschen Rethe auf div Berechuung vontoen
sehichren an Rotationskérpern, DVL Bericht Nr. {33, 1960.
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ANHANG

Die Differentialgleichungen fiir die universellen Funktionen des Thermo-
meterproblems lauten:

A4, [;-1] 4F fi 2 FAR, +2<F(; | @M)Ro
2 2 2 2 3

¢41[7'1 1} - —4 F{{flll i —2]’1‘*3R{) fiao=2fir o for -

22 22 2 22 2 2 2 2

b 2f(1 Ro 2F0' ry 2@0f} IR() '!*2{30f| v

2 2 22

/13[7‘
2

] 4F0f1 P A4S S 4R fo =37 fi=2f 7

2 2 222 2 22 2 22

S (ram) 2 (y ) an(Rn

o —
1o -
(S

B |f }2F(‘)r,l_,,l,

22

N
12 %
——

=
tai—

IRV VL VIV YA
) 3 3 2 2

2

f <r% -: 2R0> ; 2]}(1»1 . R0> +2{30<R0 fin .1~1f’;>+

“2F ri 2+ 2F

A3(1~3}~~4F{)’f; ~4R, f;42F Ry 28Ry f4

2
Az[’lll } 4Ff|1|l*4ff|1|*2f11f|1 5Rfl |
:527? 272722 2 2272 22 272 722
4ryfiaa ~3fi 070 2f1 1 1<7’| ?'2R0> -
2 227 2 7 5 E‘ ’2‘ ? 222\ 2
42 fi |<7’1*' o Y= fi (300 2 |> 4+ 2B (R()fl 111+
22N 2 22 2 222 22 225.2
Vlfllll"rllf‘lI+7111f11>”l'2F(1)7111
2 2202 22 202 222 2 222

Az[rl IIJ : *4F(;f(|l L ‘*4f/1(fl|11 **4f1”f/1’ 1 ~5R f1 1 *4f117’117*

22 22 2 2 2 22! 20 2

S3A 3 S 2f f]]<r1 +2R0> S2f0 <71+R0>+
2

22 22 22 2 22
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+2f; <7’] "17"1"7‘}7) +fl| <37’7171 -t 27’1+2 TL>+2F(; <T|] +7‘717L>4-
22 2 2 2 2 2 22

*7'230<Rofl| oS fiarc b firo s fim >
22! P 22 22 2 2!

A2[1"| 3] = *4 F(()lfj{’}w““flll flé *4R10f1 374_}‘-% r'17~2f1 7'/._ -

22 2 2 2 22 2 2 2 2

-+ fl3 <7"1 42 R0>1’ fll <3 (&) +*2R0> +2 F(; <V| =+ 7'3>**
2\ 2 2 2 2 2

=+ 230 <R0 fll 3 f(l 7‘”1774' fl| 7‘3)

22 2 2

mit den Randbedingungen:
Foo o (0)=limr.. ... (1) =0

Dic Differentialgleichungen fur die universellen Funktionen des Heizungs-
bzw. Kihlungsproblems lauten:

r1-
B,l, ]ZZJO

2

B, hz} A Y

1 1 1
1

2 , . o2 2
h ]-f11/133f||/'12 S 2fih 2 1k
11 52 22 3 1 21
22 2 2

Bi| h ]Zf', m-2f h"
2 I 2 2

T | 1 1 I
Bz[/f ]f Woar B i 2p W =3
11 I L [ B4 1
2202 2202 222 22 2 2

1 1

3R 2 0

I T
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1 1 1 T 1 1

5

l H
I ]f Y S Y A L A T s
1 1 1 1 1
1 1 - -

2 2 2 2

> ] 2

A ]Zf B3f
1 1

.

A A A S
1 i 1 1

1
23 21 2

1o =
o, —

(SR PR

Bz[h:} £ 4w

/z]3f’h22f n
1 1

2 2 2

mit den Randbedingungen:
0y —1 Hm 7)) =0
1 oo

oo (0)=0 Hm A.... (g)=0

r —> 0
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