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0. M. Gherminescu [1] a étudié I’équation fonctionnelle linéaire suivante

af(x>ys Z)-l»bf(ys Z, x)+cf(z, X, y):(),
ou a, b, ¢ sont des constantes réelles.
Dans cet article nous déterminerons la solution générale de I’équation
plus générale
0.1) af (.3, 2)+bF (3, 2 X) ef (2, %, Y) =0 (¥, %, )+ BL (. 3, D+ 7 /(2. 2, %)

(a, b, c; «, B, v sont des consiantes réelles) qui sera nommée: équation fonction-
nelle linéaire généralisée. Toutes les fonctions envisagées dans cette Note sont
des fonctions réelles des variables réelles.

Par le méme procédé on peut trouver la solution générale de I’équa-
tion (0.1), olt Je second membre est remplacé par 'une des expressions sui-
vantes:

Li=o f(x, X, )+ B S0y, ) +1 [ (2 2,9),
Ly=oy f(x, y, X} + Ba f (1, 2, ¥) + Y2 f (2, X, 2),
Ly=og f(x, 2, ) + B3 S (¥, x, M)+ v f (2, ¥, 2),
Ly=oy f(y, %, %)+ B4 f(z, v, V)t 1 f(x, 2, 2),
Ly=os f(z, %, )+ B S (x, ¥, W+ 15 f (¥, 2, 2),
Lo=ag f(x, %, )+ B f (1, 7, )+ 16 [ (2, 2, 2) .

Plus généralement, par cette dénomination, sera considérée toute équation
de la forme suivante:

af(x, 3, ) +bf (¥, 2, )+ ¢f (2. X, ) =0 f(x, x, N+ BF (. ¥, D+ f(2,2,%)
L L+ Ly + Ly Ly +Ly+ L,
ot L, L,, ..., L; sont donnés plus haut.

Pour Péquation (0.1) nous allons supposer que «®>+f2++v2>> 0 (pour le
cas olt B +P2+2=0, voir [1]) et @ +b2+c2> 0.

A partir de (0.1), en permutant cycliquement les variables x, v, z, on
obtient les équations suivantes:

0.2) af(y,z,x)+bf(z. x, Py +cf(x, ¥, D)= f (¥, y, )+ B Sz, 2, X) +v f(x, x, ),
0.3) af(z, x, ) +bf(x, 3, D)+ cf (¥, 2, X) = f(z, 2, )+ B f(x, X, )+ f (¥, ¥, 2).
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11 faut distinguer les deux cas suivants: 1° A0, 2° A=0, ou

a b c!

]
A=|c¢c a b
b ¢ a

I

1. A#0. De (0.1), (0.2) et (0.3) on obtient

o Fon)+BF,2)+y F(z,x) b
(1.1) fe,y,2)=| e FO,D+BF(x)+yF(xy) a b

aF(zX)+BF(x,N+YF(n2) ¢

o

Q

ou f(u,u, v):i Fu,v).
Pour que (1.1) soit une solution de I’équation (0.1), la condition sui-
vante doit étre remplie

(1.2) a {(A—Ap) F(x, y)—D3 F(p, x)—A, F(x, x)}
+B{(A—A) F(y, 2)—A F (2, ) —A F (¥, »)}
+v {(A—Ay) F(z, x)— Ay F(x, 2)—A, F(z, 2)} =0,

avec
a« B ¥ @ B v jo B v
Ay=lc a b|, A=|b ¢ a|, N=]a b ¢ |
‘b c a ra b ¢ ¢ a b

En permutant cycliquement les variables x, y, z dans (1.2), on obtient
deux nouvelles équations. Le systéme de ces trois équations est compatible
si, et seulement si, la condition suivante est remplie

o B v
B v o =02 a+B+y=0Vea a=p=v.
Yy o B

Considérons, en premier lieu, le cas pour lequel on a a+8+vy=0. En
faisant x=y =z, puisque a+ b-+c#0, ’équation (0.1) fournit F(x, x)=0. En
utilisant la derniére égalité, I’équation (1.2) pour z—=x, se raméne a
(1.3) [o(A—29) —BAG] F (x, y)—[ad3—B (A—Dy)] F(y, x)=0.

L’équation (1.3), si Ion fait la substitution suivante

(5 %)
y x)’
se transforme en
(1.4) —[aAg—B (A—AY)] F(x, )+ [a(A—Ay)—PAs] F(y, x)=0.
Si J'on a
(2— ) [(A—Dy)*—A3] 0,
de (1.3) et (1.4) on trouve F(x, y)=0.
La condition

(1.5) (12— [(A—A—A%] =0
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conduit 3 (A—A2)2——A§=O. En effet, si dans I'équation (1.2) on met z=y,
on obtient

=) [(A—Bp—AS]=0.
La dernidre condition, avec (1.5), conduit & «=f=vy=0, ce qui est en
contradiction avec T’hypothése o2+ p2+y2> 0.
Dans le cas ol A—A;=A, (#£0) Péquation (1.3) donne

(1'6) (a...g) AS {F(x, y)"-F(ya "x)}=03
d’ou, si I'on a «=p, on trouve
(L7 Fx, )=G{x, »+G{(y, x),

ol G désigne une fonction arbitraire telle que G (x, x)=0.
Exemplel. La solution générale de I’équation fonctionnelle
fOo», —21(z, %, )= —5f(x, x, H+4f (3 ¥, 2)+f(z, 2, %)
est la fonction suivante
f(x, 0, 0)=GCx, W+G (¥, x)—2G(y, 2)—2G (2, N+ G (z, x)+ G (x, 2)
G désignant une fonction arbitraire telle que G{x, x)=0.

Si Fon a A—Ay=—A;(0), de (1.3) on obtient

(1.8) (@+B) A {F(x, )+ F(y, x)}=0.

La solution générale de Iéquation (1.8), dans le cas ol «--f+0, est
donnée par

(1.9) F(x, y)=G (x, )—G (3, x),
ou G est une fonction quelconque.
Exemple. L’équation fonctionnelle
Fx, 2, 2121z %0 =%, )+21(y, ¥, D=3 f(z, 2 x)
a pour solution générale la fonction
fC, 7, 2=5G(x, N3Gy, N)—4G(y, +4G(z, -G (z, x)+ G (x, 2),
ou G est une fonction quelconque.

Dans ce qui précéde, nous avons supposé que a=B et a+fB340. Dans
e cas contraire, étant donné que «2-+P2++v2>0, on a asy et a+v+£0. Dong,
par un procédé analogue, on obtient (1.7) et (1.9).

La condition (1.2), dans le cas ol A;=A-—A,=0, est remplie pour toute
fonction F(x, y) ayant la propriété F(x, x)=0.

Exemple. L'équation fonctionnelle suivante

f(xa Vs Z)-l-f(Z_. X, V) -‘=f(y, Y Z)"‘f(Z, z, X)
a pour solution générale la fonction de la forme
f(x’ Vs Z)::F(xy y)_F(Y& Z),

oll F est une fonction arbitraire telle que F(x, x) =0.

' Tous les excmples, donnés dans cet article, sont résolus directement, sans utiliser
les formules générales.

5 Publications de ’Institut Mathématique
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Si I'on a (A~A2)2¢A§, les équations (1.3) et (1.4) ont comme solution
générale la solution triviale. D’apres cela, de (1.1) on trouve

(1.10) f{x,y,2)=0.

Exemple. L’équation fonctionnelle

S0, D+, 2, ) =f(x, x, )—f(2,2, )

a f(x,y, z)=:0 comme solution unique.

Passons 4 présent au cas a=pf=v. Immédiatement on trouve

Ay =8, =75 (#0).

L’équation cyclique (1.2) entraine
(1.11H) (A—A) F(x, y)—A, F(y, x)—A, F(x, x)=A, P (xX)—4A; P (),
ol P est une fonction quelconque.

Dans le cas a=f=v, I'équation (0.1) pour x=y =z devient
(1.12) (@a+b+c—-3a)F(x, x)=0.

Si I'on a a+b+c=3«, on trouve 3A,=A et la formule (1.11) regoit la
forme que voici:

2F (x,y)—F(y, x)=P(x)—P(y) + R(x),
avec F(x, x)=R(x).
De 13, en permutant les variables x et y, on obtient
—F(x,)+2F(y, x)=P(y)—P(x)+R(y).

En résolvant ces équations, on a
1
F(x, y)=?{P(x)—P(y)+2R(X)+R(y)}-

En utilisant la derniére égalité, de (1.1) on tire
(1.13) fxy,2)=0X)+0(N+2(2),
avec Q (x)=A,R(x).

Exemple. La solution générale de I’équation suivante

2f(x, Y, Z)+f(y9 Z, x)=f(x’ Xy y)+f(y9 ¥, Z)+f(2, 2 x)
est donnée par

f(x512=00)+Q(»+0(2) (Q, une fonction arbitraire).
Si on a a+b-+c+#3a, il faut que F(x, x)=0 et la formule (1.11) devient
(1.14) (A—A) F(x, )—AF(y, x) =0 P (x)—A P (D).
On en déduit
—M0F (x, p)+ (A=A F(p, X) = A, P ()4, P ().
La derniére égalité avec (1.14) donne

A {P(x)—P )} ,

F(xsy): A
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avec Phypothése As£2A;. Alors, Pégalité (1.1) devient
(1.15) f(x, y,2)=0.

Exemple. 1’équation fonctionnelle

Fx, 0 D +2£(0 X, D)=f(z, %, Y) =f(x, X, ) +f (3, 7, D+f(2, 2, X)

a pour solution générale f(x, y, 2)=0.

Si A=2A,, on peut metire {1.14) sous la forme suivante:

F(x, y)=P(x)=F(y, x)—P ().

La solution générale de la derniére équation est

(1.16) F,)=PX)+G(x, )+ G (y, x),

ol P et G sont des fonctions quelconques, mais telles que
1
G{x, x)= -—2-P(x).

Donc, on peut mettre (1.16) sous la forme suivante:
F(x,)=G(x, »)+G(y, x)—26(x, x)
et la formule (1.1) devient
(117 f3,20=GCx»N+Gr )+G( 2)+Gz, )+ Gz x)+G(x, 2)
—2G (x,x)—2G(y, »)—2G(z, 2),

ol nous avons remplacé G (x, ¥) A, par G(x, ).

Exemple. Toutes les solutions de I'équation fonctionnelle

F 2 D42f(3, 2, ) +3f(2, X, ) =3 (% %, V) +3F (3, ¥, D +3f (2, 2, %)

sont de la forme

[, 2. 2=G(x, N+G (1, )26 (x, )+ G () D +CG(z N—2G(» )

+G(z, x}+ G (x, 2)—2G (z, 2).
Dans le cas ou

1& By
By «#£0,
v o« B
de (1.2) on trouve
(1.18) (A—A) F(x, N—AF(y, x)—A F(x,x)=0.

Supposons & présent que lon ait A—A,—A,—A;70. Dans ce cas, au
moyen de la substitution y=x, I’équation (1.18) se réduit & F(x, x)=0. Vu
la derniére égalité, I"équation (1.18) devient

(A_A2)F(xs y)“A{&F(y, x)=0.

On a aussi

—B3 F(x, 3)+(A—A) F(y, x)=0.

Le systéme des équations précédentes est compatible si, et seulement si,

la condition suivante est remplie: (A—~A2)2=A§.

5
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Si Pon a3 A—A,=A, (5#0), on obtient
(1.19) F(x,9)=G (x, ) +G(», %),
ot G doit satisfaire a G (x, x)=0.

Exemple. Toute solution de I'équation fonctionnelle

f(x’ya Z)+f(Z, xay)=2f(x’ Xy y)+f(ysys 2)9

est donnée par la fonction
fxy=GEXN+G@.x)+3G (3, 20+36G (-G (-G (x, 2),

ou G est une fonction quelconque telle que G (x, x)==0.

Dans le cas ot A—A,=—A; (%£0), la solution générale est
(1.20) F{x,y)=G{x, )—G{(y, x).

Exemple. 1’équation fonctionnelle

fO 50+ (x50 =—f (. N—10,2)
a comme solution générale la fonction
f(xy,2=G(zx)—G (x,2) (G, une fonction arbitraire).

Enfin, pour A—A,=A,=0, la condition unique & laquelle doit satisfaire
la fonction F est F{(x, x)=0.

Exemple. La fonction f(x,y, 2)=F(x,y)+F(y,2) (F(x,x)=0) est la solution générale
de I'équation suivante
fl@xn=f,xn+f(z25,x).
La condition (A—A,)2#A} aboutit & F(x, »)=0.
Exemple. 1.’équation fonctionnelle
fEnD+Hf Gz, 0= (x, %)
a, pour solution générale, f(x, y, 2)=0.

Passons & présent au cas A—A —A,—A;=0. De (1.18), en permutant
x et y, on trouve

—B3 F(x, )+ (A=) F(y, X)—4: F(»,»)=0.
En utilisant la derniére égalité et I’équation (1.18), sous I'’hypothése
(A—Ay)2#A%, on obtient
(A—-3) R(x)+ 23 R(»)
A+ 24,

(1.21) F(x, y)=
avec la notation F(x, x)=R(x).

Exemple. Toute solution de I'équation fonctionnelle suivante

—~2f(x, 3, 2)+f(, 2, X)=—f(2,2,X)
est donnée par

fl,»,2)=2R(x)+R{HI+2R(2) (R, une fonction arbitraire).

Dans le cas A—A,=A; (540), on obtient A;=0. Alors, 1’équation (1.18)
devient

(1.22) Fx,»)=GxN+G1,%).
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Exemple. La solution généraele de I'équation fonctionnelle

[ 3, D+ fh 2, x)=2f(, x, N—f. 1. D)+ f(2,2, %)

est
[, 1 2D)=2F(z,x)—F (3,2 +2F(x, —F(z, ») {F, une fonction arbitraire).
Si lon a A—Ay= —A; (£0) = A= —24A,, équation (1.18) devient
(1.23) Fx, )+ F(y, x)=2F(x,x).

Si I'on y permute x et y, on obtient
(1.24) Fx,)+F(,x)=2F@,).

En confrontant les équations (1.23) et (1.24), on trouve F{x, x)=F(y,»)=N
(= const) et I'équation (1.23) donne

(1.25) F(x,9)=G(x,)—G(y, x)+N.
Exemple. La solution générale de I'équation fonctionnelle

£ 9, 24212 x, N =2f(x, x, N—2f(3, », D+3f(z, 2, %)
est déterminée par

fx, 3, D)=2F (x, »)~F(z, X)—2F (v, x) +F (x, 2)+ N (F, une fonction arbitraire; N=const)

Enfin, la condition A—A,=A;=0 entraine A;=0 et alors Iéquation (1.18)
est satisfaite pour toute fonction F.

Exemple. La solution générale de I'équation fonctionnelle

2f (3, D+ 3 (g X))+ (2 6 ) =f 6 x, N+ 2f (1 », D)+ 3F(z 2, x)

est
S, 3, =F(» 2 (F, une fonction arbitraire).
2. Etant donné que
A=(a+b+c){(@a—by+ (b—c)+(c—a)},
on a

A=0 = a+b+c=0Veaa=b=c.
Considérons le cas ot a=b=c. De (0.1) et (0.2) on tire
2.1 (a—V) F(x, )+ @—0) F(y, 2)+ (y—B) F(z, x)=0,
avec la notation f(x,x,3)=F(x,y). Si on a a=B=7v, la condition (2.1) est
;‘%rgr}ziie pour toute fonction F. Dans le cas ol a=f=7v (3%0), équation (0.1)
(2.2) {af (x, y, D)—of(x, x, )} +{af (v, z, X)—a f (1, ¥, 2)}
+{af (z, x, Y)—af(z, z, x)} =0.

C’est I’équation cyclique dont la solution générale est
(2.3) S 669, 2= = Fx, )+ ux, y, D—u(p, 2, %)

avec la notation f(x,x, y)=F(x,y).
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En portant (2.3) dans (2.2), il vient
{ocF(x, y)~—~(:»2F(x, Xy —au(x, x, y) +oau(x,y, x)}
HaF QL= F () —au(p, 3.2 4 o (0, 2.0)]
+ [ocF(z, X)— f:—l F(z, 2)—au(z, z, x}+au(z, x, 2)} = 0.
C’est I’équation cyclique dont la solution générale est
F(x,3) = F(x,2) +u (X, 9)—ux, 7, 05— R ()= R(),

ol la fonction R est arbitraire.

En utilisant Ia derniére égalité, dans le cas oll «= a, I’équation (2.3)
conduit a

Q4 [y, 2)—ux,y, )—u, 2, x)4 ulx, X, y)—u(x, y, x) + 5 ()= R ().
ol I’on a F(x, x)=S(x)—R(x).

Exemple. Toute solution de I’équation fonctionnelle
ot fFey )+ fh 2,0+ x ) =F % x0)+ (0,5, 2)+f(2 2, %)

SOy, 2)=u(x,,2)—u(y,z,X)+u(x, X, )—u(x,y,x)+ S (x)—R(»).

Pour as£a, a4 partir de (0.1), il vient F(x, xX)=0. Vu la derniére égalité
Péquation (2.3) se transforme en

2.5) fe,y,2)=u(x,y, 2)—u(y, z, x)+ % {u(x, x,y)—u(x,y, %)} R(x)—R(y).

Exemple. L’équation fonctionnelle

2f(X,y, z)+2f(y, 2y x)+2f(29 X, y) ".f(xv x7y) ':‘f(y)y’ Z)+f(Z, Z, X)

a pour solution générale la fonction suivante
1
f(x) Vs Z) =u (X:y’ Z)—” (y’ Z, x) +72‘ {M (X) X, y)‘” (X: Vs X)} + R (X)“‘R (V)

Supposons maintenant que tous les trois paramétres «, 3,y ne soient
pas égaux entre eux. Soit, par exemple, «+~. Alors, & partir de (2.1). pour
z=29(=const), on obtient

(2.6) F(x,y)=G(x)+ H(»),

ol nous avons employé les notations

G- —T=P F@x), HO) - —P % F, 2.

= a—

Si dans (2.1) on porte F(x,y), donné a l'aide de (2.6), et si I'on pose
x=u, y=z=)" (=const), et aprés cela x=z=p0, y=u, on obtient I’une apres
I’autre les égalités

) (@—{G @)—G ()} +(—B) {H w)—H (¥} =0,
(2-8) B {GW—GON + @1 {HW—H()}-0.
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Etant donné que

A e O Y (Y

f—a  a—y
de (2.7) et (2.8) on trouve G (u)=G (3°) et H(u)= H (3%, ou bien
2.9 F(x,y)=M (=const).
Alors, I'équation (0.1) devient
210) {62, )—N}+ {fO, 2 )=N} + { £z %, 9)—N} =0,
avec

yotBtN M
3a

La solution générale de I’équation cyclique (2.10) est
(2.1 ey )=ulx,y, 2)—u(y,z,x)+N.

Pour que (2.11) soit une solution de I’équation (0.1), la condition sui-
vante doit étre remplie

(2.12) o {u(x, x, y)—u(x, y, O} +8{u(y,y, )—u, 2, »)}
+v{u(z, z, X)—u(z, x, 2)} =0,

car, 4 partir de (2.10) et (2.9), on a M =N,

Pour que I'équation (2.12) ait des solutions non triviales par rapport 2
u(x, x, )—u(x,y, x), la condition suivante doit étre remplie:

Lo B v
@13 'y @ =0.
; By «
Nous avons supposé que «#y. Donc, en partant de (2.13) on obtient
2.14) ‘ a+B+vy=0.
Alors, en faisant, dans 1’égalité (2.12), z=z% on trouve
(2.15) u(x, x, y)—u(x, y, x)=Px)-+Q (),

avec
P(x)m "‘}:" {u(zﬂ’ ZO’ x)—u(z", X, ZO)}! Q(y):i{;t’z {u (y& Vs z°)—u(y, Zo’ y)} .

Si I'on pose x=y dans (2.15), on trouve P(x)= —Q(x). D’apres cela,
fa formule (2.15) devient

(2.16) u(x, x, »)—u(x,y, x)=P(x)—P(y).
En portant (2.16) dans (2.12) et mettant & profit (2.14), on obtient
Qo+ PN+ =) P+ (—2v—a) P(2)=0.

De 13, étant donné que oY, on arrive & P{x)=M (=const). Donc,
I'équation (2.16) fournit

(2.17) ulx, x, »)—ulx,y,x)=0,
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Cette équation impose 2 la fonction u(x, y, z) des restrictions seulement

u(x, 3,20 AY#FxAz#FEX)N(=x-2),
(2-18) u(x,y, Z)={ g(x (z=x#Y),

g(x,2) (y=x#2),
ol g et h sont des fonctions quelconques.

Dans le cas ol a+B8+v#0, a partir de (2.12), on trouve immédiatement
(2.17), Donc, dans ce cas la fonction u est aussi donnée par (2.18).

Exemple. La fonction (2.11), ot la fonction u est donnée par (2.18), est la solution
générale de ’équation fonctionnelle

T v 2+ (0 2, D+ £(2, 2, 3y =1{x, x, )—F (¥ 2).
Passons maintenant au cas
2.19 at+b+c=0.
L’équation (0.1) devient
(2.20) al{f(x,y, 2)~f(z, x, N}~b{ f (2, x, »)—f (¥, 2z, x)}
=a F{x, N+BF(, 2+ Fz x),

avec f(x, x, )= F{x, y). Nous avons aussi, d’aprés (0.2) et (0.3), les équations
suivantes:

(2‘21} a{f(ya z, X)““"f(x: Vs Z)}'—‘b{f(xa Y, Z)“““"f(zﬁ X, y)}
=aF(y,2)+BF(z, X)+v F(x.)),
(222) a {f(z9 X, y)——-—f(y, z, X)}«-b{f(y, 2, x}""f(xs Y5 Z}}

=aF(z, ) +BF(x,»)+vF(,2).

En additionnant, membre & membre, les égalités (2.20), (2.21) et (2.22),
on parvient &
(@ +B+{F &) +F(,2)+F(z, 0} =0.

Dans le cas oll a-+f+v+0, la condition suivante doit étre remplie:
F,n+F(y, 2+ F(z,x)=0.
C’est 'équation cyclique dont la solution générale est
(2.23) F(x,y)=P(x)—P(y).

Supposons que l'on ait a=b. Alors, d’aprés (2.20), (2.21) et (22.2), en
utilisant (2.23), on obtient

[z x,5)
+ PP+ BPOY+YP @} + 8 {yP(x)+oP (M +BP{D)} +ab BP{(x)+yP )+ al (2)}
b3
=f(x, 5,2 .

n @ {aP )+ PP+ P ()} +8 [YP ) +aP (D) +EP ()} +ab (BPO)+Y P () + P ()}
@ b3 -
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La derniére équation a comme solution générale la fonction suivante:

(2.24) fx9,2)

+ @ {aPM+BP(+yP ()} +H (Y P+ 2P () +BP ()} +ab (BP () +vP (g +uP (1)}
a?~—bh®

::"G(xsy’ Z)+G(y* Z, x)_i“G(Z’ X, y)
Etant donné que f(x, x,y)=P(x)—P(y), de (2.24) on obtient
(2.25)  P@)—PM+Rxx,)=CGx x,)+G(x,y,x)+G (¥, X, X),
avec '
2.26)  R(x,2)

_ @ {aP () +BP @ +YP ()} +E {YP (N +aP () +BP ()} +ab (PP (MY P @ +aP (x)}
ad- b8 )

La solution générale de I'équation (2.25), avec les notations

G(x,y,x)xK(x,y), G(y,x,x):L(y,x),

est

227y Gy, 2y=H{(x, 3, 2) (y#ExAYyFzAzFX),
=K{x, ¥ (E=x+#5),
=L (x,) (z=y#x),

=P(xX)—P()+R{x, x,2)—K(x,2)—~L(z,x) (y=x%#2z),
STRExY  r=y=2),

ou H, K, L, P sont des fonctions quelconques et R une fonction donnée par
la formule (2.26).

Exemple. 1équation fonctionnelle
Fx 2 0—F(3 5 x)=f(x %)

a comme solution générale la fonction (2.24), ot G est donné par (2.27).

Dans le cas g=b, I'équation (2.20) a la forme que voici:

af(y, z, X)—af (z, X, ) —a P(x)—BP(y)—Y P (2)

La derniére équation entraine
2.28)  af(z x,0)—af (x, 3, )—aP() —BPE@—1 P(x)
= Q(xa Vs Z)+ Q(y: z, X)“f" Q (Z> X, y)

En partant de {2.28), on obtient, par permutation cyclique des variables
x, y, z, deux nouvelles équations qui ajoutées a (2.28) donnent

3{0(x, 3, 2)+ (3,2, )+ 0 (2, %, Y) } = — (@ + B+ V) {P () +P(N+P(2)}.
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Vu la derniére égalité, I"équation (2.28) prend la forme que voici

(229) le (Z’ X, y)“_R (y" Z) :af (X, y) Z)’fR (Za X) s
ol ‘
(2.30) R(y,z)= :Q:E‘fgﬁj_”{ P y)__%_‘;:;t:? P(2).

La solution de I'équation (2.29) est
231) f(xy.2) - 2 (R(z ) +G(x,9,2)+G (3,2, 0+ G (z, x, ») }.
Ftant donné que f (x,x,y)= P (x)—P(y), on a

S (232)  a{PXO)—PO)} =R )G (X, x, 01 G(x,py,x)+ G (¥, x, x).
En posant G (x, y, x)=K(x,y) et G(y,x, xX)=L(y,x), a partir de

2.33) G(x,p,2)=H(x,y 2) (y#XAYFzZNz#X),
=K (x,y) (z=x#Y),
=L (x, ) (z=y#x),

=aP (x)—aP (2)—R (z, )—K(x,2)— L (z,x) (y=x72),
zﬂéR(x,x) (x=y=2),

ol H, K, L, P sont des fonctions quelconques et R une fonction donnée par
(2.30).
Exemple. La solution générale de I'équation fonctionnelle
f& D (2, x)-21( %3 =f{x, x, »)
est la fonction (2.31) ol G et R sont donnés par (2.33) et (2.30).

Passons & présent au cas a+B-+v=0. Si on a a#b, de (2.20), (2.21)
et (2.22), on obtient

(2.34)
f(Z x )_a2 {aF (z, x)—~BF(y, 2} + B* {aF (x, »)—LF (z, X)} +ab {«F (y, Z)_BF(ﬁX).}
s X ¥ B
~ Flx Z)Haz {aF (x, )—BF (z, O} + B {aF (y, 2) ~ BF (x, )} + ab {oF (z, ) —BF (3, 2)}
2 y’ as__ubs .

La solution générale de I’équation (2.34) est donnée par

(2.35) f(x,3,2)=G(x,»,2)+G(y,2,X)+G(z X, »)

4 ‘i{{__%ch’ y)‘—IBF(Z9 X)} +b2 {ocF(y, Z)WBF(X’ y)} -+ ab {OCF(Z9 X)"—QF(J@ Z)}
P X .

Si Ton fait x=y=x', z=)/, étant donné que f(x, x,y)=F(x,y), la for-
mule (2.35), aprés omission de 'accent, devient

(2‘36) F(Xﬂ y)ﬁR(xs X, y) + G(X, X, y) + G(X, ¥, X)+G(}’, X, X),
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avec
(2.37)
R(x,,2)= @* {aF (x, W—PBF(z, 0} + {OCF(X;?‘%;:’F (x, i} rab {aF(z, )—BF(» 2}} ‘
De 13, si 'on pose G (x,y, x)=K(x,)), G(y,x,x)=L(y, x), on obtient
(2.38) G(x,y,2)=H(x, ¥, 2) (YEXNANYFEZAZFX),
=K(x, y) z=X7y),
=L,y (z=y#x),

=F(x, z)—R(x, x,2)—K(x, z2)—L(z, x) (y=x+12),
= ; {F(x, x)—R(x, x, x)} (x=y=1),

ol H, F, K, L sont des fonctions arbitraires et R donné par (2.37).

Exemple. 1équation fonctionnelle
f(xv Vs Z)—*f(}’, Z, X) =f(~x: X, J’)*2f(y, Y 2)+f(2, Z, X)
a comme solution générale la fonction (2.35), ot G est donnée par (2.38) et R par (2.37).

SiPona atB+v=0Aa=> (+0), 'équation (2.20) prend la forme suivante
f(ya Z, x)——f(z, X, y) +%F(Z7 X __._%_F(y’ Z)

= f(z, X, ¥)—f(x, », z)+%F(x, y)——EF(z, x).

a
Cette équation a pour solution générale Ja fonction suivante:

(239) X 0)—f (50,2 1 EFG )2 FE )

= Q(X,y, Z)+Q(y’ Z, X)+Q(Z, x,y).

A partir de la derniére équation on obtient, par permutation cyclique
des variables x, y, z, deux nouvelles équations, qui ajoutées a (2.39), donnent

(0(-—@) {F(xa }’) JV“F(y: Z)*?— F(Z, X)}: 3a {Q (x: Y, Z)+ Q(ya z, JC)+ Q(Z’ x’y)}'
En appliquant la derniére égalité, I’équation (2.39) se raméne a
F @ % D) = (= 2BF (7, ) —BF (x, )= aF (x,7) + «F (2, %)}
- f(x, 3, z)w«;—a (—28F (@, %)—BF(y, 2)—aF (y, 2)+ «F (x, )}

La derniére équation a pour solution générale la fonction
(2.40) [0, 2)=R(x,3,20)+G(x3,2)+G(,50+G6( X)),
ol nous avons employé la notation

(2.41) R(x, y, z):gl;{_ZBF(z, X)—BF (3, 2)—aF (9, 2)+ aF (%, )} -

Etant donné que f(x, x, ¥)= F(x,y), avec les notations G(x,y,x)~
—K(x,y) et G(y,x,x)=L(y,x), on obtient (2.38), ou H, F K, L sont des
fonctions quelconques et R donné par (2.41).

Exemple. La solution générale de I'équation

FOO 3, 2+ 2,021z, %) =2 (%, x, )~ (0 2—f(z, 2, %)
est la fonction (2.40) suivie de (2.38) et (2.41).
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En résumé, on a le tableau suivant

Solution .
Conditions 2 vérifier gdé:éé)aflle) : supf)cl)énrgé:trllct);isres
| A=A, A(£0) () | (L7 avee G (xx)=0
| A—A, = —A, (£ 0) (1.1) (1.9)
atBry=0 1 s _A—n-0 (L.1) F(x, x)=0
! (A—AY # A2 (L10) |
‘ a+b+ec=30 (1.1) (1.13)
o=y a+b+cF 3, AFE2A (1.1 (1.15)
a+bic#3a, A=2A, (1.1) (1.17)
A—A—A,—A, # 0
. 1 , X)==
A—A, = A, (£ 0) } (1.1 (1.19) avec G (x, x)=0
A—A—A,—Ag# 0
1.1 1.20
AB=—ty(z0y )| D] 29
A£0 A—A—A,—Ay £ 0 } iy .
NN (LD (5 )=
@ B v A=8—A =8 F0 (1.10)
(A—A) £ A
T B A A-A=0
Th e e } LD (1.21)
By o« A AF£AS (
A—A—A,—Ay =0 }
1.1 122
A—By =By (#0) h a2
A=A —D,—Ay=0 }
1.1 1.25
At=—ayzoy )| D0
A—A,—A,—Ay =0 } 12
A—A,=A;=0
x=RB=y=a 2.4)
a=b=c x=B=vy#a (2.5)
dans les autres cas (2.11) (2.18)
a+B+yF0 ‘
ath } (2.24) @27
A=0
“HHY#O} @231 | (2.33) avee (2.30)
a=b(#0)
a+bte=0 Bry =0
s =
a;&b} (2.35) (2.38) avec (2.37)
at+f+y =0
a=b(£0) } (2.40) | (2.38) avec (2.41)
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