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1. Introduction

Soient S un ensemble non vide quelconque et M un groupe abélien additif.
L’équation fonctionnelle cyclique

(1.1) Sxy, Xa, ooy Xpog, X)) F (X, Xgy ooy Xp, Xpag) k- -
+f(xn—p+1; Xn—ptes -+ Xn—1> Xn) +f(x"—p+2, Xn—p43s s Xn s x1)+ c
Ff (Xny X0, ooty Xpogs Xpmq) =0 (p<n),

ol f:8°— M désigne une fonction inconnue, a été résolue [1] sous la condi-
tion suivante:

Hypothése H. Dans le groupe M I’équation
mX=A (m, nombre naturel<n, A M, X&E M)

posséde, par rapport d X, une solution unique.

L’objet de la présente Note sont deux cas particuliers de I’équation
fonctionnelle plus générale

(1.2) JrGo, Xa, oo Xpo1, X)) F e (X, Xa, o, X, Xpr)t oo
+fo-pt1 (Xn—ps15 Xn—pta, -+ 5 Xn—1, Xn)
+fnepre (Xn—pros Xn—piay -+- » Xn, X))+« -
Ffn (ns X150 ooy Xpog, Xp—1) =0,

ol les fonctions f:S?>M (k=1, 2, ... , n) sont inconnues.

L*équation (1.2) a été résolue [2] dans le cas ot n>2p—1.

Suivant une méthode qui sera exposée dans les paragraphes suivants
nous avons obtenu, entre autres, les résultats suivants:

La solution générale de I’équation

(1.3) S1 (%1, Xg, X5) +f3 (X, X3, Xg) +f3 (X3, X4, Xp) + 4 (X5 X3, X5)=0
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est donnée par
S1(xxs Xp, X3) = Fy (31, X2) —F (x5, x35) + Hy (x5, %),
f2(Xa, X3, Xg) = Fy (X3, xg)— F3 (x5, x5) + Hy (X4, Xy),
Sa (%3, Xa, X)) = Fy (x5, x)—Fy (X4, X)—Hy (%3, xv),
Sa(Gxas x1, %) = Fy (%4, 1) — Fy (X1, X)— Hy (x4, X5),

ol Fy, F,, F,, F,, H,, H, désignent des fonctions a valeurs prises dans M.
La solution générale de I’équation

(1.5) J1 (e, Xg, Xg, Xg) +f2 (X2, X3, X4, X5) +f3 (X3, Xg, X5, X))

+fo (Xg5 X5, X1, Xo) +[5 (X5, X1, Xz, X5) =0

(1.4)

est donnée par
S1 (s Xg, X5, Xg) = Fy (%1, X, X5)— F (Xg, X3, X4) + Gg (%1, X2, X4) — G5 (X3, Xg, X1),
Sa (xa,s X3, X4, X5) = F5 (X3, X3, X)) —F1 (X3, X4, X5) + Gy (Xp, X3, X5)— Gy (X4, X5, %),
S (X3, X4, X5, X1) = Fy (X3, X4, X5)—F (Xa, X5, X1) + G5 (X, Xy, X)) — Gy (X5, X1, X3),
Sa (x5 X5, Xy, X3) = Fy (x4, X5, %1)— F3 (x5, X1, Xo) + G1 (X4, X5, X2)— G (X3, X2, X4),
S5 (X5, Xy, Xa, X3) = Fy (X5, X1, Xo)—Fy (X1, X3, X3) + Gy (X5, X1, X5)— Gy (X2, X3, X5),

en désignant par F, et G, (v=1, 2, 3, 4, 5) des fonctions & valeurs € M.

Les équations (1.3) et (1.5) rentrent dans le cas difficile de I’équation
(1.2), caractérisé par la condition p<n<<2p—1.

Nous avons aussi démontré qu'on peut obtenir la solution générale
de I’équation

(16) f(xl, Xg5 x3) +f (xz, X3, x4) +f (xaa X4 xl) +f (X4, X1, x2)=03

en partant de la solution (1.4) de I’équation (1.3), avec fi=fo=Ffa=fy=/f, ce
qui justifie que (1.3) est vraiment une généralisation de 1’équation (1.6). En
déterminant la solution en question, I’hypotheése H, pour m=2, s’impose.

La méthode que nous avons employée pour résoudre les équations indiquées
plus haut est élémentaire, mais elle exige de calculs compliqués. Nous essayerons
de simplifier ladite méthode pour obtenir la solution générale de I’équation
(1.2) dans le cas difficile pour tout p et n (p<n<<2p—1).

A notre connaissance, les équations fonctionnelles dont il s’agit dans cet
article ne sont pas étudiées dans la littérature mathématique.

Certains des résultats indiqués ici sont brieévement donnés dans une
Note, publiée dans les Comptes rendus de I’Académie des sciences de Faris,
t. 257, 1963, p. 2951—-2952.

2. L’équation fonctionnelle
S1 (X X5y X3) + 1o (Xas X35 X0) +f3 (X35 Xa5 X1) 3 (%45 Xy, X2) =0
Considérons I’équation fonctionnelle & quatre fonctions inconnues
2.1) S1 (1, Xo5 Xg) + 13 (X2, Xa, Xg) + f5 (X5, Xg, X)) +fa (X5 X1, X2) =0,

oll les variables x,, x,, x3, X, se succédent cycliquement comme dans I’équation
(1.6).
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Si I'on fait, I'une aprés Pautre, les substitutions suivantes!
Xy= X3, X3 =X], Xy = X3, Xz = X3,
on obtient respectivement:
S10Gers Xay Xg) = Fy (Xy, %) -+ Gy (X3, Xg) + Hy (X3, X1),
Ja(xa, X3, Xg) = Fy (Xa, X3) + Gy (X3, X9) + Hy (X4, X3},
f3 (X3, Xq, X9) = Fg (g, X3) + Gy (X4, x1) + Hy (X1, Xg),
J1(xq, X1, X9) = Fy (x4, X1) + Gy (30, X) + Hy (X3, xy).

(2.2)

Les fonctions fi(u,v.w), (4, v, w), fa(u,v,w), fy(u,v,w), données par
(2.2), représentent une solution de (2.1) si, et seulement si, Pon a

(2.3) Fy (%y, X0) + Fy (g, X3) + Fa (x5, X9) + Fy (x4, Xy)
+ Gy (g, X3) + Gy (x5, Xg) + Gy (X4, X)) + Gy (X1, X3)
+ Hy (%3, X1) + Hy (x4, X2) + H (X1, X3) + Hy (X3, x)=0.

Lorsque Pon considére deux des variables xy, x;, X3, X, comme constantes
prises arbitrairement dans S, I’équation (2.3) conduit 3 six équations suivantes:

Fy (xy, xg) + Gy (X1, X5) = A7 (%) + By (x3),
Fy (X5, X3) + Gy (xa, Xg) = A (Xp) + By (x3),
Fy(xy, X;) + Gy (x5, Xg) = A5 (x3) + B (%),
Fy(xg, X))+ Gy (xg, %) = Ay (x) + By (xy),
Hy (x5, x0) + Hy(xy, X35) = A5 (X3) + B (x1),
Hy(xy, Xp) + Hy (X, Xg) = Ag (x,) + B (%)
Vu (2.4), les formules (2.2) deviennent
S1 (15 Xa, Xg) = Fy (%, Xo)—Fy (Xg, X3) + Hy (%5, x1) + A (X5) + By (x3),
Sa(xas X3, Xg) = Fy (Xa, X3)—F3 (3, Xg) + Hy (Xg, X5) + A5 (x3) + By (%)),

2.9

@3 Sa (X, Xq, X1) = F3 (X3, Xa) —Fa (x4, X)) — Hy (x5, X) + Ay (xq) -+ By (%)
+ A5 (%) + B;(x),
Sa(xg5 X1, X5) = Fy (%45 Xg) — Fy (%1, Xo)—Hy (Xq, X5) + Ay (X1) + By (x5)
+ Ag (%) + Bg (x5).
Pour que (2.5) soit une solution de (2.1), il faut et il suffit que
(2.6) Ay (%) + By (x1) + Bs (x1)
+ Ay (X5) + By (x5) + By (x2)
+ Ag (x3) + A5 (x3) + B (x3)
+ A, (%) + Ag (x4) + B () =0.
Uox], X3 ¥3, ... (v=0,1,2, ...) sont des constantes arbitraires appartenant a Pen-

semble S.
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En considérant, dans |'équation fonctionnelle (2.6), les trois des variables
X1, X3, X3, X4 comme constantes arbitraires, on obtient les quatre équations
suivantes:

Ay (X)+ By (X) + B; (x) =Ky,
Ay () By () By ()= ks,
A5 () + Ay () + By () =Ky,
Ay (x)+ Ag () + By (x) =k, ‘
ol ky, ko, kg, ky, avec ky+k;+ kg +k, =0, désignent des constantes a valeurs & S,
Les formules (2.5), vu (2.7), deviennent
S1(xas Xg, Xo) = Fy (X3, Xo)—Fy (X3, X3} + Hy (X5, X1) + Ay (x2) + By (x3),
2.8) S (xa, X, Xg) = Fy (a5 X3) —F3 (x5, Xg) + Hy (x4, x5) + Ay (x5) + By (x,),
Ss (X5, X4, x1) = Fy (X3, X)) —Fy (x4, x)—Hy (x5, X1} + A4 (x9)— B, (x3)
~— Ay (x5)— Ay (xp) + ky + kg,
SaGegy X0, x9) = Fy (x4, X)— Fy (X, Xo)— Hj (g, x9) + Ay (x1)— By (x,)
— Ay (x2)— Ay (x) + ky+ kg,

Q.7

avec ky+k,+ky+ky=0.
Introduisons maintenant les nouvelles notations suivantes:
FY (X1, X9) = Fy (33, Xg) + Ay (xp),
Fy (xp, X3) = Fy (X3, X3),
Fy (x3, x3) = F3 (x5, x5)— A3 (x3),
Fy (x4, x1) = Fy (x4, Xp)— Ay (x9) + Ay (x)—ky—ks,
Hy' (x5, %) = Hy (%3, X;) + By (X3),
Hy' (x4, x9) = Hy (x4, X3) + By (x,).
Les formules (2.8) s’écrivent alors comme suit (les accents sont supprimés):
1 (s Xy, X3) = Fy (X, Xo)—Fy (%3, X3) + Hy (X3, X4),
Sa (%, X3, Xg) = Fy (3, X3)—Fy (x5, xg) + Hy (x4, Xa),
Sa(xs, Xg, X9) = Fy (x5, X0)— Fy (X4, Xp)— Hy (X3, X3},
Sa (%, X1, X) = Fy (x4, X)—F; (X1, x2)—H; (x4, Xp).
- D’aprés ce qui précéde, on peut énoncer le résultat suivant:

2.9

Théoréme 1. — Si S est un ensemble non vide arbitraire et M un
groupe additif, toutes les fonctions

Sr:S¥-M *k=1,2,3,4),
satisfaisant & I'équation (2.1), sont donnédes par:
fr@, v, wy=F, (u, v)—F; (v, w) + Hy (w, u),
Ja (v, W) =F, (u, v)—Fy (v, w}+ Hy (w, w),
Sa(u, v, wy=F3 (u, v)—Fy (v, w)—Hy (u, ),
Sa @, v, w)=Fy (u, v)—F, (v, w)— H; (u, w),
ot Fy, F,, F;, F,, Hy, H, désignent des fonctions & valeurs dppartenant ¢ M.

(2.10)
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3. L’équation fonctionnelle
FL(xq, Xg, Xg, X))+ 13 (X, X3, X4, X5) + f3 (X3, X4, X5, Xy)
+fi (x5 X5, Xq, X3) + S5 (x5, Xq, X5, X3) =0

x

Envisageons & présent I’équation fonctionnelle 4 cing fonctions inconnues

3.1 J1 (g, Xg, Xg5 Xg) 3 (s Xa, Xgy X5) + [5 (X35 Xgs X355 Xy)
+fa (x40 X550 X15 X} +f5 (X5, Xy, Xg, X5) = 0.
Si I'on y pose successivement
Xs=x§, X1=X], Xz=X3, X3=X3, X4=Xxi,
on obtient respectivement
S1(x1, Xa, X3, X4) = F5 (Xa, X3, Xg) + G5 (X3, Xq, Xy)
+ Hy (xg, Xy, X9) 4+ 15 (xq, X3, X3),
Sa(Xas X3, Xg, X5) = F3 (X3, X, X5) + Gy (X, X5, Xp)
+ Hy (x5, X5, Xg) + I3 (g, X3, Xg),
(3.2) Sa(xy, x4, X5, X0) = Fy (X4, X5, X0) + Gy (x5, X1, X3)
+ Hy (xq, X3, Xg) + Iy (X3, X4, X5),
Sa(xqy X5, X1, Xp) = F3 (X5, Xy, Xg) + Gy (%1, Xg, Xy)
+ Hy (xg, x4, X5) + Ty (x4, X5, X1},
S5 (x50 X1, Xa, Xg) = Fy (%, Xp, X5) + Gy (X2, X3, X5)
+ Hy (X3, X5, Xp) + Iy (X5, X1, X5) -

Pour que (3.2) soit une solution de P'équation (3.1), il faut et il suffit
que I'on ait
3.3 Fy (x5, x4, X5) + Gy (x4, X5, X9) + Hy (x5, X5, X5) + 11 (g, X5. X,)

+ Fy (x4, X5, X1) + Go (X5, Xy, X3) + Hy (X1, X3, X,) + L (X3, X4, X5)
+ F3 (x5, X1, Xg) + G (1, X, Xg) + Hy (Xa, Xg, X5) + L5 (x4, X5, X7)
+ Fy (0, X5 Xg) + Gg (Xg, X3, X5) -+ Hy (x5, X5, x1) + Iy (X5, X1, Xp)
+ Fy (xg, X3, X9) + G5 (X3, X4, X1) + Hy (X4, %3, x5) + 15 (X1, X5, Xg) = 0.

Si Pon y fait siiccessivement les dix substitutions suivantes:

1° x;=x7, X3=Xx3; 2° x;=x%, x3=x3;
3° xi=x}, Xxe=xa; 4 xi=x1, xs=x3;
50 xa=x3, Xx3=x3; 6° Xp=X3, Xa=Xy;
7° X2=X3, Xs=Xx3; 8 x3=x3, xs=x3;
9° x3=x3, xs=x3;  10° x4=x3, xs=x3,

3 Publications de I'Institut Mathématique



34 D. 8. Mitrinovi¢

on parvient a dix équations suivantes:
F (xg, x4, X5) + [ (x5, X4, X5) =812 (X5, Xg) + g1z (%, X5) -+ g12 (X5, Xa) ,
Gy (x4, X5, Xo) + Hy (X3, X4, X5) = g13 (X, X9) + 813 (640 X5) + 813 (X5, Xo) ,
Hy (x5, Xg, X3) + Gy (X, X3, X5)=g1a Xy, X5) + 814 (s, X5) + gf4(x5, Xp)
Fy (X3, X3, Xg) + Iy (X2, X3, x4)=g{5 (Xg, X3) + £15 (X3, Xa) +gis (xa, Xa)
(3.4) Fy(xq, X5, 1) + 15 (X4, X5, X)) =823 (X1, Xg) + 825 (X4, X5) +g3 (X5, Xp)
Gy (x5, Xy, Xg) + Hy (Xg, X5, X3) = 824 (X1, Xo) + 824 (X5, X5) + 824 (X5, X1) ,
G (X3, Xq, x) + Hy (X1, X3, Xg) = €25 (X, Xg) + 825 (Xg, Xy) +83s (X5 X1),
Fy (x5, xq, x) + 1y (x5, x4, xz)=g§4(x1, X3) +g§4(x2, x5)+g§4(x5, X, k
Hy (x4, X1, X2) + Gy (X1, X3, Xg) :g;S (%1, x2) +g§5 (xz, X4) +g§5 (x5, x1)
Fy(xy, Xy, X5) + I5 (X1, Xp, X3) = gas (X, Xg) + g5 (Xa, X5) + g5 (X5, X7) .
Les formules (3.2), vu les équations (3.4), deviennent:
J1 (X1, Xa, Xa, Xg) = Fy (xa, X3, Xg) —Fy (X1, Xg, X3) + G5 (X5, X4, X1)— Gy (X1, Xp, Xg)
+g‘115 (%1, x9) + g4215 (xg, X3) + 825 (>3, xp) +g:l!5 (X1, Xa)

2 3
+ 835 (X2, Xo) + 835 (X4, X1) »

Ja(Xg, X3, Xy, Xg) = Fy (X3, Xg, X5)— Fs (X3, X3, Xg) + Gy (X4, X5, X3) — Gy (Xa, X3, X5)
1 2 3 1
+ 815 (X2, Xa) + 215 (Xg, Xx5) + 815 (¥g, X5) + 814 (5, Xg)

2 3
+gia{xs, X5) + g1a (x5, Xo) ,

Ss(Xs, Xg, X5, X)) = Fy (X4, X5, X)) —Fy (X, Xq, X5) + Ga (X5, X1, X3)— G5 (x5, Xq, %)
(3.5) +g12(Xy, %) + 812 (Xg, X5) + g12 (X5, Xg) + €35 (X1, X3)

2 3
1+ 825 (X, X+ €25 (Xq, X1) ,

Jfa(xa, X5, X1, Xo) = F3 (X5, X1, Xo) —F3 (X4, X5, X1) + Gy (X1, Xp, Xg) — Gy (Xg, X5, Xy)
+ 823 (%1 Xg) + 823 (Xa» X5) + £33 (X5, X1) + 813 (Xg, Xy)
+813 (Xg» X3) +&13 (X5, X2) ,
T (%5, X1, Xa, X5) = Fy (x4, Xa, X3)—F3 (X5, Xy, X3) + G4 (%3, X3, X5)— Gy (x5, Xq, X3)
+ 34 (g, Xg) + 854 (%3, X5) + 834 (X5, X1) + €24 (X1, Xo)

2 3
+ g2a (X3, X5) + 824 (X5, X9).

Pour que (3.4) soit une solution de I’équation (3.1), la condition suivante
doit &ire remplie:

1 2 3 1 .2 3
gas (X1, Xg) + 845 (a2, Xg) + g5 (X3, X1) + &35 (X1, Xo) + &35 (Xz, Xg) + &35 (X4, Xp)

3
-+ g}s (xz, x3)+g:125 (x3, x9) + 815 (x4, xz)'f‘girt(xz, x3)+g%4(xa» Xg) + 8?4 (x5, X3)
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1 2 3 1 2 3
+ 812 (X5, Xg) + &12 (Xa, X5) -+ 812 (X5, Xa) + g25 (X, X3) + g25 (X5, Xg) + 825 (X4, X1)

1 2 3 1 2 3
+ 823 (X1, Xg) + 823 (Xa, X5) + 823 (X5, X)) + 13 (Xa, Xa) + &13 (x4, X5) + 813 (X5, X2)

1
+ &34 (%1, X3) +g§4 (%2,
Si les trois des

3 1 2 3
X5) + 834 (X5, X1) + 824 (X1, X3) + 824 (X3, X5) + 824 (X5, X1) = 0.
variables x;, x,, X3, X4, X; sont prises comme constantes,

on parvient & dix équations suivantes:

g}ts (ers X3) + g;s (%1, x9) + 8;4 (x1, x9) = Ay (%) + By (x2),
€25 (X, X3) + 14 (Xy, Xg) + g1s (Xa, Xg) = Az (X5) + By (X3),
gas (Xa, X0) + 825 (X1, Xg) + 824 (X1, Xa) = Ay (Xg) + By (%),
935 (Xa, X) + 85 (X, X2) + 813 (Xa, Xa) = Ay (x2) + By (x0),

g§5 (x4, xp) + ggS (%4, x1) + g;3 (%1, xg) = A5 (x1) + Bs (x4),

(3.6)

g%S (x39 x4)+g{2(x3) x4)+g§5 (-x3’ x4):' AG (X3)+ BG (x4)7

gls (x3, X5) + g%2 (x5, x3)+g§4 (3, X5) = Ay (x3) + By (x35),
g1a (X5, X5) + g13 (X5, %) + 834 (%2, X5) = Ag (x5) + By (x2),
g12 (Xa, X5) + 823 (Xa, X5) + 873 (Xa, X5) = Ag (Xg) + By (x3),
23 (x5, X))+ g§4 (x5, X + 234 (x5, X;) = A (X5) + Big (x)).

Drapres (3.6), lcs

J1(x1, Xy, X3, X,) =

.f2(x2'x39x4ax5)=

(3.7) fa(x3, Xy, X5, %1) =

f4(x4,x5,x1,x2)=

S5 (x5, %1, X, Xg) =

3s

formules (3.5) regoivent la forme que voici:

Fy (x5, X3, X)—F (X1, X3, X3) + G5 (X3, X4, X7)

— G5 (X, Xg, X4) —g;4 (X1, Xo) +gis (xs, xs)—gés (%1, X3)
— g24 (%1, Xg)—&15 (Xg, Xa)— & 13 (g, X9)—&35 (Xg. X))
g2 (e, %)+ Ay () 1 Ay (%) + Ay (39) + Ay (1)

+ By (xg) + B3 (xy) + By (x5) + B (xy),

Fy (x5, X4, x5)—F5 (Xg, X3, X4) -1 Gy (X4, X5, Xa)
—Gy(xy, Xq, x5)—»g§5 (X2, x3) Jrgfs (X3, X4) +g%5 (x4, X3)
— 812 (%5, Xa)— 834 (X3, Xg) —&13 (X5, Xo) —&34 (X2, X5)
Ay (xg) + Ay (x5) 4 Ag (x5) + By (x5) + By (x5) + By (x3),

Fy (x4, X5, X1)—Fy (X3, X4, X5) + Ga (X5, Xy, X3)

— Gy (x5, Xy, x])—gfs (x3, X + 212 (x4, X5) 212 (x5, X5)
825 (%X, X3) + &35 (X4, X1) + Ag (x3) + By (x4),

Fy(xg, X1, Xo) — Fy (x4, X5, X))+ Gg (X1, X5, X4)

— Gy (xg, X5, Xp) +»~gé3 (x1, Xy) +g3 (x5, xl)*gfz (x4, x5)
813 (Xa, X0) + 813 (X5, X2) + Ag (x0) + By (x5),

Fy(xq, X5, X3)— F3 (x5, Xq, X) + G4 (Xg, X3, X;5)

— Gy (x5, Xy, Xg) + &34 (X1, X9) 834 (Xa, X5)— 833 (X5, X1)

+ g;‘t (X1, x3) + g%4 (%3, x5) + Ayg (x5) + Byo (1)
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Introduisons maintenant les nouvelles notations suivantes:

Fy' (xg, Xq, X5) = Fy (X3, Xy, x5)+g%5 (s, x4)w—gf2 (X5, X3),

Fy' (xq, x5, X1) = F (x4, X5, Xp) +8%2 (x5, x5),

Fy' (x5, Xy, Xp) = Fy (x5, X1, X) + £33 (X5, X,

Fy' (x1, X3, X3) = Fy (x1, X3, Xg) +834 (1, %) -+ 824 (X1, Xg),
(3.8) Fy (Xg, Xg, Xg) = Fy (Xg, X3, X0) + 815 (X3, Xa)—g1s (X4, %),

Gy (x4, X5, X3) = Gy (X4, X5, Xg)—g it (x5, X2},

Gy (x19 X, Xg) =Gy (Xy, Xz, Xg) +&13 (%3, X)—gn (%1, X4),

Gy (Xg, X3, X5) = Gy (X, X3, X5) +g§4 (x3, x5)~——g§4 (25 X5),

’ 1 3
Gs' (Xa, Xy, X1) = G5 (x5, Xy, X1)—&25 (Xy, X3) — g25 (Xq, X1).

Les formules (3.7), d’aprés (3.8), regoivent la forme suivante (ot sont
préalablement supprimés les accents):

J1 (%1, Xa, X3, X)) = Fg (X, X3, x)—Fy (X3, X3, Xg) + Gy (X3, X4, X1)
— Gy (xy, X, Xg) + Ay () + Az (x5} + Ay (x,) + A5 (xy)
+ By (%) + By (x,) + By () + By (%),

Salxa, Xa, Xg, X5) = Fy (X3, x4, X5)—F5 (X3, X3, x) + Gy (x5, X5, Xg)
— Gy (X3, X5, X5) + Az (xg) + Ay (x3) + Ag (xg)
+ By (x3) + B, (x;) + By (x3),

(3.9) fs(xa, x4, X5, X)) = Fy (X4, X5, X1)—F; (x3, X4, X5) + Gy (X5, Xy, Xg)

—05 \X3, Xy, %) + Ag (X3) + Bg (%),

Fa(xg, x5, X0, Xy = Fg (x5, xy, X5)—F, (x4, x5, X3) + G (X3, Xg, %)
— Gy (X, X5, Xo) + Ag (xg) + By (x5),

Ssxg, X1, Xg, Xg} = Fy (X1, Xy, Xg)—F3 (x5, X1, X5} + Gy (xz, X3, X5)
— Gy (X5, Xy, Xg)+ Ay (x5) + By (x1).

Le systétme des fonctions (3.9) représentera une solution de I’équation
(3.1) si 'on a
(3.10) Ay (x1) + Ay (x) + A3 (x5) + Ay (xg) + A5 (xy)

+ Ag (X3) + A7 (x3) + Ag (xX5) + Ag (xg) + Ago (x5)
+ By (xg) + By (x3) + By (xp) + By (xg) + By (x,)
+ By (x4) + By (x5) + Bg (xp) + By (x5) + By (%) = 0.
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Si quatre parmi les variables x;, x,, x5, x,, x; sont des constantes,
Péquation (3.10) conduit a cing équations qui suivent
Ay ()4 A5 (x) + By (%)) + By (xy) = ky,
Ay (x3) + By (x5) + By (x5) + Bg (x3) = ks,
G.11) Ay (x5) + Ag (55) + Aq (x3) + By (x9) = ks,
Ay (Xg) + Ay (x4) + B (x4) + Bg (x) = ky,
Ag (x5) -+ Ayg (x5) + By (x5) + By (x5) = kg ,
avec ky+ky+ kst ky+ks=0.
Il résulte de 1a que
Byy (x1) = ky— Ay (x))— Ay (x1)— B3 (x),
Bg (x3) = ky— Ay (x2)— By (X)— By (x3),
(3.12) B, (x3) = kg— Ay (x3)— Ag (x3)— A4 (x3),
By (x4) = ky— Ay (xg)— Ay (x)— Bs (x,),
By (x5) = kg— Ag (X5)— Asq (%5) — B; (x5),
avec ki +ky+ kg +ky-- ky=0.
Selon (3.12) les formules (3.9) deviennent
S1(x1, X, X3, Xy) = F5 (xg, X3, X)) —Fy (1, X3, X3) + G5 (3, X4, X1)
— Gy (X, Xy, X))+ Ay (0) + Ay (x5) + 4, (x,) + A5 (x7)
+ By (x5)+ By (xy) + By (%) + By (xa),
Sa(Xa, X3, Xg, X5) = Fy(Xy, Xq, X5)— F5 (X3, X3, X)) + G, (x4, X5, X5)
—Gy (Xg, X3, X5) + Ag (X5) — A (x5)— Ag (x3) + By (x5)
— By (xp)— By (X) —ky—ky— ks,
(3.13) faxg, x4, X5, X1) = Fy (x4, x5, X)) —F; (x5, X4, X5) + G5 (X5, Xy, X3)

—G5(x3, Xy, X1) + Ag (xg) — Ay (xg)— Ag (x3)—Bs (x,) + kg,

Sa(Xqs X5, Xq, Xo) = Fy (X5, Xy, Xo)—Fy (X4, X5, X1) + Gg (X1, Xz, Xy)
—Gy (xy, X5, X) + As (xxq) — Ag (x5)— Ay (x5)— B, (x5) + ks,
S5 (X5\ X1, Xa, Xg) = Fy(Xq, Xp, X3)— Fy (x5, Xy, Xg)+ Gy (X3, X3, X;5)

— Gy (X5, Xy, X3) + Ay (X5) — Ay (37) — Ay (%) — By (x) + ky,
avec ky+ky+ky+ky+ky=0.
Echangeons de nouveau les notations comme suit
Fy' (x5, xg, x5) = Fy (x5, X4, X5)— Ag (x5)—k,,
(x4, x5, x1) = F5 (x4, X5, X1)— Ag (X,),
F3' (x5, %1, X9) = F3 (x5, X7, X3) — Ayg (X5),

Fy (xq, X, X3) = Fy (%, X3, X3)— Ay (1) — A5 (1) — B3 (x7)
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Fy' (x3, x5, xg) = F5 (Xa, X3, X4} + A3 (X3) + By (x) + By (x3) ,
Gy’ (x4, X5, X3) = Gy (xy, X5, X5) + Ag (x5) + By (x5) —ks,
Gy (xg, X3, X5) = Gy (g, X3, X5) + Ky,
Gy’ (x5, X4, X1) = G5 (x5, Xg, X1) + Ay (X9) + B (x,) -
Alors le systétme (3.13), en supprimant les accents y figurant, prend
la forme suivante
S1(xq, Xg, X, X9) = Fy (X, X3, Xg) —Fy (o0, X3, X3) + Gy (X3, Xg, X1)
_ —G, (X1, X3, Xg),
Sa(Xa, X3, X4, X5) = Fy (X3, Xq, X5)—F5 (X3, X3, Xg) + Gy (Xg, X5, X3)
—Gy(xy, X3, X5),
(B.14)  f3(x3, Xq, X5, X1) = F3 (X4, X5, %) —Fy (X3, Xg, X5)+ Gz (X5, X1, X3)
—Gy (X3, X4, X1},
Falxa, X5, X1, Xg) = Fy (x5, X1, X5)—Fp (x4, X5, Xp) + Gg (X1, X3, X,)
—Gy (x4, X5, %),
I5 (X5, Xys Xa, X3) = Fy (X1, Xg, Xg)— F3 (X5, X1, X3) + Gy (X3, X3, X5)
—Gy (X5, X1, Xa).

Ce qui précéde permet d’énoncer le théoréme suivant donnant toutes
les fonctions

fe:S*M (k=1,2,3 4,5
qui satisfont & I’équation fonctionnelle (3.1).

Théoréme 2. — La solution générale de I'équation (3.1) est donnée par
le systéme (3.14), ot les fonctions

Fk’ Gk (k‘«»‘-fl, 2, 3, 4, 5)

prennent des valeurs dans Iensemble M.

~

4. Une équation fonctionnelle a six fonctions inconnues dépendant
de cing arguments

kY

Prenons maintenant 'équation fonctionnelle 4 six fonctions inconnues:

4.1 J1 (X1, Xa, X3, Xg, Xg) + 3 (X X3, Xg, X5, Xg) +[35 (X3, Xg, X5, X, X9)
+fa (X, X5, Xg, X1y Xg) + f5 (X5, Xg, X1, X, Xg) -+ (Xg, X1, Xas X3, Xg)=0.

Nous allons donner une solution de Iéquation (4.1), n’insistant pas pour
le moment sur le caractére de sa généraliié. Cette solution est donnée par le
systéme suivant de fonctions:

S1 0o, Xp, Xgy Xgy X5) = Fy (%q, Xp, X3, Xg) —Fy (xa, X3, Xy, X5)
+ Gy (X3, X4, X5, %) —G5 (X1, X3, X3, X5)

+ Hy (X4, X5, X1, X3),
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Sa(xa, Xg, X4, x5, Xg) = Fy(xa, X3, Xq, X5)—F3 (X3, X4, X5, X¢)
+ Gy (X3, X5, X5 Xo) — Gg (Xa, X3, Xg, Xg)

, + Hy (x5, X, Xz, X3),
SFalxs, Xq, X5, X6, X)) = F3(Xs, X4, X5, Xg)—Fy (X4, X5, Xg, X1)
+ Gy (X3, X5 X1, X3)— Gy (X3, Xy, X5, 1)

+ Hy (xg, X1, X5, Xy
Sa(xas x5, X6, X1, X)) = Fy (g, X5, Xg, X0)—F5 (x5, X, X, Xa)
+ Gy (Xg5 X1, Xz, Xg)—Ga (X4, X5, Xg5 Xp)

—Hy (x4, X5, X1, X3),
S5 (X5, X, Xy, Xy, Xg) = F5 (X5, Xg, X1, Xo) —Fg (X5, X1, X3, Xg)
+ Gy (x5, Xp, X3, X5)—~ G5 (X5, Xg, X1, X3)

—Hy (x5, X5, X3, X3),
Jo (xg, Xy, X, x5, X)) = Fg (xg, X1, Xa, Xg)—Fy (X1, X, X3, Xy)
+Gg (Xy, X3, Xy, Xg)— Gy (Xg, Xy, Xp, Xg)

—H3(xg, X1, X3, Xg).

5. Euagtion fonctionnelle
Sy g5 X3) Ff (X5 X3y Xg) [ (X35 Xy, X))+ [ (g5 Xp5 X)) =0

L’équation fonctionnelle

(5.1 S (X1, Xay X5) + [ (Xg, Xy, Xg) + f(X3, Xg, X)) + [ (Xg, Xq, X2) =0,
si 'on y pose x4:x3, devient
(5.2) J (X1, X, X5) = G (X1, Xg) — H (X3, X5) + K (x1, X3).

Pour que (5.2) soit une solution de (5.1), la condition suivante doit
étre remplie: o
(5.3) G (x1, X5)— H (x5, X3) + K (X1, X3)

+ G (xg, Xg)—H (x5, x) + K{x3, x,)
+ G (x5, x)— H (x4, x) + K (x4, x9)
4 G (x4, X1)— H (xy, X) -+ K{x,, x5) = 0.
En faisant x, = x§ et x;= xi, P’équation (5.3) donne
(5.4) G (xy, x) = H(xy, Xp) + A (xy) + B(xy).
Alors (5.2) devient
(5.5 Fxy, xg, x5y = H (xy, x5)—H (x5, X3) + K (3, X5) + A () + B(xy),

olt A(x;) et B(xy) peuvent &tre supprimés sans restreindre la généralité de la
solution en question. En effet, en faisant

H(xy, xa)+ B(xp) = H' (x(, x5),
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on a
) H (xp, X3) + B (x3) = H' (x5, X3)
et alors (5.5) devient

f(xy, X9y X5)=H' (xy, Xg)— H' (X5, x5) + K(Xy, X3) + A (x) + B (x3)
=H'"(x;, x5)—H" (x5, X3) + K’ (%, Xx3).
Donc, en supprimant les accents, on a.(5.5), sans A4 (x;) et B (xy), & savoir
S(xy, Xa, X3) = H (xy, x,) — H (x4, x3) + K (xy, X3).

Pour que f, donnée & I'aide de la derniére formule, soit une solution de
(5.1), 1a fonction K doit remplir I’égalité

(5.6) K (%;, x5) + K (x5, x) + K (x5, x1) + K (x4, x5) = 0.

Si 'on met x2~x2, x4-x4, quuatlon (5.6), d’aprés I’hypothése H, pour
m=2 se raméne &

K (x1, xg) + K (x5, X1) = 20 (o= const € M).
On en déduit

(5.7) K (%, Xg)—o =1 (x1, x3) — 1 (x5, X1).
On a alors

(5.8) Sy, Xz, x5) = H (1, X0)— H (x5, X3) + I (xy, X5)— L (x5, X)) + .

La fonction f, donnée par (5.8), sera une solution de (5.1) si 4x=0, ce
qui a bien lieu d’aprés ’hypothése H pour m=4 dans le cas ol «=0.

Donc, la solution générale de (5.1) est
(5.9 S (e, Xa, X5) = H (xy, Xo)—H (X9, X3) + I (X, Xg)—1 (X3, Xy).

La méthode employée plus haut est plus simple que celle appliquée a
(5.1) dans larticle [1].
1] est intéressant de passer de (2.10), suivi de

f1:f2:f3:f4:fs
a la solution (5.9) de I’équation (5.1).
En premier lieu, I'hypothése f;= f;, avec w=w, (=const & M) donne

(5.10) Fy(u,v)=F,(u,v)+ A; (u) + B, (v).
Par une voie analogue, on obtient
(5.11) Fy(u,v)=F (u,v)+ A, (W) + B, (v),
(5.12) Fy(u, v)=F, (u, v) + A3 () + B3 (v).
Les formules (5.10) deviennent alors
S, v, wy=Fy (u, )= Fy (v, w)— A, (1) — By (W) + Hy (w, 1),
S, v, wy=F, (u, V)—F, (v, w) + Ay (W) + B, () — A, () — B (W) + Hy (W, u),
£y v, W) = Fy (t, ¥y — Fy (v, w) + Ay () + By (0)— A (0)— By () — Hy (u, w),
fl, v, w)y=F, (u,V)—F (v, wy+ A3) + By () —H, (u, w).

(5.13)
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Les derniéres équations, par addition membre & membre, conduisent a
4 fu, v, w)==[4Fy (u,v) + A, () + B, (") + A, (1) + By (v) + A3 (w) + B3 (v)]
—[4F (0, W)+ 4, () + By (W) + Ay () + By (W) + A3 () + Ba (W)

+ [Hy (w, w) + Hy (w, w)]—[Hy (u, w) + Hy (u, w)].
En posant

F{u,vy=Fy (u, ) +’i— [4, () + Ay () + Ay (W) + By () + B, (v) + By (v)],
G (u, w) = —3} (H, (w, 4) + Hy (w, 0],

il vient
{5.14) Sy, v, wy=F(u, v}—F (@, wy+ G (u, w)—G (w, u)

ce qui est valable si ’hypothése H a lieu pour m=2.
Ce passage de (2.10), dans le cas ol

flzfzzfazf4:f

I3

a été fait par D. Djokovic.

Il serait également intéressant de passer de (2.10), en supposant que,
au moins deux des fonctions fq, f3, f3, f1, soient identiques, en excluant le cas
1= fa=fa=fa=f qQui est traité plus haut.

Nous reviendrons sur des questions connexes avec celles traitées dans
cet article.
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