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UNE NOTE SUR ALES FORMULES DE J. PLEMELIJ
Dragisa Mitrovi¢
(Présenté le 5 juin 1964)

Il est bien connu qu'un large groupe des théorémes de la théorie
classique des fonctions analytiques est valable dans la théorie des fonctions
analytiques dont les valeurs se trouvent dans un espace de Banach ([2],
pp. 92—106).

Dans cette note aussi sera-t-il montré que les fameuses formules de
Plemelj ([3]) admettent une extension aux fonctions analytiques d’une variable
complexe a valeurs dans un espace de Banach complexe.

Dansce qui suit, nous nous servirons de notations suivantes: B: un espace
de Banach complexe avec la norme || x| de x€ B; B*: 'ensemble de toutes
les fonctionnelles x* linéaires bornées, définies sur B;

0: I"élément-zéro de B;

L: une courbe fermée simple située dans le plan complexe en le parta-
geant en le domaine intérieur D+ et le domaine extérieaur D-. On suppose
que cefte courbe est définie par une fonction dont la dérivée est continue;
=, t: les affixes des points sur L.

Soit @(r) une fonction de L dans B. On suppose que la fonction ¢(r)
soit fortement continue sur L (|Jo(1)—o ()|~ 0 lorsque v-7,). Alors Pinté-
grale du type de Cauchy

M @(:)=-1-f?-(—"’3—‘53

2mi r—{
i

existe comme une limite forte des sommes de Riemann. Puisque la fonction

numérique
X+ (D Q)] - —— f X [p () d=

2wi R
L

est holomorphe dans tout le plan, les points de L exceptés, Iintégrale (1)
définit deux fonctions holomorphes de D+ et D~ dans B:

D=0+ si LEDY, OQ= () si LED-.

Remarquons que la fonction ®(C) a la valeur 8 au point & infini.
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Pour cela démontrer, on développe la fonction x*[® ()} au voisinage
du point {= . On a
1 L] Tn«-l

T“C n=1 :n

et, aprés multiplication par —— x*[¢(r)], on peut intégrer terme & terme, ce

qui donne i
@ *o-@l= 3 -
avec e
Cp= —2%:-} 1 x* [ (7)] d~.
L

Le développement (2) implique I'égalité x* [P~ (o0)]=0 pour toute x* & B*.
Il en résulte que @~ (o0)=6.

Tragons un cercle C de centre ¢t < L et de rayon e arbitrairement petit
qui coupe la courbe L en deux points. Soit L la partie de L qui se trouve
dans C. La limite forte de Pintégrale

1 /‘cp(‘r)dT =0),

2ri T—t
L-f,

si elle existe, est dite la valeur principale de Iintégrale singuliére

3)  ee-L fi@di, te L.
2mij Tt
L

On va voir que la valeur principale de Iintégrale (3) existe pour tout
le point ¢ & L, si la fonction () satisfait 4 la condition de Halder sur L,
c’est-a-dire, si

” 9 (t)—e (vy) ” =4 { To—T1) 1“

pour tout le couple (tp, 7)) € L, ol 4 est une constante positive et 0<a = 1.
En particulier, Vintégrale

—o{l
) L f @=20 ;.
2ri T—1t
L
existe comme lintégrale impropre, car
H@(r)—-cp(t)“< 4
i Tt E:E»_-_tll—a'

4T
On pose le probléme suivant: Comment se comporte Iintégrale (1) lors-
que le point { tend vers le point arbitraire t< L?
Les formules généralisées de Plemelj apportent ia réponse.
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Lemme 1. Soit ¢(t) une fonction de L dans B. Si ¢(r) satisfait a la
condition de Holder sur L, lintégrale singuliére (3) existe dans le sens de la
valeur principale et elle peut étre représentée dans la forme:

_ ! fe@dr 1 [e@)—e@)

®) e ni,[ Tt 2711'/ T—t =t @(t)

L L
Posons

, 1 CP(T) dr 1 (1') P (t) ([) »

6 — r % dx _

©) 27‘Cif T—t Zthf T—t 27':1 T—l
L—L L—L, L-L,

Le premier terme du second membre de (6) tend en norme vers I'intégrale
(4) lorsque €—0. En effet,

f ¢ (r) - cp(f)d f—(TL‘P(’)d .1 ‘f (1) — <P(f)] HS

ld=]
)

E

1 .
Le second terme tend fortement vers ?cp(t) lorsque £—~0 ce qui achéve la

démonstration de la proposition.
Lemme 2. Soit

V=" [‘P(T)“Mdf, L

27, Z
L

=

Si la fonction (v) de L dans B, satisfait sur L a la condition de Holder,
alors ||V (Q)—Y (£) || O uniformément (par rapport a la position du point t sur
L) lorsque C—t en suivant un chemin quelconque dans D+ ou D—.

La démonstration est analogue & celle des fonctions numériques ([1],
pp. 32—39).

Théoréme (J. Plemelj). Soit ¢ (1) une fonction de L dans B. Si ¢(7)
admet sur L la condition de Holder, Uintégrale (1) converge en norme vers les
valeurs limites ®+ (t) et ®— (t) lorsque {—t € L en suivant un chemin quelcon-
que qui reste dans D+ ou D~ respectivement. On a alors les formules suivantes:

™ o+ (t)=d>(t)+~;—qo(t),

®) - (r)=<1>(t)—%<p(z>,

oit ®(t) est lintégrale singuliere (3) prise dans le sens de la valeur principale.

Pour démontrer ce théoréme, observons d’abord que

©) ® (0= ¢(<)+“’<‘) T_C.

L
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Désignons par @= () et (1) les valeurs limites fortes de ®@=* (%) et ¢ (3)
lorsque {—¢ en restant dans D+ respectivement. En passant & la limite dans
{9), on arrive au résultat:

(10) (=4 () +e @,
(11) = () =9¢().
Enfin, en exprimant la fonction ¢ (r) & Paide de fonctions ® (¢) et ¢(¥), lices

par égalité (5), les relations (10) et (11) se transforment aux relations (7) et (8).

Le résuitat que nous venons d’obtenir s’applique au probléme de contour
suivant:

Soit ¢ (v) une fonction de L dans B admettant la condition de Holder sur
L. Trouver une fonction ®+ () holomorphe de D+ dans B et une fonction
O~ ({) holomorphe de D~ dans B ayant la valeur 9 au point a Uinfinie, si

()~ P () =29(1)
sur L.
En vertu de formules (7) et (8), on voit directement que la solution est

la fonction
1 d=
D)= f e(ds
27w

La solution est unique. La démonstration classique de ce fait peut rester
intacte ([2], p. 98), car le théoréme de Liouville et celui du prolongement
analytique continu sont valables pour les fonctions analytiques (d’une variable
complexe) & valeurs vectorielles dans B.
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