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SUR LES SOLUTIONS DE CERTAINES EQUATIONS FONCTIONNELLES
ET INTEGRALES

Mahmud Bajraktarevié
(Communiqué le 10 avril 1964)

L’objet de la présente note est I’étude d’une classe d’équations fonction-

nelles de la forme

¢ (0) +o[fo (0] =F(x)
ot f,(x) est une fonction déterminée dans 1.1 et 1.2, et d’une classe d’équa-
tions intégrales qui peuvent &tre ramenées a la forme de ladite équation
fonctionnelle.

Certains cas particuliers de cette équation ont été déja traités antérieu-
rement: Par Kordylewski J. et Kuczma M. ([6] et [7]), par Kuczma M.
([8], [9] et [10] et par lauteur ([1] et [2]) dans le cas ou f,(x)=f(x) et par
I'auteur dans les cas ol f, (x)=¢(x) [3] respectivement

fo@=fi{eMLfa{o™ [ - [fi{eM N - I}

(z A,>0, 2,>0 entier; ¢* étant les itérées successives de (p(x)) [4].
v=1
Le but principal de la présente note est de donner les conditions d’exis-

tence, d’unicité et de construction d’une solution, continue sur un segment,
de Péquation considérée.

1. Notions, notations et remarques préliminaires

1.1. — Soit { fi(¥))o une suite de fonctions continues monotones stricte-
ment croissantes dans J=[a, b] telles que
) fi()>x (a<x<b), fi(h)=>b, i=0,1,2,...

et telles que les fonctions

m@)= it (A0} MO s (76
sont, elles-mémes, continues monotones strictement croissantes dans J avec
2 x<m@)<Mx)<blasx<b), m(b)y=Mb)=>b;

10+
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soit A=C|a, b] 'espace de Banach de toutes les fonctions continues dans J
et {pilo une suite de nombres positifs tels que

> pi=1 (pi>0).
i=0
On définit sur A un opérateur A< (A - A) par la relation
(3) Ao(x)=> pie[fi(x)] (€A, xEJ),
-0
et on introduit les opérateurs 4% par les relations
4) Ao()=9(x), ATlo(x)=A[4 o] (k=0,1,2,...).
On a évidemment les relations
(5) Ak S A, A o(B)=9 () (p€A, k=0,1,2,...).

L’opérateur A est additif et continu, c’est-a-dire, linéaire dans le sens de la
définition de [11].
Par l'induction on déduit les inégalités

6y mt@<m@<fi{ - [f Q<M X)<M@G)=b (k=1,2,...,x5)J),
d’ol, pour tout o <A,
@) lim A% o(x) = ¢ (b) uniformément dans J, ¢ S A.

k— o

En introduisant les notations

f/()=mint, S'={t]e()= inf {o[fiX)]}, mx)<~<M()},
e s i=0,1,2, ... R

S x)=maxs, S"={t]e()= sup {¢[fiX]}, m@@) << M)},
TS i=0,1.2,...

on aura les relations

e[S (X)]=i:0iff}f2 {e lfi ]}, e[/ ()= sup {olf; (1} »
Pl <A () <o[f" (%)

¢ (x) étant continue sur le segment borné par f’'(x) et f''(x), il existe le plus.
grand nombre f,(x) sur ce segment tel que

® Plfe@N=Ade(x) (xEJ, 9€4).

La fonction f,(x) ainsi définie, on a les relations
®) Ao ()= {folfaol - - [fae=1o(0]- - -} (k=1,2,...; x€J),
(10)  mE)< Lol faol - - [f1o(@)]- - BEME@) (k=1,2,...;xE ).

La fonction A4 ¢ (x), définie par (3), peut étre écrite sous la forme
b

(11 49 =] oM d{m ()} €Iy,
de [0 (a<y<x),
12 w03 B0, EO) {1 o e,

Iintégrale étant prise dans le sens de Stieltjes.
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1.2. — Les notations J, fi(x)(i=0,1,2,...), m(x), M(x), f'(x), f""(x)
et A ayant toujours les mémes significations comme dans 1.1, la relation
(13 Ao (x)=lim W, (x) uniformément dans J,

k> o0
lfhk(x)zi ak?icp[ﬁi(x)] (}C:::O, 1, 2: e ;akn:\o; XEJ; OPG‘A,
n=Q

olt T=(ay,) est une matrice réguliére avec a;,>0, définit elle-méme, un opé-
rateur 4 < (A -+ A) lindaire [11], en supposant dans (13) la convergence uniforme
dans J pour tout ¢& A.

Les opérateurs A*(k=0,1,2,...), avec 4 donné par (13), sont ici
encore définis par (4).

On voit aisément que toutes les propriétés, en particulier les relations
(#—(10), qui sont valables pour U'opérateur 4, défini par (3), restent vala-
bles aussi pour Uopérateur 4 défini par (13). La fonction 4e¢(x), définic
par (13), peut étre écrite dans la forme de lintégrale de Stieltjes (1)
avec

a & 3 bl
(14) w, ()= lim ux(y), w:N=3 amk (),
k> n=0 Sn )
si Pon y suppose Pexistence de la fonction limite u.(¥) et E,(y) défini par (12).

La fonction u,(y) définie par (14) est, d’aprés un théoréme connu ([5],
p. 30), & variation bornée par rapport & y(x) pour tout xEJ (y<J). Le
fait que:

u, (»))=0 (a<y<m(x), a<x<b);
pour m{x)<y<M(x), a <x<b, u,(y) est monotone nondécrois-
sante (noncroissante) par rapport 4 y (x);

Vo, ()=1 (M(x<y<b, a<x<b),

entraine, d’aprés ([5], p. 126, th. 3) et (13), la relation (11).

Remarque. — L’opérateur 4 défini par (3) est, en réalité, un cas
particulier de Popérateur A4 défini par (13), puisque 4 défini par (3) peut
&tre écrit dans la forme (13) en choisissant, ce qui est toujours possible,
canvenablement la suite { fo(®))g et les agn.

En effet, formons la suite {f,(x)}s contenant seulement les fonctions
f2(x) (n=0,1,2,...) chacune une infinité de fois. Les coefficients a,, dans
la série

as

‘P‘k(x):i o o] (k=0,1,2,...)
n=0

correspondant aux k+ 1 premiéres fonctions f,(x) toutes égales 4 la fonction
fi (%), soient égaux & -p;/(k+ 1), les autres (soient égaux) & zéro. En procédant
ainsi pour tout k,i=0,1,2,..., on définit une matrice régulicre T =(ay,)
pour laquelle on a

Wi (x) = > pio[fi (%)) uniformément dans J pour tout k>0,
i=0

lim ¥, (x) = Z piefi (x)}] uniformément dans J.

¥ > 00 im0
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2. Résultats

Théoréme 1. — Pour que I'équation fonctionnelle
(16) ¢ (x)+ A9 (x)=F(x)

avec FC A et 'opérateur A donné par (3) ou par (13), admette une seule solu-
tion <= A, il faut et il suffit que la série

(17) %F(bwi (— D {4k F(x)—F (b)) (xEJ)
k=0

soit uniformément convergente dans J avec la somme o© (x).

Théoréme I1. — Pour que I'équation fonctionnelle (16), avec F< A
et A défini par (3) ou par (13), admette une solution unique ¢ = A, il faut et
il suffit que les sommes partielles de la série (17) soient bornées dans leur
ensemblel daas J et que la série (17) soit sommable T, uniformément dans J
avec la somme ¢ (x), ot T, est un procédé régulier de sommabilité.

Théorédme III. — Si FEA et si
(18a) F(x)> AF (x) (xeJ,=[b—m, b}, 0<n<b—a),
ou
(18b) F(x)< AF (x) xeJ,=[b—mn, b}, 0<n<b—a),

ou A est défini par (3) ou par (13), I'équation (16) admet une seule solution ¢ & A.
Si F& A est monotone dans J,, une des conditions (18) est remplie; la
solution unique o € A de (16) existe.
Théoréme IV. — S8/ F& A et si A est donné par (3) ou par (13)
et si la condition
(19) |[F)—F®)|<G()  (x€J)
est satisfaite, G (x) étant une fonction bornée telle que
A
(20) AGC) g1, xed,—[b—n b],
G(x)
en supposant ['existence de la fonction

AG (x)= khm 3 anG [ fn (X)]
% p=0

dans le cas oi A est défini par (13), alors la solution unique ¢ & A de (16)
nécessairement existe.

Théoréme V. — Si, A étant défini par (3) ou par (13), FC A rem-
plit les conditions

(V) 0<coA"G(x)<£, o=1 ou —1,
n(l

n=1,2,3, ...,
AT

N 1
i1 <l+—, =[b—
(‘) G () - x & J,=[b—m, b],

! Lorsque la matrice T, = (by,) est telle que by, =0 (n>Ny); (k=0,1,2, ...), la con-
dition concernant les sommes partielles de la série (17) d’étre bornées dans leur ensemble
est a supprimer.
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ot C et « sont des constaates positives et G (X)=F(x)— F(b), la solution unique
e A de (16) existe.

D’aprés ce qu'on a dit dans 1.1 et 1.2 sar Popérateur 4, on conclut
que Péquation fonctionnelle (16) peut toujours étre écrite sous la forme de
I'équation intégrale (integrale étant prise dans le sens de Stieltjes)

b
o2} o)+ [ o d{u, ()} =Fx),

ol la fonction u,{(¥), {x, ¥) & J?, est définie par (12) respectivement par (15)
suivant que A4 est donné par (3) respectivement par (13).

La possibilité du probléme inverse pour une classe déterminée des fonc-
tions u,(¥), pour lesquelles I'équation (21) peut &tre écrite sous la forme (16),
est assurée par le

Théoréeme VI - Sila fonction u,(y), (x, y) € J2, remplit les conditions:

() elle est continuz dans J¥N\(b, b);

7 dans le domaine m(xX)<y<M(x), a<x<b, elle est monotone
strictement croissante (décroissante) par rapport 4 y(x);

@ u (=0 (a<y<mix), a<x<b);
u(y)=1 (M(xy<y<b, a<x<b)

ott les fonctions m{(x) et M(x) sont continues monofones strictement croissantes
dans J remplissant les coaditioas (2), on peut toujours trouver un opérateur A
dz la forme (13), ou (ay,) est une matrice réguliére, { f,(X)}; wune suite de
fonctions continues monotones strictement croissantes dans J satisfaisant aux
relations (1), tel que, pour tout o & A, on a (11), Uintégrale étant prise dans
le sens de Stieltjes.

3. Démonstrations

Les démonstrations des théorémes I-V seront données seulement pour le
cas ol 'opérateur A est défini par (3). Les démonstrations de ces théorémes
dans le cas ou A est défini par (13), nexigeant aucune nouvelle difficulté
essentielle, seront ici omises.

Démonstration du théoréme I. — Soit ¢ & A une solution de
{16). Léquation peut étre écrite dans la forme.

[cp (x)~~é~F(b)] +[Acp<x>-;— F(b)]xF(x)——F(b).

En appliquant dans les deux membres I'opérateur (—1)*4% et en faisant la
somme des équations obtenues pour k=0, 1, ... , m, on obtient une équation
ui, d’aprés (7) et la deuxiéme relation (4), pour m--oo, tend vers 'équation

(172) o (¥) = é- FB)+ S (=1 {4F () —F (%))
k=0

et la convergence de la série dans le second membre de (17a) est uniforme
dans J. Les conditions sont, donc, nécessaires.

Si maintenant ¢(x) est la somme de la série uniformément convergente
dans (17), alors, en formant la somme ¢ (x)+ Ao (x) et en tenant compte de
*la linéarité de A4, on obtient 'identité (16).
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Démonstration du théoréme Il — Soit T,=(b,,) une matrice
réguliére.

Si ¢ & A est une solution de (16), ¢ (x) est, d’aprés le théoréme I, don-
née par la série uniformément convergente dans J (17). Les sommes particlles
sp(x¥) de (17) sont bornées dans leur ensemble dans J, les séries dans les
seconds membres des formules

(22) 5= S busa (0 (k=0,1,2,...)
n=0

sont uniformément et absolument convergentes dans J et les fonctions s;'(x)
sont bornées dans leur ensemble dans J. Le procédé T, étant régulier, on
obtient aprés un court calcul la relation

23) lim s,/ (x)=¢(x) (uniformément dans J).
k—>o

Donc, les conditions sont nécessaires.

Pour démontrer que les conditions sont suffisantes, on emploie la méthode
employée dans ([1], p. 94, th. Ib) avec des modifications convenables.

Démonstration du théoréme III. — Pour fixer les idées, sup-
posons la condition (18a) remplie. D’aprés le théoréme 1, il suffit de prouver
la convergence uniforme dans J de la série (17).

Tenant compte de (18a) et des relations f;(x)EJ,, x€J,, on déduit
par Pinduction les relations

(24) A" F(x)> A1 F(x) (x€Jy).

Les relations (24) et (7) entrainent

(25 AF(x) | F(b) (v—oo, xEJ,).

11 s’ensuit que

(26) la série S (— 1) {A4* F(x)—F(b)} est alternde dans J, .
k=0

A°F(x,))= max A" F(x).
xe.ﬂa

Si ¢ est un point limite de {x,} et si {;c-\,u}c{i,}, )?m»c (u— o0), on démon-
tre aisément la relation

@7 AW F(x,) | F) (n—).

Les relations (25), (26) et (27) impliquent la convergence uniforme dans J, de
la série (17).

Soit maintenant x un nombre arbitraire de J. II existe un entier n, tel
que m™(a) & Jy et, d’aprés (10) et (6) (avec ¢=F, k=mny),
: ar
Xy = fo{far -+ [ ym-1 g O} - D ES
Par conséquent, pour tout >0, on peut trouver un entier N tel que

O< A F(x)—F(by<e (vem+k, k>N),
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puisque, d’aprés (9),
A’ F(x) = A% A F (x) = A* F (x,,) .
Ainsi la convergence uniforme dans J de (17) est démontrée.
Pour démontrer le théoréme dans le cas ol la condition (18b) est valable,
il suffit, dans la démonstration faite, remplacer F par —F.

Démonstration du théoréme 1V. — D%aprés (19) et (20) on
déduit par Pinduction

ANF()—F(B) <9 Gx) <M (k-0,1,2,..., x=J, ).

ce qui a pour conséquence la convergence uniforme dans J, de la série (17).
La convergence uniforme dans J en résulte maintenant aprés un raisonnement
analogue a celui appliqué dans la démonstration du théoréme IIL.

Démonstration du théoréme V. — Supposons d’abord e =1.
On va prouver les propositions suivantes.

1° La série alternée
A G X
(28) z< )

A

est absolument er uni fermément convergente dans J, .
2° La suite

AG(
Cp (X) = — F(b)+ Z (—IWAGCX)+(n+1) ? (—1)y - (x)
o n»i ¥
pour n—oe, converge uniformément dans J, .
La premiére proposition est une conséquence immédiate de (i) et (ii).
D’autre part

| , ot L ARG (x) A" G(x)|
Cap(@) =) [ = T (= Dpint S 2050 wtp (=1 =22
i ' " %;?l Hﬂ"n + 1 V= ;%;}l v ’
7 w1

2 ZG4F”‘A TG P gy <

< | p+ritl | ntp+l '

p~1 w-hh-1 -1

k" A_W ug\(ic) R An- “”JflG(x)& 2 ¢ ¢ e,

pm1 ptr+l o mbp+1d S OE RS 1)‘*“ {(n+p+ 1)

pour tout n> N=N(c), pour tout p=0,1,2,... et pour tout x=J,. La fonc-
tion limite de la suite c¢,(x) soit désignée par ¢(x), x&.J, . La suite c,(x)
peut &tre écrite dans la forme

(X)) =5 (X} +(n+ 1) i (-1

EY =

yAG )
v

d’ott, tenant compte de ce que (28) est alternée,

| Spp(X)—sn (X) | <

< Lensp (%) —ca(X) | +|~(n+1) ’% (— )?/iv—ci(f)-fr-p i (— Avgﬂx)‘
v v ventptl

< g p(X)=Ca(X) |+ AMTIG(X) + AP FPRIG(X)<<e (n>N; p=0,1,2,...),
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puaisqus, a cause dz la coavergence uniform: de la suite c,(x) respzctivement,
d'aprés (7), dz la suitz A7G(x) vers ¢(x) raspactivement vers zéro, pour tout
¢>0, on pcut trouver N = N(e) tel que

\c,,;,,(x)—c,,(x)}<—~§~-, A"G(x)<% (n=N; p>0; xS J,).

Done, la série (17) est uniformément convergente dans J, et sa somme ¢(x),
d’aprés le théorémz I, est la solution unique de (16) continue dans J, .

La convergence uniformz de (17) dans J peut étre prouvée d’une maniére
anilogue a celle emplo/ée dans la démonstration du théoréme III.

Dans le cas ol w—=—1 on démontre le théoréme en remplagant F
par —F.
Démonstration du théoréme VI. — La démonstration du

théoréme s’appuie sur le lcmme suivant.

Lemme. — Si 9E A er si chacune des fonctions vi(y)(n=0,1,2,...),
pour tout x<J, est monotone nondécroissaite par rapport @ y<J, alors

lim v5(y)=v,(p) (uniformément dans J?)

n—»00 .

entraine
b b

Hm [ (M d{ri(y)} = f o (M d{v.(»)} (uriformément dans J).
La méthode de démontrer ce lemme est celle employée dans ([5], p.
126-—128, th. 3) convenablement complétée par certains détails concernant
I'uniformité de la convergence.

Désignons par S la surface continue, lieu des po'nts (x, y, z) déterminés
par z=u,(y), (x, )< J% complété par les points x =y =5, 0<z<1. Consi-
dérons les lignes L, intersections de S par les plans z=z, (n=0,1,2,...) ol

2
Z=0, Z"T_‘ui?l” n=21 g u=0, 1, ..., 21, v=1,2, ... .

Les équations des lignes L, sont de la forme 'y=f,(x), z=z, (n=0,1,2,...)
ou les fonctions f,(x) sont continues monotones strictement croissantes, satis-
faisant les conditions (1).

Les éléments a,, de la matrice T peuvent étre définis par les relations

—k = Lo, 2k,
ak,,:[ 2 (=0, 1, P k0,12, ...
0 (n>=2%),
Considérons la suites des fonctions
df o
W)= anEpw(MW= S am k=012, ...)
n=0 fn()=<y

avec les a;, et les f,(x) définis ci-dessus. On a évidemment

lim u® () =u,(y) uniformément dais J2,

k—o
puisque
0 <u's () —u, (y)<2-* (x5, ) EJ% k=0,1,2, ...).
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k . . .
Les u, (), pour tout x € J, étant des fonciions cn escaliers par rapport
A y € J, monotonzs nondécroissantes, le lemm: s’applique et, en posant

b

daf o .
)= 3 ol H@)- [ et}
n=0 J
on obtient, pour koo, Popérateur cherché A

b

im ¥, (x)= / o (N d{u.(»)}-

df

Ap(x)= kl_

~

@
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