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LA CONVERGENCE DES SERIES D’OPERATEURS

Bogoljub Stankovié
(Communiqué le 10 avril 1964)
Dans cet article on examine les conditions de convergence de la série

ey %, a" (1)

0

iMs

ou a, sont des nombres complexes et a()) est la fonction définie sur I'inter-
valle [»',2”] et dont les valeurs sont dans le corps K de J. Mikusinski [2].

Les résultats connus pour la série (1) se rapportent aux cas spéciaux.
On peut les partager en deux groupes. Premier, ot a(d)=4s%, s I'opérateur
différentiel comme élément de K ([3], [5]) et 'autre ot a(R)=xf, f(f) est une
fonction numérique ([2], [4)).

Le théoréme démontré dans larticle déja cité [5] est:
Théoréme A. S’il existe un nombre 3>a tel que

~

lim sup n% v,

<o,
la série;

@)

Yixisms d>0,

M

0

1

i

converge pour tout L complexe.
Si au contraire il existe n>0 et ny= N tel que

YL () >0 nz=ny,

la série (2) diverge pour tout  complexe différent de zéro.

Notre but est de démontrer un théoréme analogue au premier partie
(0.0}
{u(n)}

du théoréme cité mais pour la série (1) ol a(}) =

Théoréme 1. Supposons:

1. Les fonctions u(t) et w(, t) aient pour N[N, N''] les transformations
de Laplace U(z) et W (A, z) absolument convergentes dans un demi-plan Re z > x,.

W, z)
U(2)

2.

<M®|z|*, AEWN,V'], Rez>xy, «ER

3. lim sup #% o, <o, 8>a.
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Sous ces conditions la série (1) avec a(d)=

w(h)
converge pour tout
u
AE[N,N'] dans le corps K. ‘
Démonstratior. — Nous allons démontrer que pour tout AN, 1] et
0<r<ty, tg<<oo il existe une fonction o (n, )=0(M(x)ex") telle que

m(}\)xlv—(ﬁt’”‘“+€ pour tout >0,
[

D’aprés la supposition 2 du théoréme:

e <M® Re z>x,, AEW,2].

|U<z)za+1+s IZ|1+e’
Il est bien connu [1] que w}-— est la transformation de Laplace
U(z)zotlte

d’une fonction o, H)=0(M Q) ex"), AS[A, '],
Il faut maintenant montrer Pexistence d’une fonction F telle que la série:

3 io oy @"(0) F= io oy {0 (A, 1)} j-(a+1+s)ﬂ {(F(0)

converge uniformément par rapport & 1 dans tout intervalle fini 0 <1<y, tp<<oo.
Pour F(7) on prend la fonction F(H)=r"2 D0, —o; —17% ol (v, p;2)
est la fonction de E. M. Wright [6]. Cette fonction est définie par la série:

-] Zﬂ
D (v, p52) = ,
C.95.2) ,Z‘@F(n%-l)F(Vern)

Les propriétés intéressantes pour nous sont les suivantes:

—1<p<0.

1. F@=t190, —o0, —t*")ai}—. f exp (1z—z°)dz, O<o<l.
e
Re z=0

2. F®W(0)=0, nEN.

3. F®(@ L zk exp (tz—z°)dz =t=%-1® (—k, —o; —1~°)
27
Re z=0
IQ——I
{ } {t* 1@ (p, —o, —17°) = {#+ 1D (ut g, —o; —179)}.
' (q)
kAt
5. [t=*=1 D (~k, —o; wz‘"°)j<—2—1" (ffil) (cos m) ,
o o 2

pour tout 1E€[0, ], f,<<oo.

Toutes ces propriétés sont ou bien connues, ou on peut les obtenir des
relations connues.

En utilisant les propriétés citées 2, 3 et 4 on a:

S (F (1)} = k7 K —a—1=0 {F (1))
= [k(p—o—1=8) {y~kp-1 @ (—kp, —0; 1 —°)}
= {t—k @+l O (—k («+ 1 +¢), —0o: —179},
oll on a choisi p de maniére que p—a—1-—2>0.
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Reprenons notre série (3):

S 0@ () F=3 ay{o (O {7 @910 (—n (ot 1+6), —o: —179)}.
n=0 n=0

Il est facile & voir que pour :€[0, fp], f,<<oo et AE[N, 1]
A
(0@, D)= [0 (M—-—(' ))]
n!

De la propriété 5 pour la fonction @ on a:

k491 ® (—k (a4 1+¢),—0; —179) <

_k@t14e)+1
§ [+
<—g—l"(k(a+ 1+¢)+ 1) (cos ﬂ)
c o 2
k+lte)
=k ©° 0(CH,

ou C est une constante.
On peut maintenant majorer a”(») F. Pour tout A€ [N, )] et t &[0, £,

ty<<oo ON a:
n (a+1:c+e)

a(WF=n ° 0(N"(2)
N () est une fonction définie et finie pour tout A< [N, 2]
Comme nous avons supposé Iexistence d’un nombre 3> «, il existe n=>0
tel que S=a+7 et on peut choisir 5, 0<<o<<1, tel que

i<oc—i~i, 1—o

<7/3
G 3 o K

et e>0 tel que £/c<<n/3. Avec ¢a on a:

«t+1—c+e
e —<a+n=8
o

et par suite:
nd | oy | n=3" @) F|=0(m"""), >0,

pour tout AS [N, 1] et tE[0, fp], fo<oo.

Notre théoréme est ainsi démontré.

Théoréme 2. Supposons:

1. u®0)=0, i=0,1,...,(k—1).

2. @O =t7v(@), 0<y<l, v(?) a sa dérivée continue et v (0)7~0.

3. IBktvlw(n f)} a sa dérivée continue par rapport 4 t pour tout
AED, 2] et

1Bkt {w (A, O} [,=o=0.
4. lim sup nd" |, <o, 3>p—1.

w®)

Sous ces conditions la série (1), avec a()) = ——, converge pour tout
u

AE [N, 2] dans le corps K.
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Démonstration. — Comme dans le théoréme précédent on peut montrer
que pour A<[A', 2"} il existe la fonction o (A #), continue par rapport & ¢ et
w(A
telle que /B —Q:m(x).
u

Partons de la relation:
Bty N =" uo@Q)=1"uR o) =IT{ v} ().

Nous allons montrer que [Y{f=Yv(f)} est une fonction continue pour
t#0 et peut étre prolongée continuellement aussi sur =0, ou elle ne S’annule
pas. Cette fonction a aussi sa dérivée premiére:

{J(,)}E,y{t-yv(t)}:Uf ﬂ‘_v;%ﬁ_—.))y d_']_{ [l uT‘iY([(—?j% du}‘
P §

1
J(0)=v(0) j HT:"(C{;%‘W

0

#0

et
1

J’(t):J. (1:u>1—7v, (t—ut) du .

Ainsi, pour la fonction (3, ) nous sommes arrivé a ’équation intégrale
de premiére espéce de V. Voltera;

4

{ tB—kty—1

re—k- 47)] . 0= U{(r)} to (1)

= { f JiE—7) o1 d'r}

0

Cette équation se transforme en équation de deuxiéme espéce de V. Voltera:
PRl ) =T (0) 0 () +J o (M)

L’existence de la solution continue est assurée par la théorie générale d’équations
intégrales linéaires de deuxieme espéce.
La démonstration du théoréme 2 est maintenant la méme comme pour
le théoréme précédent. On prend la méme fonction F(¢) et on a:
w1 (3)

un

O F=a,0"(0)s"BF.
Tous les deux théorémes ont comme un cas particulier le théoréme A.
La série (1) se réduit a la série (2) quand on prend pour w(r)=»xrl
A | i,
et u=1[1* Alors W(x z)=— et U(Z):_T et les conditions 1 et 2 du
z z T

théoréme 1 sont remplies.
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Les conditions de convergence du théoréme 1 et du théoréme A sont
ainsi devenues les mémes.
Qaant au théoréme 2, soit dans la série (2) « écrit sous la forme

a=p—y, pSN, O0<y<l.
Avec la méme notation
wRy=al et w-lro=[prloy —fp-vpr}
pour les conditions 1 et 2 du théoréme 2 on a:
p—1
k=p, V(t):g (p—r—1).
La condition 3 nous donne f=1-+p—y=1+a, et de la condition 4 il s’ensuit

§>B8—1=a. Ce qu’il fallait montrer.
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