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Le but de cette Note est de démontrer d’une facon élémentaire les cing
théorémes suivants:

Théoreme 1. L’équation
)] 2 —xy=2
a une seule solution en nombres premiers x et y notamment x=3, y=2,

Démonstration. Pour x=2 on trouve de (1) y=1, ce qui nest pas un
nombre premier. Or, si x est un nombre premier > 2, y est pair, done, s’
est premier, y=2 et (1) donne 2*—!'=x+1, ce qui est vrai pour x=3. Si x
est un nombre premier >3, on a x > 5, d’oll 2¥~1>x+ 1 (ce qu'on démontre
sans peine par Pinduction). L’équation (1) a donc en nombres premiers x et
y seulement la solution x=3, y=2, ¢c. q. f. d.

Théoréme 2. L'équation (1) a une infinité de solutions en nombres
composés x et y.

Démonstration. Les nombres naturels composés n tels que n|2"—2 sont
appelés pseudopremiers. Comme on sait, il existe une infinité de nombres
pseudopremiers impairs (ce qui est démontré d’une fagon élémentaire dans

X2 . .
- est évidemment pair > 2,

{1]). Si x est un tel nombre, le nombre y=
X

puisque 2*~1>x+ 1 pour x composés. Les nombres x et y sont donc composés.

Théoreme 3. I existe une infinité de solutions de I'équation (1), o
x est un nombre premier et y un nombre naturel composé.
Démonstration. Soit x un nombre premier > 3. D’aprés le théoréme de

x—

2 . . .
Fermat, le nombre y= —> 2 est naturel et pair (vu que x est impair),

x
donc composé.

Théoreme 4. Il nexiste aucune solution de I'équation (1), oit x est un
nombre composé et y un nombre premier.

Démonstration. Supposons qu’il existe une solution de I’équation (1), ol
x est un nombre composé et y un nombre premier. U résulte de (1) que

X

y = 3 et x étant composé, on a ici x>3. Si x était impair, y serait un
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nombre pair >2, donc composé, contrairement a I’hypothése. Le nombre x
est donc pair, soit x=2n, ol n est un nombre naturel > 1.

Soit & l'exposant auquel appartient le nombre 2 modulo n. Comme n>1,
on a 3>1. D’autre part, comme on sait, §[¢(n) donc 3<¢(n). Vu que
n12‘”—1—1, on a 8}211—1, donc 2n—1=38r, ou r est un nombre naturel et,
vu que d<o(n)<<n (puisque n>1) et que 2n—1>n (puisque n>1), on a
r>1. Distinguons maintenant deux cas:

1) n#2% — 1. Alors, vu que n[2%—1, on a

(2 n<2% — 1.
2n—-1 1 28r—1 28r—1 2% 1] v
Or, y= T e — et, vu que r>1 et, vu l'iné-

n ] 28 1 n

galit¢ (2), chacun de deux facteurs de y est >1, donc y est un nombre
composé, contrairement a 'hypothese.

2) n=2% — 1. Nous prouverons d’abord que r>3.
En effet, vu que n=2% — 1, 2n—1=38r, on a 2(2> — 1)—1=38r, d'ob
25+1 . . . .
res —48—~——3>8 (puisque, comme on le démontre facilement par I’induction,
2841 38 pour §>1).
Or, comme 2% — 1[2%—1, 2'—1|2%"—1, on a
@ -hHE'-1) @ -—HE-1
26101 (22 —1,2"—1) |

28r—1,

d’otl

©) (25 — )2 —1)| & —1) (25— 1).

D’autre part, on a

Sl 2| QG028 —1) 21
' no 2—1 (25— nE—1n '(zw,r)_])’

ol, d’apres (3), chacun de deux facteurs pour y est naturel.

Comme r>38, on a
2'~:1 2r—1

—
@en_1)" 251

Pareillement, vu que 3> 2:
25r—1 22r | 22r .1 2r+1
>— > =
@ —-DnHeE—-n 2 -neE-n E-neEe—-n 27—1

Les deux facteurs du nombre y sont donc >1 et le nombre y est com-
posé, contrairement a I’hypothése. Le théoréeme 4 se trouve ainsi démontré.

>1.

De nos quatre théorémes résulte sans peine ce

Corollaire. Toutes les solutions de I'équation (1) en nombres naturels x

et y sont celles, oit x est un nombre premier ou pseudo-premier quelconque et
2*—2
y=——_.8i x>3, y est toujours un rombre composé.
x
Or, nous ne savons pas s’il existe des solutions de I’équation (1), ol x
et y sont des nombres pseudopremiers.
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Dans le travail [2] il est démontré (d’une fagon éiémentaire) qu’il existe
une infinité de nombres triangulaires impairs x, tels que x|2*—2. Il en résulte
tout de suite le

Théoréme 5. Léquation (1) ¢ une infinité de solutions oli x est un
nombre triangulaire et y un nombre naturel pair.

Or, le probléme reste ouvert §'il existe une infinité de solutions de
équation (1), olt x est un nombre naturel et y un nombre triangulaire.
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