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REMARQUES SUR UN PROBLEME DE M. P. ERDOS
W. Sierpinski
(Présenté le 9 mars 1964)

Dans sa publication Quelques problémes de la Théorie des Nombres qui
a paru récemment dans les Monographies de I’Enseignement Mathématique
Ne 6, p. 135, M. P. Erd & s énonce, comme Probléme 75, le théoréme suivant:

Théoréme T. Tout nombre rationnel alb compris entre 0 et =*[6—1
peut étre décomposé en une somme de la forme

a 1 1 1
(1) ’““‘—‘:‘—2‘{”'-2““‘1‘, ...+“§,
b X X2 Xn

ot les x; sont des entiers strictement croissants.

Ce théoréme a été démontré par P. Erd 6s, mais sa démonstration qui
est assez difficile, n’a pas été publiée.

Je ne conmnais pas la démonstration de M. Erd 6s du théoreme 7.

La premiére question qui s’impose ici, c’est quelle est la condition
nécessaire et suffisante pour qu’il existe pour un nombre rationnel a/b Ja
décomposition (1) dont il s’agit dans le théoréme 7. M. A, Schinzel a déduit
du théoréme T le théoréme S suivant:

Théoréme S. La condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe
pour un nombre rationnel r la décomposition

. 1 1 1
(2) I'”—=—2*+-—2*+~--+“*5,
X1 X2 Xn
ot m et X <Xy<:--<X, Sont des nombres naturels, est celle qu'on ait soit

7:‘2 . TC2
0<r<o—1, soit I<r<<—.
6 6

. .. . 1 .
Démonstration de I'implication T'~S. Si r=1, on a r:-lg. Si r est un

2 2
nombre rationnel tel que 1<r < —Z—, onal<r—1I< %ml et, d’aprés le

théoréme 7 il existe une décomposition
1 1 1

r-1=—5+—2—+ TR

X1 X2 Xn
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oll Xy, X3, ... , X, sont des nombres naturels croissants. Or, come
?'82

r—1<——1<l,
6

on a x,>1 et pour le nombre r on obtient la décomposition

1 1 1 1
vl S SRIRIEES T o B B RS TG
12 x7 x5 Xn

Ii résulte donc du théoréme T que les conditions du théoréme S sont

suffisantes. Pour démontrer qu’elles sont aussi nécessaires, supposons que r
2

. v . .
est un nombre rationnel tel que —g —1l<r<1. Si 'on avait pour r la formule

(2), ol x;, X%, ... , X, sont des nombres naturels croissants, on aurait, d’aprés
r<<l, x;>2, donc (vu que x; <xp<---<Xp)
1 1 1 i 1 1 n?
r=—gt—gt bt < —— ],
X1 x5 x, 28 32 n+12 6

2
. N . n . kis
contrairement 4 [hypothése sur le nombre r. Il ne peut &tre aussi r>~6~,

puisque, d’aprés la formule (2), ob x (i=1,2, ..., n) sont des nombres
naturels croissants, on a r<—1—2+-;+ S +;~2— < —7?

Les conditions du théoréme S sont donc nécessaires.

Nous avons ainsi démontré que le théoréme T implique le théoréme S.

Il se pose ensuite la question quel est le procédé qui donne pour un
nombre rationnel donné r satisfaisant aux conditions du théoréme 7, la
décomposition du nombre r dont il s’agit dans ce théoréme. En particulier,
il se pose la question si 'on arrive toujours au but par le procédé suivant:
r étant un nombre rationnel satisfaisant aux conditions du théoreme T, soit

. 1 . 1 . 1
x; le plus petit nombre naturel tel que r>—. 8i r> — soit r;=r—— et
X1 X1 X1

. . 1 . 1
soit x; le plus petit nombre naturel tel que x> x; ¢t > —. Si ry > —,
X2 Xy

. 1 . .
s0it ry=r;——5 et soit x; le plus petit nombre naturel tel que x;>x; et

X1

ry>—5, et ainsi de suite. En procédant ainsi arrivera-t-on toujours 3 la
X3
décomposition (2)?. Si non, quel est I'exemple d’un nombre rationnel r pour
&

. Py . . ki3
lequel notre procédé conduit au développement du nombre r<—~6-m1 en une
série infinie?

Notre procédé exige des calculs pénibles, méme §’il s’agit des nombres

. . 1 1 . .
rationnels trés simples, comme par exemple ——{ ou —3» Je connais un dévelop-
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pement du nombre 5 satisfaisaisant aux conditions du théoréme I mais il
n’est pas obtenu par le procédé dont nous avons parlé. C'est le développement

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(3) = bk o o
2002 32 42 6 7T 92 122 14%* 212 362 452 602

Pour vérifier cette égalité, il est 2 remarquer que

1 1 1 1

714 212 e
et que
1 1 I

—_—t [
452 60* 362
et il faut réduire tous les termes restant au dénominatenr commun 362
Je ne connais aucun développement du nombre 1/2 en une somme de
moins que 12 termes qui sont les inverses de nombres carrés distincts.
Le procédé dont nous avons parlé plus haut ne donne pas la décompo-
sition (3), puisque, vu que
I 1 1
J— ........>__.’
62 T7F 5

: iz . 1 ©a 1
en appliquant notre procédé, aprés le terme - devrait étre le terme ra

Il est encore A remarquer que notre procédé peut donner pour un nombre

rationnel un développement qui a plus de termes qu'un autre développement
de ce nombre satisfaisant au théoréme 7. Par exemple pour le nombre

1 . . .
g2—+—1; notre procédé conduit au développement ayant plus que trois termes:

1 1 1 1
_......_{».4.4_

52 62 42 142 607

1 .
Pareillement, pour le nombre 81:2—4——7—2 notre procédé donne le développe-

ment ayant plus que deux termes:

1 1 1 1

= ——
62 T2 5 122

Je démontrerai maintenant le théoréme suivant:

Théoréme 1. Il résulte du théoréme T que si r est un nombre ration-
nel satisfaisant aux conditions du théoréme T, le nombre r admet une infinité
de représentations (2), oit Xy, Xy, ... , Xn forment une suite croissante de nombres
naturels.

Démonstration. Supposont que le nombre rationnel r satisfait aux condi-
tions du théoréme T. Comme =2<<12, on a r<<1 et, d’aprés le théoréme T,
il existe la décomposition (2), ol 7 et x;<<xy3<<--- X, sont des nombres
naturels. Comme r<1, on a x,>1. $l était x,=2, vu que r<1, on aurait
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1 1 1 1
n=1-et r-—. Or d’aprés (3) et vu que —=-———, on a pour le nombre
2 prés (3) que = p
1/4 aussi le développement
1 1 1 1 1 1
e e e e SRICITI St
4 32 42 62 72 602

. 1
ou 'on a une somme de onze termes, dont le dernier est —é-a;

Nous pouvons donc toujours supposer qu’'on a pour le nombre r la
décomposition (2), ol Xy, X5, ..., X, sont des nombres naturels croissants et
ol x,>2.

. [ . .
Le nombre —5— - étant rationmel >0 et <—, il existe, d’apres
Xn  (x,+1)? 4

le théoréme T, des nombres naturels m et y;<< y,<C- - - <<y, tels que

1 1 i 1 1
@ e

Xn (xn + 1)2 y% J’% Ym

Bt o IR T

. o1 . R
S’il était y;<x,+ 1, on aurait — > - -, ce qui donne, d’aprés (4)

Vi (et 1)
1 1 1

—g ot

Xn (xn+ 1)2 (xn+ 1)2

, donc (x,+ 11> 2x3,

. — i = .
d’oll x,+1>x,1/2 et x,(/2—1)<1, d’ou x,,<—\-/~:2~—u-1~:~\/2——1, et, x, étant
un nombre naturel, il en résulte que x,<2, contrairement & Phypothése que
X, > 2.

On a donc yy> x,+1 et les formules (2) et (4) donnent le développement

(5) r—~lv+—-1-+ +1 ! —1—+L+ +~1~
X2 X Xy (w12 oyl oy3 2

Ol Xy <TXp<T+ v+ L Xy < X+ 1Py Yy <+ - <Y

Le développement (5) a n+ m> n termes. De tout développement (2) du nombre
¥, ou X,> 2, nous pouvons donc obtenir un développement du r ayant plus
de termes et satisfaisant au théoréme 7. II existe donc une infinité de tels
développements.
Nous avons ainsi démontré que le théoréme 7" implique le théoréme 1.
Il est & remarquer que sans I’aide du théoréme T nous pouvons. démontrer

1
que le nombre r By peut étre représenté d'une infinité de fagons sous la
forme (2), ot x; (i=1,2, ... , n) sont des nombres naturels croissants. Pour
le démontrer, nous prouverons d’abord le lemme suivant:
Lemme. Si l'on a pour un nombre naturel n>1

1 1 1 1
— =zt b, 0T XXy - - X
22 X2 x% xf’ "
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sont des nombres naturels et x, est un nombre pair, x,= 2k, on a aussi

1 1 1 1 1
22 xj Xn—-1 N1 Yn
ot y; (i=1,2, ... ,n) sont des nombres naturels, xXo_<y;<<---<Yn, et ol
le nombre y, est pair.
Pour la démonstration il suffit de poser y,=kx; pour i=1,2, ... ,n,
puisque
1 1 1 1 1
_2: o + + PR +_ _
xp k227 (kxp)? (kx,)? (kx,)?

et y,=kx,=2k? est un nombre pair et, vu que x;>3 (puisque n>1), on a
Xno1< Xp=2k <kx;=y,.

. I e
Du développement du nombre > en une somme de n termes, satisfaisant

aux conditions désirées, on obtient ainsi le développement du nombre o

une somme de 2n--1>n (puisque n>1) termes satisfaisant aux conditions
désirées. Le lemme est ainsi démontré.

Vu la formule (3) qui donne le développement

1 I 1 1 1

J— —_— J— ...,},—A’

2 R g e 602
1 e g .
on conclut de notre lemme que le nombre > donne une infinité des repré-

sentations (2), ot x; (i=1,2, ..., n) sont des nombres naturels croissants.
1 1 . . A
Vu que ?=~2—2+—?:; on en conclut que le nombre 5y jouit de la méme pro-
priété, c.q.f.d.
Il est encore a remarquer ici que dans chaque développement (2) du

nombre 1/2 satisfaisant au théoréme 7 on a x;=2. En effet, pour m entiers
>1 on a

1 1 1 1 1 1
m?  (m+1)? m+k® m—)m m(@m+1) (m+k—1) (m—k)
1 1 1
= —_— < R
m—1 m+k m—1
et, d’aprés 1 <x;<<...<x,, on trouve
1 1 1 1
—F St A5 < ,
X1 x2 Xn x,—1
donc %< L [ d’ot x, <3 et, comme Xx;>1, on trouve x;,=2. De (3) il
Xy —

1 .
résulte que pour r ==7 on peut avoir x,=3.

9 Publications de I'Institut Mathématique
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En utilisant le théoréme 7 nous prouveront qu’il peut &tre ici aussi

1
x;=4. En effet, on ai—l«-——:é«. Or,
2 22 4 1
3 S S | n? 1 1 1 w21 1
ettt = —(1 +——+~~+-—~>:~~~~ --(~+~—) .
16 5 62 72 6 4 9 16/ 6 6 9
. 2 3 21 1 28 y 1 3 1 .
puisque — > — 4 ~—+—=—-, v que n¥>9 — . Or, — > — . Soit m le plus
6 16 16 9 18 3 16 52
3 1 1 1
grand nombre naturel, tel que — > —+—+ - - . +—. On aura
16 3 ¢ m?
3 1 1 1 I 1
L e e e e
16 5% 62 m? (m+ 1)
3 1 1 1 . .
et pour r=——~—~—(-—+———+ S +—) on aura r< - . Donc st r>0, il
16 5% 62 m? (m + 1)
existe d’aprés le théoréme 7 des nombres naturels y,, ¥,, ... , ¥, tels que
Yp<pg<l- <Y €l
1 1 1
S S T A
Yo 2 Vs
et, comme r < ~—1--, on aura y, >m-+1 et
(m 1)
1 1 1 1 1 1 i
s s e R R e i e STEIRIS S
2 2 4 52 m yi 2 Vs

ol m<m-+1 <y <y, <<+ <y,
Sans faire appel au théoreme T nous démontrerons ici encore les théo-
rémes suivants:

Théoréme 2. Quel que soit le nombre naturel donné n> 1, I'équation -

1 1 1 1
©) e
Xo X X3 Xp
a une infinité de solutions en nombes naturels X, << xy <« + <X,

Démonstration. 11 suffira évidemment de démontrer que 1’équation (6)
a pour un nombre naturel n>1 au moins une solution en nombres naturels
distincts.

Pour n=2 notre théoréme est vrai, vu qu'on vérifie sans peine que

1 1 1

a e
) 122 15% 202

Supposons maintenant que le théoréme 2 est vrai pour un nombre
naturel # > 2, donc qu’il existe des nombres naturels xo < xy <. - <X, pour
lesquels on a I’égalité (6). Soit y;=12x; pour i=0,1,2, ..., 01—1, y,=15x,°
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Vnyr=20x,. Comme Xq <X < -  <X,, ON AUTA Vo<l Y1 << + + + < Vg <XYn<Vnp1
et, d’aprés (7) et (6), nous aurons

1 1 1 1

BN R e S i e

Yo Y1 Y2 Yart

Le théoreme 2 est donc vrai pour le nombre n-+ 1. La démonstration du
théoréme 2 résulte donc par I'induction.

Théoréme 3. Le nombre 1 n'est pas une somme d’un nombre fini >1
des inverses des carrés de nombres naturels distincts.

Démonstration. Supposons que pour un nombre naturel n>1 on a

i 1 H
®) l=—+—5+- +-—5,
Xy X2 Xn
oll Xy, Xz, ..., X, sont des nombres naturels distincts, plus grands que I, vu
que n>1. Nous pouvons donc supposer que 1 < x;<Xxp<C--:<X,, d’0l il
résulte sans peine que x,>k+1 pour k=1,2, ..., n, donc, d’aprés (8):
1 1 1
® P—+—4+ - +- .
22 32 (n+ 1)
Or, on a
1 1 1 1
<: e
k+1¥  kEk+1) k k+1

pour k=1,2, ..., n, et Pinégalité (9) donne

1 1 1 1 1 1
e RERIRT s Y S
1 2 2 3 n n+l n+1
ce qui est impossible. Le théoréme 3 est ainsi démontré.

Le théoréme T suggére la question suivante:
Tout nombre rationnel r tel que 0 < r <2 admet-il la décomposition

P 1 1
(10) =,
X, Xy Xn
ot n est un nombre naturel et Xy <Xy << - - - <X, sont des nombres triangulaires
L kk+1 .
(c’est—a-dlre des nombres de la forme 1, = - ( l, ol k=1,2,.. ‘)?

by

Voici la démonstration de M. A. Schinzel que la réponse a cette ques-
tion est positive.
Lemme 1. r étant un nombre rationnel positif < 1/2, il existe un nombre

naturel n et les nombres naturels x, << Xp <7 - - - < X, tels que x,>2 et que
11 1
(I et Rt N N
Xy Xg Xn
et
1 1
(12) — o< pour k=1,2, ..., n

g%
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Démonstration du lemme 1. Soit x; le plus petit nombre naturel tel que

1 1 . a
r>—. Comme r<-—,on a x;>2et r>-——. Soit r =—, oll @ et b sont
Xy 2 x;—1 b
. 1 . I a
des nombres naturels, tels que (¢,5)=1. Si r>-—— soit ry=r——=-%_ ol 4,
Xy X1 1
a 1
et b, sont des nombres naturels, tels que (a;, b;)= 1. Comme hb“ :r<———~T,
Xl——

on a ax;—a <b, donc ax;—b < a et vu que

aq a 1 ax;—b

;;mb Xy b

et que (g, b)=1, on trouve a, <<ax;—b << a. Pareillement, soit x, le plus

. 1 o .
petit nombre naturel, tel que r>—. S’il était x,<x;, on aurait r>-=, et,
Xy Xy
) . 2 . . .
comme ¥ < , on trouverait — < ~ , dol x; <2, ce qui est impos-
x;—1 Xy Xyg—
. . 1 1 a |
sible. On a donc x, > x;. Si r;>— on trouve ry=r——=—> 0l (ay, by) =1
X2 Xy Uy
et gy <<a.
La suite décroissante de nombres naturels @, > a, >a; > - - - ne pouvant
pas étre infinie, il existe un nombre naturel n tel que r,_,=-— ce qui donne
Xn
le développement (11), olt x; << x, <<+ --<CXx,. Pour k=1,2,...,n on a donc
1 1 1
rk::“_+‘—""' + PR +M
Xp o Xpaq Xn

. 1
et, x, étant le plus petit nombre naturel, tel que r,>—, on a r, < T
Xy Xy —
d’olt résultent les inégalités (12). Le lemme 1 se trouve ainsi démontré.
. . . 1
Corollaire du lemme 1. r étant un nombre rationel positif <?, il

existe une décomposition (11) du nombre r, ot n est un nombre naturel et

x{(i=1,2,...,n) sont des nombres naturels tels que
(13) X > —D ¥ »2x, pour k=1,2,...,n—1.
Démonstration du corollaire. Il résulte de (12) que pour k=1,2, ..., n—1,
on a
1 1 1

’

Xerr X1 X

et vu que x,>x;>>2, cela donne des indgalités (13).*

Lemme 2. Tout nombre rationnel positif r<2 admet une décomposition
(11), oft n et x; (k=1,2,..., n) sont des nombres naturels et

(14 2X, <Xy pour k=1,2,... ,n—1.

* Cf. P. Erdés and S. Stein, Sums of distinct unit fractions, Proc. of the Amer Math,
Soc. vol. 14 (1963), p. 126.
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. 1 .
Démonstration du lemme 2. Si r<—2— le lemme 2 résulte du corollaire

. . . 1
du lemme 1. Soit maintenant r un nombre rationnel tel que 7< r<<1 et

soit s le plus petit nombre naturel tel que

[ ——<r<]l— L
2 25+1
. 1 I 1 1 -
Si r=l——onar=—+—+---+— et le lemme 2 est vrai. St r=>1—
2° 2 22 25
| 1 1 .
——,0n a 0<r4+——1< -<<— et d’aprés le corollaire du lemme 1 on a
2s 2° 25+1
1 1 1 1
e L e R
2s Xy Xy X
ou n et x, (k=1,2,...,n) sont des nombres naturels tels que 2x;, < x4y
. 1 1
pour k=1,2,...,n—1, et on a x;>2°F1 (pulsque r+§-1<—2s+1>. On a
donc
1 1 1 1 1 1
P b e — e b,
2 22 A Xy Xg Xn

ce qui donne la décomposition désirée du nombre r.
Si, enfin 1<r<2, on a soit r=1, soit 0<<r—1<1 et, d’aprés ce que
nous avons démontré plus haut, on a

1 1 1
r—le=—t—t .+,
BgT y2 Ym
ou mety (i=1,2,...,m) sont des nombres naturels et ol y;y>2y; pour
i=1,2,...,m—1. Or, vu que r—1<1, on a y,>2 et on obtient pour r

la décomposition désirée.

Le lemme 2 est ainsi démontré.

Nous allons maintenant a démontrer le

Théoréme 4. Tout nombre rationnel positif r<<2 est une somme finie
des inverses de nombres triangulaires distincts.

Démonstration du théoréme 4. D’aprés le lemme 2 on a la décomposition
(11), ot n et x, (k=1,2, ..., n) sont des nombres naturels et ol on a les for-
mules (14). Or, on vérifie sans peine (par exemple par Iinduction) qu’on
a pour m naturels I’égalité

1 1 1
(]5) f,,:_,_%_flﬁ.sr [P
m Iy Lom—1
. m(m+1) i
<ou tm:—*i— pour m=1, 2, ) Il résulte donc de (11) que
nosl 1 1
R )
k=t \lx, i 1251

et d’aprés (14) tous les termes de cette somme double sont distincts,
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Corollaire. Si r est un nombre rationnel, r==1 et 0<r <2, le nombre
r peut étre représenté d’une infinité de maniéres comme une somme finie des
inverses de nombres triangulaires distincts.

Démonstration du corollaire. Soit r un nombre rationnel =1 et tel que
0<r<2. Dapreés le théoréme 4 on a

1 1
(16) U U R
ty, In, A
ol m (i=1,2, ... ,5s) est une suite croissante de nombres naturels. Comme
r#1, on a r#t, donc ny>1. Or, d’aprés la formule (15) on a (pour m=1,):
11 1 1
(amn =t o
Ing Iy Bryett Toty~1

Si s=1, les formules (16) et (17) donnent
1 1 i 1

olt 2ty — 1 >1,, puisque r#1 et £, > 1.
Si s> 1, les formules (16) et (17) donnent

11 1 1 1
e e o ——

Ly, In t"s—»l t’"s'*'l tzrnS~I

oll Hy_y <ty,, puisque na>mn,.y et n,+ 12,

De chaque décomposition (16) du nombre rationnel r£1 (ol 0<r<2)
on obtient donc une pareille décomposition ayant plus de termes {(puisque
n>1 et t,,>1, dott 2¢,,—~1>¢,.).

Le corrollaire se trouve ainsi démontré.

Il est & remarquer qu’aucun nombre rationnel r>2 n’admet pas la

décomposition (16), ol » <<my<<- - - <<n,, puisque le cbté droit de la formule
(16) est toujours
<2

1 2
k=1l ok

=2,
1k(k+l)

MM

i
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