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SUR UNE EQUATION FONCTIONNELLE
QUI CARACTERISE LA FONCTION f (x)=x"!

Marek Kuczma
{Présenté le 21 février 1964)

Le but de la note présente est de caractériser la fonction f(¥)=x-1
a Paide de I'équation fonctionnelle

(X)
(O fEA)=== x€(0, o),
GRS
et quelques conditions supplémentaires.

La supposition qu'on doit faire pour obtenir f (x)=x—! comme la solu-
tion unique de P'équation (1), c’est la convexité de f(x). Comme il y a deux
définitions non équivalentes de la notion de convexité, nous donnons ici celle
de laquelle nous nous servirons dans la suite.

Définition Une fonction f(x) est appelée convexe dans un inter-
valle (@, b) si 'on a
2 S x4+ (12 x5] < A f () + (1—2) f (x3)
pour tous Xx,, x, < {(a, b) et A< (0, 1)

Maintenant nous allons démontrer la suivante.

Proposition. Si une fonction f(x), définie et convexe dans (0, o),
satisfait dans (0, o0) a I'équation fonctionnelle (1) et @ la condition

© )=

alors on a

# fx)= L pour X € (0, o),
x

Démonstration. On peut facilement démontrer par 'induction (en
vertu de (3) et (1)) que l'on a

Q) f(n)::—l— pour n=1,2,3,
n

Soit ¢ un nombre arbitraire, mais fixé, de Pintervalle (0, 1). En posant dans (2)

Xy=n, Xg=n-+1, A=Il-—1,
nous obtenons

S+ <(d—-Df@+tf(n+1) pour an=1,2,3,
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d’ol, en vertu de (5),
1—
(6) f(n+t)<n—+~—~t pour n=1,2,3,...
n{n+1)

Posons ensuite dans (2)
Xy=h-+t, Xy=n+2, 7\=—1 .
Nous aurons
S+ < %_tf(n+t)+gf(n+2) pour n=1,2,3, ...,
c’est-a-dire
fa+H)>QC—f(n+1)—(1—f(n+2) pour n=1,2,3, ...
Tenant compte de (5) nous en obtenons

n+3—t
n+1@n+2)

Une transformation simple de la formule (1) nous donne

our n=1,2,3, ...

@) fm+1) >

f(x—1)=f(7x), x€ 1, o0),

1—f(x)
d’ou par I’induction,

S(x)
8 — )= S (n, o).
® fln) - p 2T xS0 )
La fonction
©) Gy (@)= "

1—nu

. . 1 . o
est strictement croissante dans (0, —) pour chaque »n entier positif. Alors
n

il résulte de (6) et (7) que

G| 32 cGifmrni<6] BN pour n-1,2,3, ...
(n+1)(n+2) n(n+1)
Mais nous avons en vertu de (8) et (9)

Gulf (n+0)]=f (@,

3¢ 1—
ﬁ-—<f(t)<n+ =! pour n=1,2,3, ...
nt+2 t

alors

Quand » tend vers oo, on en obtient
1
(10) A (t):~t~-

Come ¢ était choisi en (0, 1) de maniére arbitraire, les relations (3) et
(10) montrent que

1 f(x):L pour x&< (0, 1].
x
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Mais f (x) étant complétement déterminée par ses valeurs de P'intervalle (0, 1l
et par I’équation (1), nous en obtenons la relation (4).

Autre démonstration. II résulte de (1), (3) que (5) est remplit pour
tous n entiers positifs. Fixons un ¢ € (0, 1) et posons

(12) f@= : ,

t+c¢

ol ¢ est a déterminer. Il s'ensuit de (12) et (1) que

1

n+t+¢

fr+)= pour mn=1,2,3, ...

Posons

e LODLO
St )—f(n+1)

l—¢

an

La fonction f(x) étant convexe, la suite a, doit étre croissante, c'est-d-dire
on doit avoir

(13) o> ypry €1 danyqy>dy, pour n=1,2,3, ...

Mais, comme un calcul simple le montre immédiatement, (13) implique
I’égalité c¢=0 c’est que signifie que la relation (11) est remplie. On en conclut
que (4) est vrai.

Remarques. 1. On peut aussi caractériser la fonction f(x)= x1
comme la solution monotone unique de Péquation

D= (= — e x€0, @),
x(x+1)

remplissant la condition (3). Cest une conséquence immédiate d’un de nos
théorémes antérieurs (voir [3], [4], [5]).

2. La fonction f(x)=x—! satisfait & ’équation fonctionnelle

(14 S =x

Ii serait trés intéressant caractériser cette fonction par [Péquation (14) et
quelques conditions supplémentaires. Ce probléme reste ouvert.

3. Si nous supposions dans notre Proposition que la fonction 1/f(x) est
convexe, la thése résulterait directement du théoréme sur existence et I'uni-
cité des solutions convexes de Péquation

(15) g(x+1)—g(x)=9(x)

(voir {1}, [2], [5]). Notamment, si une fonction f(x) satisfait & P'équation (1),
alors la fonction g(x)=1/f(x) satisfait a I’équation (15) avec ¢ (x)=1, dont
la solution unique convexe telle quon a g(1)=1 est g(x)=x ({1], [2], [5D.
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