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REGULARE LOSUNGEN EINES SYSTEMS PARTIELLER
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Stanimir Fempl
(Vorgelegt am 7. Februar 1964)

In vielen Problemen der Mechanik spielt das System partieller Diffe-
rentialgleichungen

Qu_OV e, ) usb () v+f (5 9),
ox 0y

8y
ou ov
—+—=c(X,Nu+dv+gxy)
oy Ox

eine wichtige Rolle.

In seiner ausfiihrlichen Arbeit iiber Integration dieses Systems hat Vekua [1]
die Eigenschaften der Lo&sungen dieses Systems erforscht. FEr zeigte zuerst
dass das System (1) sich in der komplexer Form
) oW Aw+Bw+F

oz
darstellen ldsst, und dass -— wenn w eine Losung der Gleichung (2) ist — der
reelle und imagindre Teil » und v der Funktion w das System (1) befriedigt.
Hier ist _ B
z=x+Yyi, z=x—yi, w=u+vi, w=u—vi,
A=(a+d+ic—ib)]d, B=(a—d+ic+ib)/4, F=f+gi.

Das aus (2) folgende Funktionenpaar u und v wird eine regulire Losung des
Systems (1) genannt. Vekua zeigte nachdem, dass man im speziellen Fall

a=d, b=—c, f=g=0,
des Systems (1), also

ou ov
———=au+by
ox 0y

ou ov
—+—=—bu+ta,
oy O0x

und diesem entspricht in komplexer Form die Gleichung

—_:AW
oz

ow (Aza—bi’ B=F=O),
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dass man eine regulire Losung w, in der Gestalt

WO:g“’O(z), wﬁ(z);: 1 g;ﬁ A(ga l"}) di d“? , (f—"&+'f}f)
w

[—z

T

erhalten kann, wobei I ein Gebiet darstellt, welches stetige partielle Ablei-
tungen I Ordnung nach x und y enthélt, und durch eine geschlossene Kurve L
begrinzt ist.

Von der Funktion 4, sowie von den Funktionen 4, b, ¢, d, f, g, im System (1)
wird die Stetigkeit im Gebiet 7+ L gefordert.

Weiterhin zeigte Vekua [1] dass sich das System (1) immer auf ein
spezielleres System

ou ov
e = QU - DY +
ox 0Oy

&)
ou 0
— = by—av+ g
oy x

reduzieren lisst, welches er Normalform des Systems (1) nennt. Da hier b=c¢,
a=—d, dh. A=0, B=(a+bi)/2 ist, so entspricht dem System (3) die Gleichung
4 O _ B +F

z

in komplexer Form. Indem er diese Gleichung zu einer Integralgleichung
reduziert, so zeigt Vekua [1] dass die Losung der Gleichung (4) durch folgende
Gleichung

w=® @+ p T )@@ dT+fp To(z )@ aT—
T T

L auorir ff oo
T T ‘

darstellbar ist, wobei er I'; und I', Resolventen der erwiihnten Integralgleichung
nennt, und €, u. €, als Kerne der Differentialgleichung (4) bezeichnet.

Der Ausdruck ow/0z wurde schon von Pompeiu [2] erforscht. Er nannte
diesen Ausdruck areoldre Ableitung und zeigte dass das Operationssymbol

0/0z mit dem Symbol (9/0x+i0/0y)/2 identisch ist.
Theodorescu [3] benutzte die Pompeiuschen Resultate, definierte areoldre
Polynome und erforschte ihre Eigenschaften. Diese Polynome haben die Form

w (%, )= zo 21,0,

wo f,{(z&y(v=1,2, ..., n) eine analytische Funktion ist.

In meiner fritheren Abhandlung [4] zeigte ich dass die Bestimmung des
areoldren Polynoms mit der Aufldsung eines Systems particller Differentialglei-
chungen equivalent ist. Bei dieser Gelegenheit benutzte ich ein von Bilimovitch [5]
eingefithrtes Operationssymbol

B = _a__.{ i _9_. ,

dx 0y
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und fiihrte noch ein Integrationssymbol* ein, wonach

(5 ' w=T1(x )
bedeutet das

Bw)=1f(x,7)

ist. In der erwidhnten Abhandlung habe ich noch auf einige Eigenschaften dieses
Operators hingewiesen, ndhmlich

(©) fr@emxy =r@fe»,

@) fr =xf(D)+ Py (2),

) o f@ =f@[e®dx+Py(z),
(9) o f@  =—if@[e()dy+Py(2),
(10) fe@) /@ - ;m 1) [ 0@ dz+ Py(2),
(an fronBmwy = [fw)dw+P(2),

wo f(z) und P,(z) analytische Funktionen sind. Dabei ist Py(z) ein¢ will-
kiirliche Funktion und sie spielt die Rolle einer Integrationskonstante. Ebenfalls
ist gezeigt [4] dass
(12) B (wywy) = wy B(wy)+wy B(wy).

In dieser Arbeit benutze ich den erwihnten Integrationsoperator um die

regulidre Losungen des Systems

Qg~ﬂ+a(x,y)u+b(x,y)v*FC(an’)zor
ax ay

ou
oy

(13) N
fa—z* a(x, yv—b{x;yu+d(x,3)=0
X

zu erhalten. Wie man sieht, dieses System ist nicht spezieller als das System (1).
Aber ich werde zeigen dass man die Losung in einer Gestalt erhalten kann,
die an die Losung einer linearen Differentialgleichung I Ordnung erinnert.
Dieses System nidhmlich, auf die komplexe Form

252 A x ) w B3 3) -0
Z

gebracht, kann man in der Form

B(w)+ f(x, 1) w+g (x5, 1) =0 (f~(@—bi)j2, g=(c+di)2),

* In [4] benutzte ich das Symbol é
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schreiben, und das ist eine lineare Gleichung, wobei B(w) die Rolle der ersten
Ableitung spielt.

Die Losungsart der Gleichung (14), mit Hilfe des Integrationsoperators,
ermoglichte mir die reguldren Losungen des Systems

g—u—gl+a(x,y)u+b(x,y)v+c(x,y) Re (u+vi)y'=0
x 0y

15

(13 ou ov

—F——talx,y)v—b(x, Y)ut+dx,y) Im (u+viy*=0
oy Ox

aufzufinden, und dieses System (15) ist nicht im Gleichungssystem (1) enthalten.
Wenn man die zweite Gleichung in (15) mit i multipliziert und mit der ersten
Gleichung addiert, so erhidlt man in komplexer Form die Gleichung

(16) Bw)+f(x, ) w+gx»)w=0,
welche an” die Bernouillische Differentialgleichung erinnert.
I. Losung der Gleichung (14). Setzt man in (14)

w (X, ) =wi (X, Y wy (X, ¥)
so bekommt man mit Riicksicht auf die Gleichung (12)
a7 wy [B (W) + wy f(x, M] +wa B(w1) +8(x,»)=0.
Bestimmt man die Funktion w, so dass
(18) B (wy) +w, f(x,5)=0,
so folgt aus (17)
(19) we B(wy) +8(x,3)=0,
und, aus (18) kann man, auf Grund der Eigenschaft (11), die Funktion w,

bestimmen. Man muss nur in (11) den Ausdruck f(w) durch 1/w ersetzen.
Wegen

f l_? (w2)

Wo

=In w,+ Py (2)
folgt N
wy = P (2) exp [T f(x, 1)1,

wobei P(z) eine willkiirliche analytische Funktion ist. Wenn man dieses Ergeb-
niss fiir w, in die Gleichung (19) einsetzt, so erhilt man

__8xy) F
Bw) P exp Tf(x, ),
so dass

Wy = —;12—)f{g(x,y) exp [T /%, )} + P ()

ist, und dabei ist P,(z) eine willkiirliche analytische Funktion. Aus all diesem
ergiebt sich

(20) w(x, ) ={0@)—Te(x, y) exp T f(x, )} exp [—T f(x. )],
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und Q(2) ist eine willkiirliche analytische Funktion. Wie man sieht, bei der
Bestimmung der Funktion w, muss die willkiirliche analytische Funktion Py (z),
die hier eine Rolle der Integrationskonstante spielt, nicht in Betracht kommen.
Ebenso ersicht man dass die Losung (20) der Differentialgleichung (14) ent-
spricht der Ldsung der linearen Differentialgleichung

9oty +g()=0,
dx

m=={(f~f g(exp ffdx) dx}exp(—~f fdx),
nur steht anstatt des Integralzeichens das Operationssymbol aus (5).

II. Integration der Gleichung (16). Wenn man in die Gleichung (16)
w(x, y) = Wk(x, y)

nidhmlich

setzt, so erhilt sie, wegen

Blo (W)= (~—+z—-—)qo(wy ‘o) (5Z i %0

o (WYB(W),
oy

folgende Form
kB(W)+ fx, vy Wg(x, ) W=Dkl =@,

so dass man, wenn k& den Wert aus (n—1) k+ 1 =0 erhilt, eine lineare Glei-
chung vom Typus (14) bekommt.
Beispielsweise, nehmen wir das System

=t = () (P ) 4wy,
dx oy

@b ou 0
—»t£+—vmw-‘f-+2y""(u2 v2)+2 (xE—yHuv.
0y ox «x

Multipliziert man die zweite Gleichung mit i, durch Addition mit der ersten
erhilt man die Gleichung

B~ " e,
X X

Setzt man w= W%k, so erhdlt man fiir die resultierende lineare Gleichung
k=—1 und
W
BOV)+ = 22 0.
X

Da nach (8) und (9)
N 2 2 . :
T—Lzlnx, f(y exp inx) 22Ty2=—~5——-—
x X

ist, so bekommt man auf Grund (20)

w-tlew-]
x 3
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und
3x

Ui

W=
Q(2)+1iz2y®
Daraus folgen die Grossen u# und v als reguldre Losungen der Gleichung (21):
F(x, y)—2 xy*
(F—2xy* + (G + 32y —y9)2’
G (x,3)+x*y2—)°

F-2xyP+(G+x*y>—y°F

wo F(x,y) und G (x,y) willkiirliche Funktionen sind, die aber die Cauchy—
Riemannschen Bedingungen '

o OF_0G  OF__ 4G

ox 0 y oy 0x
erfiillen miissen. Die Funktionen F und G sind ndhmlich der reelle und ima-
gindre Teil der Funktion Q(z), die, wie man sah, analytisch sein muss.
Aus diesem Beispiel ergiebt sich das charakteristische fiir eine regulire
Losung: die willkiirlichen Funktionen F und G die in den Ausdriicken fiir

u und v erscheinen, sind nicht ganz unabhinging, sondern sie sind durch die
Bedingungen (22} verbunden.

u=3x

Vo= w3 X
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