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SUR LE PROBLEME DE CAUCHY DES SYSTEMES
EN INVOLUTION DE DARBOUX DU TROISIEME ORDRE

Borivoje Rachajsky
(Communiqué le 7. février 1964)

Il est bien connu, [1], que les équations aux dérivées partielles d’une
fonction 4 deux variables indépendantes en involution de Darboux du troisiéme
ordre admettent plusieurs propriétés qui sont analogues aux propriétés des
équations aux dérivées partielles du premier ordre et des systémes des équa-
tions aux dérivées partielles du second ordre en involution de Darboux-Lie.
Pour les équations en involution de Darboux du troisiéme ordre sont établies,
par exemple, les propriétés suivantes: 1) on peut associer & ces équations un
systtme de Charpitr jouant le rble d’un systéme des caractéristiques; 2) on
peut étendre la mnotion de lintégrale compléte et préciser le réle important
de cette intégrale; 3) on peut résoudre le probléme correspondant de Jacobi,
c’est-a-dire obtenir les intégrales des caractéristiques par la différentiation de
Pintégrale compléte.

Notre but dans cet article est d’établir encore une nouvelle propriété
pour les systémes en involution de Darboux du troisiéme ordre.

Dans la Note, [2], en suivant I'idée de Courant, [3], nous avons fait une
application d’un systéme correspondant de Charpit pour obtenir Pintégrale de
Cauchy des systémes de équations aux dérivées partielles du second ordre en
involution de Darboux-Lie. Maintenant, nous allons traiter d’une maniére
analogue le probléme de Cauchy concernant un systéme en involution de
Darboux du troiséme ordre.

Le probléme initial pour le systéme de Charpit. Considérons un systéme
des équations aux dérivées partielles en involution de Darboux du troisieéme
ordre d’une fonction inconnue z de deux variables indépendantes x et y

M rf (632,45 D=0, 2y + @ X, 9, 2,p, g, 8, 1, 2,,) =0,
sous les conditions
PI—f s + =0,
Dy @ +(f:]/ Ds) Dy ®—Dyy f =0,
avec: p=0z/0x, q=0z/0y, r=0%2[0x?, s=0%2/0X 0y, t=0%2[0Y?% zy,=0%z/0x O)*,

8= 2,y = 0%2/0y®, f;=0f[0s, f,=of/ot, ®s = 0®[05, quant & D,, D,, D,,, elles
désignent les dérivées partielles totales prises par rapport & x et y.
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On peut associer, [1], au systeme (1) un systtme de Charpit de la forme
suivante

0 0 0 0
,,Z i (DS __i:p i (:[)6 q, j‘ 4 (DS l: g + (DS ~,
ox oy ox oy
0 ot ot
;p-i‘q)sa—p—r+q)as, — Py — =y + D5 3,
ox oy ox oy

@ 0 0 0 0
@y 2o, Ly D D=0,
ox 2y ox oy
0 08 08
'—r'+(b,sﬂ=<7.'*q)aﬁ, — 4+ ®5 -+ D, D=0,
ox oy Ox oy

ol I'on a o« = Zyes P=Zyxy, ¥ =Zyy, avec les fonctions inconnues z, p, ¢, r, s,
t, v, 3 de deux variables indépendantes x et y.

Nous supposons d’abord que les fonctions f et @ soient telles qu’ils
existent les intégrales premié. es distinctes suivantes

[y zopa g8, oz, (i=1,2,...,7)
©)] fs=r+f(x 9, 2,p, 9,50
fo=v+P(x,»,2,p,q 518
sous la condition

(3;) %<f1’ﬁz’f37f4’f5’f6’f7

Y, 2z, p, q, S, t, 3

On peut obtenir ces intégrales par I'intégration du systéme d’équations
différentielles ordinaires suivantes

dx Q B dz - dp dg - dr
(ON p—P(Dsq r+®ss

)#o.

MS-(--(I)sf O'.+d)587
o ods  di _ dy ds
B+Dsy v+®Dsd D, ® D,®

ol « et B doivent &tre exprimés par les autres variables figurant dans les
équations (1).

Griace aux intégrales (3) lintégrale générale du systéme de Charpit (2)
est déterminée par les relations suivantes

(4) fi+1:]._Ii(fl)7 (i=1,2, e 8)
] 1; étant des fonctions arbitraires.
Pour le systéme (2) on peut résoudre
Probléeme A. Déterminer les solutions
) z(x, ) P (6 ¥), a(x, 9 r (%), s(%9) 16 9)s 1 (% ), 3(x,9)
du systéme Charpit (2) contenant la courbe donnée non cardctéristique

©) X=Xy, V=1, z=2(1)
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de telle maniére que I'on ait le long de la courbe (CY les conditions suivantes

Faf =0, vr®=0,

©) { dz=pdx+qdy, dp=rdx+sdy, dg=sdx-+1tdy,
dr=odx+8dy, ds—Bdx+vydy, dt=-dx=-3dy,

(4]

N p=a, s=b pour x=Xx5, Y=Y,

oit a et b sont des constantes données, mais (Xy, yo) € C.

Grace aux conditions (C), (6), (7). on peut d’abord déterminer les
valeurs initiales des variables p, q, 7, s, 1, v, 8, c’est-d-dire les fonctions suivantes

®) p(), (). r(x), s(v), 1), v (). 3 ()
En vertu des conditions (6) on a pour x- X,

Z7(@)=qG), pPE-sG), ¢E@=1(),

FE =), S@=vE =30,

et aussi
(8) g(=2z ), (D=2, s§E=z2"(0),
®") s@=P G ¥ (=" ()

Donc, la fonction p (z) se détermine comme une solution de Cauchy de I'équa-
tion différentielle ordinaire du second ordre

® PR D[, 7 2 (7, p (), 2, p (), 2" (x), 27 (9)]=0
satisfaisant aux conditions
9 T=Yo, P (V) =d, s(¥o)=0.

ol I'on suppose l'unicité de la solution du probléme de Cauchy (9)—(9).

Grice a la solution obtenue p(r) du probleme (9)—(9) on peut déter-
miner les fonctions s5(5) et v (5), (8). Quant & la fonction r(r), on a Ia
relation suivante

@ e 2@ P 2@ 0 (), 4 (D] -0,

En utilisant les fonctions déterminées (8), on peut définir les fonctions
nouvelles »; (z) et les paramétres auxiliaires w; par les relations suivantes

% ()= fi[ X0, 7 2(0), p (D). ¢ (), £ (7). s (2), 1 (5), Y ()],
(10) NE@=w, (-12,...,9.

En éliminant le paramétre = entre les relations (10), on obtient les rela-
tions bien déterminées des parametres u;

o =1 (), (i=1,2, ..., 8).

Les fonctions arbitraires | [; dans Pintégrale générale (4) doivent avoir les
formes =;. Donc, sous les conditions (C), (6) et (7) les solutions (5) du pro-
bléme initial pour le systéme de Charpit (2) sont détermindes par les formules

(69 fim=m(f), (=12 ..., 8).

Alors, le procédé indiqué résoud le probléme A.
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Le probléme .._..al pour le systéme en involution. Pour le systetme (1) en
involution de Darboux du troisiéme ordre on peut résoudre

Probléme B. Les solutions (5) du systéme de Charpit (2) déterminent
Pintégrale de Cauchy du systéme en involution de Darboux (1) sous les condi-
tions (C) et (7).

Pour cela, il suffit de démontrer que les fonctions (5) remplissent iden-
tiquement sur la surface z=2z(x, y) les conditions suivantes

FxM Xy, 206, 3), p(X,9), q(x, ), 5(x, ), t{x, »]=0,
YR,y 20,9, p(x,Y), 9(x, ), s(x,3), t(x,¥), 8(x, »]=0,

0 , dz(x,
P(x,y>~-z%¥lzo, q(x,y)--Z§xTy)~§0,
rx, y),_ég‘%,,zlgo’ s(x, }')—-i‘q—a(—;’i)a s (x, y)_waqg N o,
9q (%, 05 (x, o1 (x,
t(x, y)“—q“*(‘ac“‘l)zo’ ¥ (x, J’)—Mey(x,y)—m(x :Y.).Eo,
9y oy ox
oy

La démonstration du probléme B se peut achever d’une maniére analogue
comme dans le cas du systéme en involution de Darboux-Lie, [2], mais cette
fois a4 l'aide du systéme de Charpit (2).

Exemple. Considérons ie systéme

r—tmf—p=0,
x
(1n
y+8+3~s+—l— t+—§~p——-—}—x2(x+y)=0
x x x* 4

en involution du troisiéme ordre (pour obtenir la seconde équation du trosiéme
ordre en sachant la premiére équation du second ordre, voir le procédé [4])
et cherchons l'intégrale de Cauchy sous les conditions

) x=1, y=n, ——=—;—73,

(1) p=0, s=——1%, pour Xxo=1, yp=0

Dans ce cas les intégrales (3) sont

fi=x—y,

1 1
fi=r+2s+t -—6—-x4—-?x3y,

3 1
=p+g—Xr—2X8—Xt + X5 4 — xty,
fs=p+4q xt+ o i
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1 1
e e G TR, x%y,

1

3 1
fsz-;;f'f;a"ﬁ-mz XYy

1 3 [ 1
1
aqt i 1
e x5+—x‘y~~p‘~§~ x{r+2s +t)],

1 EV

4
fe=rm—t——p
Y

3 1 3 1
L=y 48— st — 1+ p—— X (X))
X X X 4

et les fonctions (8) sont déterminées par les formules
( ’ (D=1° ) ! ) ! r(7t)=2
=t D=7, r@@=——rr, -, =
P (1) 3 q T ( 3 T st 2 (T T
y(®)=0, $(x}=2
Les solutions du probléeme A s’obtiennent sous la forme

SSUE S BV
P25 4 fee XA By e (X — ),
6 3T Ty

+ r+2 +I)+3 5+1x4 ( 2-;.19
—X{r+2s T X7 4 ={x—p)Y +-,
pra 20 4 7 ! 20

L P S LT Y iy
7—X X (4254 ) X XOY = e (XYY (X=-Y),
Pra)+- Y YT TR T TR

4 x4 x3 x?
L 5+1 4 ! (r+2s+1) 2
—| = xSt xy—p——x (r+2s =,
2l KT R I 3
4
r—f——p=0,
X

3 3 +I z+3 L e 0
+ 8 § o — 1t P X2 (X =0,
Y x x le 4 x+)

ou
DU PR BSOS
Z(X, ) = KO — Xy — PRy,
N=0™ T F T T e’

) 1 . 2
X, V)= — xty——xy,
14 Y B v 3 y

1 1 19
Xy ¥) oo X — X2 YR
ax% )= 3 Yo
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1 2 1 2
f(x,y):?x"y&?y, 5 (x, y)=ﬁx4—§x.

t(x,y)=2y, T(X,y)zo, S(X,y)r-z

et la surface z=2z (x,») est la solution du systéme (11), (C), (11').
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