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UBER EINE MULTILINEARE FUNKTIONALGLEICHUNG
MIT MEHREREN UNBEKANNTEN FUNKTIONEN

Ldszlé Losonczi
(Vorgelegt am 5 April 1963)

1. In einer vorhergehenden Arbeit {1] hat J. Aczél ohne irgendwelche
Voraussetzungen die Funktionalgleichung

&) > fix) g (=0
i=1
gelost.
Wir werden die Verallgemeinerung von (1), die Funktionalgleichung
n
) S fiGa) i) - S () =0
i=1
aufldsen.

2. Die Losung geht mit rekursivem Verfahren. Im Falle #n=1 erhalten
wir die Funktionalgleichung

3) F1E)f100) - f1 () =0

deren Losungen die folgenden sind: von den k& Funktionen ist eine identisch
gleich Null, die anderen sind beliebig.

Die k& Losungssysteme sind

1211k

filo| s !

@ REAK i
1& fi"'[ 7k 0

Wir zeigen, dass (2) sich in héchstens #n-—1 Schritten auf (3) zuriick-
fiihren lésst.

Es geniigt die Funktionalgleichung
n+t-1
) S fiG)fi ) o fE (=0
iz

auf (2) zuriickzufijhren.
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Wenn f5,; (x)=0, so erhalten wir schon (2) und die Funktionen
Fh(), j=1,2, ..., k—1, sind beliebig, wenn £, 1 (x)#£0, so existiert ein
konstanter Wert xi, so, dass f ’,§+1 (xx,) 7 0.

In (2) setzen wir xi, statt x, ein:

PGS () o ST e = S B ) - S5 (),
i=1

wobei

k
b= — 10K 10
f];+1(xko)
ist.
Wir setzen dies in (5) zuriick, und erhalten
(6) S A SF0R) o £ G [LFF () +0i frs1 (0] =0,
i=1

die schon die Gestalt (2) hat.

3. Man kann die vollstindige Losung von (2) explizit aufschreiben.
Satz: Fiir k > 2 ist die allgemeinste Lisung der Funktionalgleichung (2)

. oo
Q) Fe)=S i Fi) (=12 ...,m j=1,2,...,k,
s=1
Wo ny, Ny, ..., n ganze Zahlen sind mit der Nebenbedingung
%) O<n<n (j=1,2,...,k)
k
© S m=n(k—1)
=1
0
(Z =0 per definitionem), die Funktionen der Funktionensysteme
1
Fl(x), Fy(x), ... Fi(x)
Fi(x), F3(x), F2 (x)
(10) :
F{(x), F5(x0), Fk ()

sind beliebig derart, dass die {F’S (x)} s=1,2,...,n; linear unabhingige Funk-
tionensysteme bilden (j=1, 2, . .., k) und c’s beliebige Konstanten sind, wenn fiir
ein j, n;=0, sonst unterliegen sie den Einschrinkungen

an Sy Chy e €y =0 55=1,2,...,m5 j=1,2,...,k.
i=1
(Wegen (8) und (9) ist es nicht mdglich dass unter den ny, n, ..., n, zwei

gleich 0 seien.)
Beweis: Vollstindige Induktion beziiglich n.
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Im Falle n=1 schreiben wir die Tabelle (4) in die Gestalt

|1 2 |- -] Kk

1 1 ot . o1
fib 0 e Fr| e by
) 2 2

: fxl"‘qu 0 e Fi

(12)

%l k okl k ok
flch,;ch, 0

Diese Umschreibung ist gerechtfertigt, denn wir schreiben O statt 0,
und statt den beliebigen Vi (x;) die beliebigen Funktionen ¢y Fj (x;).

Eine nicht identisch verschwindende Funktion ist nimlich immer linear
unabhingig, und wenn f} (x))=0 wire, so wihlen wir ¢ii=0 und Fi (x) # 0
beliebig. , :

Die Nebenbedingungen (8), (9) sind erfiillt. Da im Falle n=1 fiir ein
Jn;=0 ist, sind die ¢f; beliebig.

Wir setzen voraus, dass der Satz fiir n richtig ist. Wir miissen die
Gleichung (5) untersuchen, und dabei zwei Fille unterscheiden.

I. Es gibt unter den Funktionen Fait, fro, oo fX .1 wenigstens eine
identisch verschwindende Funktion. Es sei diese einfachheitshalber friq, dann

sind die Funktionen f ,I,H, I §+1, e f ﬁ?ri beliebig, und nach der Induktions-
voraussetzung

. noo ‘ )
) f’;(xj):§c‘§s F{;(x),-) (i=1,2,...,m jzl?z,.,.,k).
s=1

A. Ist die beliebige Funktion f,,; (¢=1,2, ..., k—1) linear unab-
héingig von dem Funktionensystem {F; (x,)}, so sei ‘

F ot (x0) = i (2)

oder
n+1 t_L _ - 3 .
(13) fortd= S chis Fieey  Cmtem O h
s==1 Cn+1,nt+i‘ = U
und
1
(19 file) =3 cis Fo(x) (a1 =0, i=1,2,...,1)
s==1 ‘

ist auch richtig (/=1, 2, ..., k—1).

B. Ist fh.1(x,) linear abhingig von dem Funktionensystem {Fs (x)}
s=1,2,...,n, so sei F, eine belicbige von {F{ (x;)} linear unabhingige
Funktion, dann gelten

41
(15) Srer(x)= Z Cusrs Fo(x2) (C£r+l,n,+1:0)
s=1
und .
ny+1
(16) fitx)=3 eis Fs (x) (Cim+1=0, i=1,2,..., 1.
s=1 .
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Schreiben wir die Funktion ft., () in der Gestalt

ny
(17) f5+1 (xk) T cn+1 K F (xk) (cfl+l,s =0’ §= 1’ 2, ey nk)-
§= 1
Gleichung (17) zusammen mit (13), (14) bzw. (15), (16) (¢t=1,2, ..., k—1)
geben eben die der Formel (7) entsprechende Formel fiir n+ 1.
(8), (9), sind erfiillt, weil wir zu jeder Reihe von (10) ausser der letzten
eine neue lineare unabhingige Funktion hinzugefiigt haben.

IL. Ist keine der Funktionen fr, 1, fai1, ..., f<.1 identisch gleich Null,
dann folgt aus (6) nach der Induktionsvoraussetzung

I .
18)  fiE)=73 ckFix) (=1,2, ..., m j=1,2, ..., k—1),
s=1
"k
(19) SECD+bf T ()= ef FEx) (i=1,2, ..., n).
i=1
Um die Funktionen ff.“ (x)Jj=1,2, ..., k—1 zu bestimmen, setzen

wir in (6) statt x,(r=1,2, ..., j—1, j+1, j+2, ..., k—1) solche Kon-
stanten x,,, dass fri1(x,)70. (Solche Werte x,, existieren, weil keine der
Funktionen fn.q r=1,2, ..., k—1 identisch gleich Null sind.)

Dann gilt
ffz+1(xj):beff(xj) G=1,2, ..., k—1),
i=1
wo . |
bi=b e 70 o) AT 00 - S k-1,0)

A e AT GG PR o) oo P g o)
ist, oder mit (18)
l
S (x) = Z b’ > ¢ 1 Fy (%)= 3‘ (2 bl el )F, (x;)

i= s=1 Sll

d. h.
. o . . n L
(20) jn+l (xj):z C]n+1,s F]s(xj) (cjn+l,s:z bjl C]is; j:l, Zaak_l)
s=1

i=1

Es seien Ff,ﬁ.l(x,-) beliebige — von den Funktionensystemen {F’ (x;)}
s=1,2,... n;; linear unabhiingige Funktionen (j=1, 2, ..., k—2). In diesem
Fall ldsst sich (20) in der Gestalt schreiben

n +1 .
fn+1 (x)= z st Fj (xj) (cf,nﬂ—l =0,7=1,2,..., k=2
@n
k—1 " ko1 ke
S (xk—l) = cis  Fy (xe—y).
s=1

A. Ist f n+1 (x) linear unabhingig von dem Funktionensystem {F (x0)}
s=1,2, ..., m, so sei

F’;fk+1 (x%) =frlx(+1 (xx)
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oder .
mtl (cn+1,s=0, s=1, 29"'ank;

(22) fn+l(xk)—° Z Cn—H s F (1) k
C’n+1,nk+1’: ).

Aus (19) folgt
i
@)= —b Fr () +S ch FEm)  (=1,2...,n)
s=1

oder
n +1

(23) =S kP o) (= —bni=1,2,.. ., 1),
= l

B. Wenn f ni 1 (xk) linear abhdngig ist von dem Funktionensystem
{Fs(xx)} s=1,2,..., m, dann bezeichnen wir mit F,, +1{x;) eine beliebige —

von den (Fﬁc (xk)} linear unabhingige Funktion

"y +1
(24) fr () = z ehits L) (Cnetm1=0).
Aus (19) folgt mit (24)
n +1

o) = —b; z ko FE (xk)+z ek FF (x) (i=1,2,...,n)
s=1

bzw.
n +1
(25) f (xk)'" S‘ cts F (xk) (i=l,2,...,n)
s= l
(c,s ~c,s b; c,,+1 s8=1,2, ..., m; C{f’nk_;_[ = mbic,]f+1,,,k+!).

(18), (21) und (22), (23) bzw. (24), (25) entspricht auch (7) fiir n+1. (8),
(9) sind wieder erfiillt.

Damit haben wir die Formel (7) bewiesen.

Ziehen wir in Betracht, dass das mit Hilfe des Funktionensystems (10)
gebildete Funktionensystem

(26)  {Fs,(x) Fy, (xa) ... Fh () (55=1,2, ..., m; j=12,...,k
linear unabhingig ist, also

n nk
en > }‘ S sy Fu () Fry (k) - - Fi () =0

s1i=1 Sg—— sk=1

dann, und nur dann besteht, wenn

dsls,;...skzo (5’21929~'~’ nj;j:laza"': k)'

7

Halten wir nidmlich x,, Xs, ..., Xy fest, dann folgt — wegen der
Unabhéingigkeit der Funktionen {Ff ()} s=1,2,...,m — aus (27)
nl "2 nk

@S > . Sdia.. g Fu ) FL () o F ()=0(=1,20m0).

Syl Sa=2 sk=k

4%
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Da (28) bei beliebigen konstanten Werten x;, x,, ..., x,_; giiltig ist, so folgt
die Giiltigkeit (28) fiir alle x;, x5, ..., Xx_;. Wiederholen wir diesen Gedan-
kengang k—1-mal, dann erhalten wir

dslsz...skZO (Sj:1,2,..., nj;j:1,2,...,k)
was zu beweisen war.
Mit Hilfe dieser Bemerkung sieht man leicht, dass das Funktionensystem

(7) dann, und nur dann (2) erfiillt, wenn die ¢’;den Bedingungen (11) geniigen.
Setzen wir ndmlich (7) in (2) zuriick

29) i{[z el F:‘(xl)] [z e, Fi(xz)] [}f‘ ek ka(xk)]],

i=t ULs;=1 sa=1 sp=1

0
Wenn fiir irgendein j n;=0 ist, dann ist (29) erfiillt, weil wegen z =0 jedes

1
Glied der Summe einen Nullfaktor enthidlt. Wenn »;70 j=1,2,.... k dann
folgt aus (29)

m nr n 1 2 k ' 1 ) X
2. Z -2 {[Z Cis, Cisy - - cfsk] Fi (x) F2L(x) - - - Fsk(xk)}uo
s1=1 s3= s=1 i=1

aber wir haben schon bewiesen dass dies dann, und nur dann bestehen kann,
wenn

Clss Cooy +++ €l =0 G=1,2, ...,m; 7 =1,2, ..., k).

[\/1:

1

T

Dies bedeutet dass (11) erfiillt ist, was zu beweisen war.
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