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KLEINE AUSSCHLAGE BESONDERER SCHWINGERKETTEN!

BoZidar D. Jovanovié
(Vorgel gt am 5 Deccmber 1962)

1. ALLGEMEINER FALL EINER MATHEMATISCHEN
SCHWINGERKETTE MIT DAMPFUNG UND FEDERUNG

Es sei ein nichthomogenes Schwingungssystem (Abb. 1.) gegeben, das aus
einer Reihe von 2» mathematischen Pendeln besteht. Der Faden, von der
Lange /; (i=1,2,...,2n), von welchem vorausgesetzt wird, daB er ein
unbiegsamer Stab ist, der eine vernachlissigbare Masse hat, ist in der Schwin-
gungsebene im Abstand #; (i=1, 2, ..., 2n),
von dem Schwerpunkt der vorangehenden
Masse, mit einem Dampfer verbunden, der /////////////////////
eine zur Geschwindigkeit projortionale g
Dampfung hat, sowie in der Entfernung

’

hi (i=1,2,.. ,2n), von dem Schwer-
punkt der vorangehenden Masse, durch
eine Feder, die die Federungskonstante ¢;
(1=1,2,...,2n) hat, mit einem festen
Punkt in der Schwingungsebene befestigt ist.
Die Masse des Pendels m; (i=1,2,...,2n),
sei am unteren Ende des Fadens konzentriert.
Die Schwingerkette, die am oberen Ende
gefesselt sei, filhrt in einer festen Schwin-
gungsebene, nach der Auslenkungdes 2n—en
Massenpunktes, kleine Ausschlige uvm die
senkrechte stabile Gleichgewichtslage.

Es ist wohlbekannt [7, S. 173] daB
die kinetischs Energie T und die poten-
tielle Energie W des konservativen materi-
ellen Systems, das die kleinen Schwingungen
um die stabile Gleichgewichtslage ausfiihrt,
homogen quadratische Ausdriicke in diesen
Systemkoordinaten ¢; (i=1, 2, ..., 2n), bzw. ihren zeitlichen Ableitungen, den

verallgemeinertzn Geschwindigkeiten ¢; (i=1, 2, ..., 2n) mit konstanten Koef-

1 Unter den Titel ,,Geddmpfte Schwingungen ein=s besondercn Schwingungssystems mit
dynamischen und gemischten Kopplungen, I1.¢“, der 6. jugoslawischen Tagung fiir ra‘ionelle
and angewandte Mechanik, Split, 4.—9. 6. 1962, mitgeteilt.
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fizienten sind, und daB man sie auf folgende Weise schreiben kann [5, S. 334],
[4, S. 153]

(1.1 2T— (@ U{g}, 2W=(9)E{q},
mit
9 2n 2n
(1.2) a;=1;3 m, Ge=bL 3 m, ap=ay,
iZ1 i—k
2n s a 2n , 2n
ci=8lL 3 mitchi 17 ¥ o, cx=alib/+LL S ¢,
i=j =41 ieka1
(1.3
Cjk:ckj‘

Hier sind U= |lay| die Trigheits=, €=|cy| die Federungsmatrix, (g), (g)

Zeilen=, und {q}, {q} Spaltenmatrizen. Beide Matrizen, 3 und @, sind symme-
trisch, und beide sind Matrizen positiver quadratischer Formen, 2n—er Ordnung,
wobei 2n die Zahl der Freiheitsgrade der Schwingerkette ist. Die kinetische
Energie ist dariiber hinaus noch positiv definit, wihrend dic potentielle Energie
auch semidefinit sein kann. Die Matrix %! ist stets nichtsinguldr, wihrend €
auch singuldr sein kann {8, S. 350].

Mit F,

(1.4) 2F=(q) B{g},

haben wir die Rayleighsche Zerstreungsfunktion [1, S. 190] bezeichnet, bei
welcher B —||by| die Zerstreuungs—, (¢) die Zeilen—, {g} die Spaltenmatrix,
und by die Zerstreuungskoeffizienten mit der Eigenschaft

(1.5 b= by,

sind. Die Matrix 8 ist eine Matrix positiver quadratischer Forme, 2n—er
Ordnung, und iiberdies ist positiv oder semidefinit, wenn die Diampfungskrifte,
was wir hier annehmen wollen, so beschaffen sind, daB sic dem System immer
nur Energie entzichen [8, S. 356].

Verwendung der Lagrangeschen Differentialgleichungen zweiter Art ergibt
ein System von Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

A () +B (3)+6 {g} - 0.

Zur Losung dieses Systems macht man einen Exponentialansatz in
der Form

(1.6) {q}={r}e,

wo {r} der Amplitudenvektor und A die charakteristische Zahl ist. Dies fiihrt
auf das lineare Gleichungssystem

432+ B A+ =0.

Die Bedingung fiir nichttriviale Losungen {r} ergibt die charakteristische
Gleichung des Systems

(1.7 AQ)=|AN+Br+E|=0.

* Aus technischen Griinden sind verschiedene Typen der Fraktur verwendet worden.
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2. HOMOGENE, AUS ,,DOUBLETS* ZUSAMMENGESETZTE SCHWINGERKETTE
MIT DAMPFUNG UND FEDERUNG

Es sei ein ,,Doublet“ ein gelenkig verbundenes doppeltes mathematisches
Pendel, bei dem die Fiden starre Stibe von gleicher Linge, von vernach-
lissigbaren Masse seien. Das erste hat, am unteren Ende konzentrierte Masse M,
und das zweite m.

Die entsprechende charakteristische Gleichung folgt aus (1.7) fiir m; =M,
m;=m, li=lj=l, hi=hj=h, hI':hj’:h" bi—_'bij’ Ci=Cj=(, (i= 1, 3, vaey 271""‘1;
j=2,4,...,2n) in der Form

@.n A=+ 23@ 1+ &+ 0?D|=0.
Die Matrizen 9, B sind jetzt N, & geworden, und die Matrix § hat sich auf

zwei Matrizen @ und 9 gespaltet, welche die folgende Gestalt

nk +n (n—Dk+n n—Dk+n—1 -« k+2 k+1 1
(n—Dk+n (n— k+n n—-Dk+n—1 .- k+2 k+1 1
m—Dk+n—1 —Dk+n—1 @—Dk+n—1 .- k+2 k+1 1

2.2) RN= . . . e . A,
k+2 k+2 k+2 e k42 k+1 01
k+1 k+1 k+1 e k+1 k+1 01
1 1 1 1 1 1
$*+2n—1 s +2n—2 s +2n—3 .. s +2 s +1 s
s +2n—2 §$*+2n—-2 s +20—3 .-- 5 +2 s +1 s
s +2n—3 s +2n—3 $£2+2n—-3 - 5 +2 s +1 s
(2.3) S= . . . . . -,
s+2 s+2 s+2 e 8242 s +1 s
s+ 1 s+1 s+1 o8 +1 5241 5
K s s 5 s 52
$2+2n—1 5 +2r—2 .+ 5 +1 5
S +2n—2 §$242n-2 --- 5 +1 5
2.4) ©= ,
s+1 s+1 ... s231 5
5 s 5 s
nk+n
(n—-Dyk+n
(n—1) k+n—1
2.5 D= ‘ ,
k+2
k+1
1
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haben, wobei wir die Abkiirzungen

(2. 6) 25t G2, e
m m ]
und
@7 =M sk K
m ! !

eingefiithrt haben.

Die Matrizen & und & sind, nach der Gestalt, offenbar gleich. Es
unterscheidet sich die eine von der anderen nur in der Tilde iiber ihren
Elementen.

Die charakteristische Gleichung (2. 1) sieht, in Form einer Determinante,
folgendermaBlen aus
(k+m) W2+ 28 (s2+ 20— D A+ @2 (82 + 2n—1) + w? (nk + 1)

[(n—1) k+A] 22+ 28 (s +20n—2) M+ 02 (5 +2n—2)
A= :
(k+DR+25(s+DA+w? (5+1)

M +285A+ @2s

(D k+m A2 +23 (54 20— A+ 6? (5+2n—2)
[(r— 1Dk +m A2+ 23 (s + 2n— 2 A+ @? (s2+2n—2)+ ot [(m—1) k+n] ---

G+ DA +25G+ DA+ (5+1)
A28 sAd s

(k+DAM+28(+ DA+ o (5+1) AT+ 285 A+ efs
. . =0,

|
(—)
Um eine bequemere Gestalt zu bekommen werden wir eine Umformung
durchfithren. Von der obersten Zeilz ziechen wir die nichste unter ihr liegende

ab, und dasselbz Verfahren fiihren wir bis zu der letzten Zeile durch. Jetzt
hat die charakteristische Gleichung diese Gestalt

+DA2 428 (s+ DA+ e (5+1) A+28shtots ]
[

v R+ DA 28 (2 DA+ (P D vl (k+1) A28 sA+ oS

A28 sA s A28 52 A of 52 o

kA2 28 (P —s+ DA+ 0 (52 —5+ 1)+ (1k-+m)
A2+ 28N + w2

kX2 +28h+ @b

A +28sh+ oS

|
AQ) = 1
|

28 (552 A+ w? (5—52)—wt [(n—1) k+ )
R +25 (P—s+ DA+ 0 (P—5+ Dt [(n—1k+rn] ---

EAR 3230+ o

ML23shtots
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o
=0,
e BN 28 (s + DA+ 02 (SP—s+ Dl (h+1) 25 (s—sH R+t (E-Ez)umzi

M 4+285h+w%s A28 A+ @S+ |
(=)

Dann ziehen wir von der ersten linken Spalte die nichste rechte ab,
und dasselbe tun wir bis zu der letzten Spalte rechts. Wir erhalten damit die
Determinante

EA+23 (252 25+ 1) 8+ 02 (252—25+ 1) + 0 [(2n—1) k + 24]

— 28 s(s— 1) A—a? 5 (—1)—o? [(n—1) k +n)
(2.8) A= ,

0

—28 s (s—1) h—? 5 (5—1)—? [(n—1) k+ #]
A28 225+ DA+ a? 25225+ 1)+ [2n—2) k+2n—1]- - -

PN == 09

kA28 Q225+ DA+ 2225+ D vt (k+2) —285(—1) h—0ts (f—1)—w?
—28 5 (s—1) A—w?$§ (5—1)—e? 22428 5% A+ w? 52 +

die von Null verschiedene Elemente, nur in der Hauptdiagonale und in den

beiden dariiber und darunter liegenden Diagonalen, hat, In Matrizen-Schreibweise
sieht die charakteristische Gleichung so aus

2.9) A@x)=|Rx+aG*x+§|=0,
WO
(2. 10) x=2

¢ine neue charakteristische Zahl ist,

~\2
28 @
.11 a==, B=(;—),
neue Abkiirzungen, und
k
| L
(2.12) f= -

2 Publications de Pinstitat Mathématique
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2s%—2s5+1 —s(s—1)
—s5(s—1) 252—2s+1

@.13) &* - . ,
252—25+1 —s(s—1)

—s (5—1) 52

252—25+1 —s(s—1)
~5G—1)  2s2—2s5+1

(2.14) &t = p ,

252 25+1 —5(5—1)

—5(G—1) it

on—Dk+2n —[—1)k+n]
(=D k+n @n—2k+2n—1 —[(n—1)k+n—1]
—[(r—Dk+n—1] @Rr—-3k+2n-2

(2.15) §= - | !
2k+3 —(k+1)
—(k+ 1) k421
-1 1
(2.16) S=B3*+3,

neue Matrizen sind.

Es ist leicht beweisbar daB die Determinanten der Matrizen & und &*
den Wert
det K= k»,
bzw.
det &* = 527,
haben.
Schrittweise Entwicklung der Determinante (2.8) ergibt eine Rekursions-
formel

Agy (%) = {kxX?+ 0 (252— 25+ 1) x+ B (252— 25 + 1) +
.17 F@2n—Dk+2n} Ay () —{2s =D x+B5 G—D+

(=D k+np2h,, (x)=0,
wobel
Dgpey () = {X2+ & 252—25+ 1) x+ B (252— 25+ 1) +
(2.18) +@n—1)k+2n Ay () —{2s (s—D x+B5 (s—1)+

=D k+n—11 8,5 () =0,
ist.
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Man kann mittels dem Begriffe ,die groBte ganze Zahl“, die durch
eckige Klammern bezeichnet ist, die beide Ausdriicke (2.17) und (2.18) in
der zuzammengefassten Form

A, (x):{{(k_1)([_;—}—[“;‘])+ 1}x2+a(2s2—2s+ Dx+BRE—25+1)+

. 19) =1 k+v} Ay (x)—{as(s-«l) X+BsGE—1)+

A [ w0 o=t 2m,
schreiben.

Ausdriicke (2.17), (2.18), bzw. (2.19) geben die Moglichkeit alle
charakteristische Gleichungen, ohne Determinantenentwicklung zu erhalten.

2.1, Sonderfall h=H =1, s=s=1

Wenn man voraussetzt daB die Diampfer, sowie die Feder, dicht an die
Massenpunkte befestigt sind d. h. daB alle Abstinde zwischen Massenpunkten
und Verbindungspunkten der Dimpfer, bzw. der Feder den Pendellingen
gleich sind, bekommt die charakteristische Gleichung (2.9), wegen

@10 h=h'=1, s=3=1,
die folgende Form
(2-1.2) Ny, () =R 22+ (e x +8) € + 3| =0.

Wie frither, ergibt uns die schrittweise Entwicklung die entsprechende
Rekursionsformel

N () ={kx24+ax+P+2n—1) k+2n} Ay, 4 (x)—
“{(n'— Dk+ n}g 1A2n~2 (=0,

Wy 1 () ={+ax+B8+2n—2k+2n—1} Ay, 4 (0)—

—{r—Dk+n—112 1A, ,(x)=0,
oder kiirzer

- ([ 25 )

(2.1.3) +ocx+8+(v—~l)k+v} 1Py (00—

_{[“;1]k+[%J}2 PP2(0)=0, (=1,2,...,2n),

2.1.4) WPy (x) = A, (%).
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2.1.1. Homogene mathematische Schwingerkette mit
Dimpfung und Federung

In diesem Fall ist

2.1.1.1) k=1,
bzw. ‘ ,
2.1.1.2) m=M.

Bei diesem System sind alle Massen, alle Pendellingen, alle Entfernungen
der Anknupfspunkte der Déampfer, bzw. Feder von den voranstehenden
Massen, gleich.

Deshalb falgt aus (2. 1. 3)

(2.1.1.3) 1P, (x)= Ly (—),
WO
2.1.1.4) y= el

eine neue charakteristische Zahl ist. L,(—y) ist das Laguerresche Polynom
[2, S. 45], worin —y statt y die n=ue Verdnderliche ist. Damit haben wir das
Problem zu dem, welches in [3, S. 969, 970] besprochen war, zuriickgefiihrt.

3. ALLGEMEINER FALL EINER MATHEMATISCHEN SCHWINGERKETTE
MIT DAMPFUNG

Es sei ein Schwingungssystem gegeben das dem in 1. behandelten System
ohne Federung gleich ist (Abb. 2.).

Die kinetische Energie ist mit (1.1) gegeben, und
W die potenticlle Energie hat dieselbe Form wie in (1.1) d. h.

3.1 2W =(q) €* {q},

obwohl die Federungsmatrix €*, mit den Elementen
[4, S. 154]

2n
(3.2) G=gl > m, k= cly=0,
i=j

jetzt eine Diagonalmatrix geworden ist. Die Rayleighsche
Zerstreuungsfunktion ist mit (1. 4) gegeben. Verwendung
der Lagrangeschen Differentialgleichungen zweiter Art
ergibt das System

A {g}+ B {g}+C* (g} =0,

und die entsprechende charakteristische Gleichung

(3.3) A=A+ BA+E*|=0.
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4. HOMOGENE, AUS ,,DOUBLETS* ZUSAMMENGESETZTE SCHWINGERKETTE
MIT DAMPFUNG

GemiB der Definition des ,,Doublets* in 2. und den Bemerkungen iiber
der Matrix §* in 3. folgt aus (2.1), bzw. aus (3.3) die charakteristische
Gleichung fiir diesen Fall

@1 AQY= RN+ 23S h+w? D] -0,

mit den Matrizen (2.2), (2.3) und (2.5), und den Abkiirzungen (2.6),
bzw. (2.7).

Nach der Umformung wie in 2. erhalten wir die charakteristische
Gleichung :

4.2) AX)=iIRx+aS*x+3|=0,

wobei die Matrizen (2.12), (2.13), (2.15) sowic die charakteristische Zahl
(2.10), und die Abkiirzung (2.11) benutzt sind.

Durch die Schrittweise Entwicklung der Determinante (4.2) bekommt
man eine Rekursionsformel

D ()= {kx?+ (2225 + 1) x+ 2n—1) k+2n} Aypey (X)—

4.3)

—{as(s—1D) x+@m—Dk+n}2 Ay, 5 (x)=0,
mit
.4 Bppo 1 () ={x24+a (25225 + D) x+ 2n—2k+2n—1} Aypep (x)—

—{as(s—Dx+m—Dk+n—11 By, 4(x)=0,
oder zusammengefasst

Av(x)z{{(k—l)([w;«] [”;‘1]) + l}x‘+ w (2525 + 1) x +

(@.5) -g(v_l)kw} AM(x)_{as(s_x)w-([‘i’g«’]m{lmz Ay 2(x)=0.

2
(v=1,2,...,2n).

4. 1 Sonderfall 2=/, s=1

Man kann die charakteristische Gleichung (4. 2) in noch einfacherer Form
bekommen, wenn man voraussetzt, dafl die Ddmpfer dicht an die Massenpunkte
angekniipft sind. Wegen (2.1.1) folgt

4. 1.1 0, () =R 2+ xGx+J|=0.
Die Rekursionsformeln (4. 3), (4. 4), (4.5) werden jetzt
Won () ={kx?+ax-+2n—1D k-+2n} 2y, (x)—
—{(r—Dk+n}2 2, ,(x)=0
Wopy () ={x®+tax+2n—2k+2n—1} 24,, , (x)—
—{(n—Dk+n—1}2 2A,, 4(x)=0,
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2P, (x) = {{(k_l)([%]—[“;‘]>+ l}xz—}-ocx—&—(v—l)k—l-v} 2P, () —

_{[V;Z—I}HB]}Z 2Py 2(0)=0, (v=1,2,...,2n),

mit der Bezeichnung &dhnlich derselben in (2.1.4).

(4.1.2)

4. 1. 1. Homogene mathematische Schwingerkette mit
Dimpfung

Wegen (2.1.1.1) und (2.1.1.2) folgt

(4.1.1.1) 1Py (x)=L,(—2),

WO

(4.1.1.2) 7= 20429
w? ’

die charakteristische Zahl, und L, das Laguerresche Polynom ist, wobei man —z
statt z als Verédnderliche nehmen soll [3, S. 968].

5. ALLGEMEINER FALL EINER MATHEMATISCHEN SCHWINGERKETTE
MIT FEDERUNG

Es sei ein Schwingungssystem gegeben das dem in 1. besprochenen
System ohne Diampfung glwich ist (Abb. 3.).

Die kinetische En-rgie und die potentielle Energie seien
mit (1.1) g-g-b-n. Die Lagrangesche Differentialgleichungen
zweiter Art erg b:n ein System von Differentialgleichungen
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

A (g} +6 (g} =0.

Zur Losung dieses Systems macht man, wie in fritheren
Fillen, ein Exponcntialansatz (1. 6). Dieser liefert ein Gleich-
ungssystem dessen charakteristische Gleichung sieht so aus

5.1) AQ)=[AN+E]=0.

6. HOMOGENE, AUS ,,DOUBLETS* ZUSAMMENGESETZTE
SCHWINGERKETTE MIT FEDERUNG

Aus (2. 1) und den Bemerkungen im 5. folgt die’ charak-
teristische Gleichung fiir dieses System

6.1 AWM =DPirt &+ D=0,
Abb. 3 mit den Matrizen (2.2), (2.4), (2.5) und Abkiirzungen
(2.6, 2. D).

Nach der Umformung wie im 2., Einfiihrung einer neuen charak-
teristischen Zahl

6.2) . x=<—>,
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bekannten Matrizen (2.12), (2.16) und Abkiirzungen (2.11), sieht die charak-
teristische Gleichung (6. 1) folgendermaBen aus

(6.3) A =|Rx+Z|=0.

Falls wir die schrittweise Entwicklung dieser Determinante beniitzen,
ergeben sich die Rekursionsformeln

Dy (X)) = {kx +8(282—25+ D)+ Qn—1) k+ 2n} Ay y (X)—

(6.4) . .

‘ —BsG—D+m—Dk+np® Ay o(x)=0,
mit
©5 Bomy () ={x+B Q2225+ D+ Qn—2) k+2n—1} Dypy (X)—

' —{BSG—D+(—Dk+n—1} Ay, (D=0,
oder

A, (i):{{(k~—1)([%]-[v;1])+ 1}£+

(6.6) FB(252—25 + 1)+(v—1)k+v} Ay i (¥)—

_{35(5_1”["_72'_1}“[%]}2 A, 2(¥)=0, v=1,2,...,2%).

6.1. Sonderfall #/ =1, s=1

Eine einfachere Form fiir die charakteristische Gleichung (6. 3) erhaltet
man, wenn man voraussetzt, dafl die Feder dicht an die Massenpunkte
befestigt sind. Wegen (2. 1. 1) folgt

6.1.1) My, () =R x+8]=0
mit einer neuen Matrix -
6.1.2) S=pE+J,

weil jetzt die Matrix €* eine Einheitsmatrix geworden ist.
Die schrittweise Entwicklung ergibt die Rckursionsformel

3y, () = {kx+ B+ Qn—1) k+ 2n} 3y, (X)— ‘
—{(r—1) k+np 2By, 5 ()0,

mit
Nypoy () ={x+B+Q@n—2) k+2n—1} 38, ,(xX)—
—{(n—1) k+n—1}2 32y, 4 (x)=0,
oder V
3 . Y
1P, (X) = (k-«l) A : +1 x+B+(v—1)k+vl 3Py () —
6.1.3) { [2] [ 2 ] |

{[vﬂi] [l] ePu2()=0, (v=1,2,...,2n).

2
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6.1.1. Homogene mathematische Schwingerkette mit
Federung

Dieses System hat alle Massen, alle Pendellingen, alle Abstinde der
Befestigungspunkte der Feder gleich. Deshalb wird (6. 1. 3)

(6.1.1. 1) 1P, (x)=L,(—y).
Man sieht daB wir wieder ein Laguerresches Polynom, mit der Verinderlichen

-_)\'2+g)z

6.1.1.2)

w?

erhalten haben, welches schon gepriift ist [4, S. 179].

7. ALLGEMEINER FALL EINER MATHEMATISCHEN SCHWINGERKETTE

Es sei ein Schwingungssystem gegeben das dem in 1. behandeiten System
ohne Dampfung und Federung gleich ist (Abb. 4.).
Die kinetische Energie ist mit (1.1), und die poten-
M tielle Energic mit (3.1) gegebsn. Die FElemente der Fede-
W rungsmatrix G* sind, wie in 3., durch die Ausdriicke (3.2)
gegeben.
1 Lagrangesche Differentialgleichungen zweiter Art liefern ein
x, System von Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten
) Koeffizienten

—-—
[
]

A {q}+C*{g} = 0.
Daraus folgt die entsprechende charakteristische Gleichung

(7.1) AQ)=|AN+E*|=0.

~

()

el e J—
' B

8. HOMOGENE, AUS ,,DOUBLETS* ZUSAMMENGESETZTE

= n-t SCHWINGERKETTE

I‘n . Aus (7.1) folgt die charakteristische Gleichung fiir

O =M om=m, L=l=1, (i=1,3,...,2n—1; j—2,4, ..., 2n)
Abb. 4

A =|NN+?2D|=0,

Spalten= und Zeilenumformung ergibt eine neue Form

8.1 Ax)=|Rx+3]=0

mit den bekannten Matrizen (2.12), (2.15) und der charakteristischen Zahl
(6. 2). Schrittweise Entwicklung liefert

(8-2) Apu () ={kx+@n—1)k+2n} Ay s )—{(n—1) k+n)? A,,_, (¥)=0,
wobei

Agpor () ={x+Q@n—2k+2n—1} Aypy()—

8.3) 3 .
—{(r—D)k+n—1)% A,,_,(x)=0
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ist, oder zusammengefasst

By () x{{(m 1)([%]—[?:;1]) 1 } Y+ =Dk +v} WPyt (6)—

_{[V";‘]HBN* WPy_2(¥) =0, (v=1,2, ..., 2n).

Dabei haben wir folgende Bezeichungen benutzt

- - ~ ~ 2n -
A2n(x) =kP2rz (X) = z Bana an—r X3 — 0,
r=0

(8.5

. - - - 2n—1 .
Bop—y (X) =k Pyp—y (x) = Z Bypot1r2n—r—y X2" 7 1=0,
r=0

B, , sind die Koeffizienten des Polynomes ;P,, fiir welche folgende Rekur-
sionsformeln bestehen

an.2n-r={(2n'—1)k+2n] an-1,2n~r+szn—z,an—r—l_'
—[(n-1)k+?2]2 Bg,;-—2,2n——r, (r:O, 1, 2, sy 2]’1),
an-l. an-s = [(2’1"’“2) k+2n— 1] an—z, 2n—s T an-z, 2n—s—1""
—[r—Dk+n—1P By,_s, an—ss (s=1,2,...,2n),

(8.6)

oder

. Byyer=[(—1) k9] Boct,vor+ {(k—1)([%]_[”-1-;1])+ 1} Byt yoroi—

v—1 v ]2 o
—{[—T]k +[—2—]} Bygus,  (=1,2,...,2m r=0,1,...,20).
Nach der Definition ist
(8 8) kPi}:l’
und
(8.9) B, _.=0.

8.1, Homogene mathematische Schwingerkette

Die Bedingungen (2.1.1.1) und (2.1.1.2) ergeben die charakteristische
Gleichung fiir die homogene Schwingerkette

PG =(x+2v=1) Py () —(—1)2 1 Py_2(x) =0,

RO
2 2
ist. Diesen Ausdruck haben wir schon in [3, S. 967] erhalten, d. h.

(8. 1. 1) 1}—)\: (-;):Lv (_i)’

weil immer

wobel L, das Laguerresche Polynom [2, S. 45], worin —X statt x die neue
Verinderliche ist [6, S. 97].
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8.2. Der Fall k=2

Die Koeffizienten B,,, sind fiir diesen Fall in der Tafel 1. angegeben.

TAFEL 1. ,
B, B, B, B, B, B, B, B, B, B, B,
1 1
2 6 3
2 20 36 12
4 60 240 288 72
4 i12 948 2688 2520 504
8 288 3492 17604 36288 27216 4536
8 440 8640 T4880 293976 498 960 317520 45360

16 1056 26160 311040 1886112 5704992 7983360 4354560 544320
16 1436 51408 901680 8417952 42075072 108275616 132088320 63685440 7076160
32 3360 140880 3064320 37661904 267287040 1075900320 2331750240 2476656000 1061424000 106142400

9. ,,VERALLGEMEINERTE*“ LAGUERRESCHE POLYNOME

Man kann die Polynome (4.1.2), (6.1.2), (2.1.3), bzw. (8.4), (4.5),
(6.6) und (2.19), besonders das letzte als das allgemeinste, als eine Verall-
gemeinerung des Laguerreschen Polynome betrachten.
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