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L’EQUATION wv=w? EN NOMBRES TRIANGULAIRES

Casimir Szymiczek
(Présenté le 20 septembre 1963)

M. W. Sierpinski a posé (voir [1], p. 23) le probléme s’il existe outre le

triple =1, #,=6, 13— 36, d’autres triples de nombres triangulaires £, =" (1)
{(n=1, 2, ...) formant une progression géométrique croissante.

Le but de cette note est de démontrer que P’équation
(D uy = w?

a une infinité de solutions en nombres triangulaires distincts, u, v et w.
Comme I'a démontré M. Sierpiiski (voir [2], p. 1—4), si t,=3% ol x
et y sont des entiers posmfs, alors le plus petit nombre triangulaire > t,

. qui est en méme temps carré, est le nombre
2 t3xpay1=Qx+3y-+1)2

Jaffirme que alors les nombres u=t,, v= 13x+4,,+1 et w="t,,2, satisfont
a Péquation (1).

En effet, on a, d’aprés £,=y% et (2): -

Vuv,—w = Vtx t3x—§—4y~{— 1 _‘tx+2y

=y(Bx+3p+ 1)__ (x+20) (x+2y+1)

2
=2 XGED
Y 2
:yz“;tx '
=0’

donc ]/1; =w, c¢ qui prouve que les nombres u, v et w satisfont a I’équation (1).
Or, comme il existe une infinité de nombres triangulaires qui sont en
méme temps carrés, nous avons démontré qu’il existe une infinité de solutions
en, nombres triangulaires distincts u, ¥ et w de l’équation (0.
Soit :
3) - - ay=1% a;=06% a,=35% 44_2042 zzs 11892, a6_6930<

la suite infinie formée de tous les mombres triangulaires consécutifs qui sont
en méme temps carrés. Nous avons donc démontré le -



140 Casimir Szymiczek

Théoréme 1. La moyenne géométrigue de tous deux nombres conse-
cutifs de la suite (3) est un nombre triangulaire.

Il résulte du théoréme 1 tout de suite ce

Corollaire. Il existe une infinité de progressions géométriques formées
de trois nombres triangulaires distincts.

Telles sont, par exemple, les progressions:

Lh=1, =6, t3=6%
(4) 18’ t2o= 210’ t49 = 3525
ags tng = 7140, tye=2042, . ..

La raison de la premiére de ces progressions est un nombre naturel 6.
M. Sierpinski a posé les trois problémes suivants qui ne sont pas encore
résolus:

1) Existe-t-il des progressions géométriques autres que 1, 6, 36, formées
de trois nombres triangulaires, dont la raison est un entier >1?

2) Existe-t-il des progressions géométriques formées de trois nombres
triangulaires distincts, autres que celles qui sont fournies par le théoréme 1?

3) Existe-t-il des progressions géométriques formées de quatre nombres
triangulaires distincts?

Il est & remarquer que le terme moyen des progressions (4) est toujours
un double d’un nombre triangulaire.

En effet, il résulte de I’identité

(x+2)) (xz+2y+1)_(x+y) (x+y+ l)zyz_x(:;ﬂ)

et de 1,=y% qu'on a ici £,1,,=2¢,,.

On a, par exemple t3=21, tyo=21,, tg=21t, ...

Or, on peut démontrer qu’il existe une infinité d’autres triples de
nombres triangulaires t,, 1, f., tels que les nombres f,, 217, et ¢, forment une
progression géométrique. En effet, comme I’a remarqué M. Sierpinski (voir
{11, p. 30), si x et y sont des nombres naturels tels que t,=33% on a
Lixtizpr2=3(2x+5y+1)% et il en résulte sans peine que les nombres

=302 2045, = 3y 2x+5y+1), tsuigapra=32x+5y+1)2
forment une progression géométrique. On a, par exemple:
,=3-1% 21,=3-10, 15,=3-10%;
tag, 215,=3-10-99, 1,,=3-992;
fag2> 21539 =3-99-980, 15, =3 9802

Or, comme I’a démontré M. Sierpinski (voir [1], p. 25) toutes les solu-
tions de I’équation c2=a?+ (a+ 1) en nombres naturels a et ¢ peuvent étre
obtenues des solutions de 1’équation ¢,—=y% en nombres naturels, dont on
déduit que

Cx+2y+1P=(x+2yP2+(x+2y+1Q
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Il en résulte tout de suite le

Théoréme 2. L’aire d'un triangle pythagorien dont les cétes sont
des nombres naturels consécutifs, est un nombre triangulaire qui est la moyenne
géométrique de deux nombres triangulaires carrés consécutifs.

On a, par exemple:
20-21

3.4 S ' : .
5832442 —E~:.t3=6=i/1-62, 292 =207 + 212, =1,5= 210~ }/62.35%,

119.120 .
1692 = 1192 + 1202, —5 =t =7140= }/35%.204% .

Addition pendant la correction des épreuves

M. A. Makowski m’a communiqué que L. E. Dickson dans le vol. II
de sa History of the Theory of Numbers 3 la p. 36 écrit que A. Gérardin
dans Sphinx — Oedipe 9, 1914, p. 75 et p. 146 a donné la formule récurrente
24=3, z;=20, z,.4=62,—2,,+2 qui donne les solutions de I’équation
t.f,=t%. Le travail de A. Gérardin ne m’est pas accessible. Or, M. A. Rot-
kiew.cz a démontré que les soluiions données par la formule de Gérardin
sont les mémes que celles que jai déduit plus haut.
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