PUBLICATIONS DE L'INSTITUT MATHEMAT[QUE .
Nouvelle série, tome 3 (17), 1963, p. 131137,

QUELQUES REMARQUES SUR LES APPLICATIONS
CONTINUES DES ESPACES DE VOISINAGES

Zlatko P. Mamuzié
(Communiqué'lé 16 septembre 1963)

§1. Soit E un ensemble non vide et soit 2E I’ensemble partltxf de £.
On sait [2], [3] qu’on peut définir un espace de voisinages de M. Fréchet sur £
au moyen d’une application

(L1 ) L1 2B 2F

vérifiant les conditions suivantes:

o

u(@‘)¥ @, @ étant ’ensemble vide;
1{4)C 4, pour chaque sousensemble 4 C.E;
3° BC4CE entraine que +(B) C1(4).

2(}

Pour tout point g € E posons:

¥, = la famille de tous les sousensembles Va de E avec la propriété

que aé“ t (Va). De cette maniére on obtient la base de voisinages B="U 3, la
aC E

plus vaste de l’espace abstrait (E t) défini sur E par. (l 1) vérifiant les
conditions 1°, 2° et 3°. Désignons par ¥ une base de voisinages quelconque
de Pespace (E, i). On vérifie aisément que pour tout sousensemble non vide
A de E et tout point a € () il existe au moins un voisinage Wa € B du
point a tel qu'on a

ac Wa < (4).

On appelle I'ensemble :(4) intérieur de 4. L’ensemble A est ouvert si et
seulemcnt si v(4)=4.

D’autre part, C signifiant Popération de complementatlon sil’ apphcatlon
: verxfie les conditions 1°, 27 et 3°, l’apphcamon composée

t=Cero(

satisfait aux condxtlons
Ve t(9)=o; ,

b). 7(4) D 4, pour. tout A. < E

¢) BC ACE entraine t(B)Cn (A).

9*
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On peut lire: t(A) = adhérence de A. Inversement, si 'on pose
+=Ce1°o(C, ot t vérifie les conditions a), b) et ¢), on voit sans peine que ¢
vérifie les conditions 1°, 2° et 3°

Cela étant, considérons une application
fE—-T

d’un espace de voisinages (E, tx) dans un espace de voisinages (7, t7), g
resp. .y signifiant une application de 2 dans 2F resp. de 27 dans 27 vérifiant
les conditions 1°, 2° et 3°. De plus, soit ¥z resp. B, une base de voisinages
quelconque de (E, tz) resp. de (T, iup).

Par définition, f est continu sur E si et seulement si pour tout point a € E
et tout voisindge Wy f (@) € Wy du point f(a) € T il existe au moins un voisinage
Wga du point a S E tel qu’on ¢

f(Wga) < Wr f(a).

Indiquons ici un critére de la continuité (v. aussi {2]) portant sur les
intérieurs des ensembles:

Théoréme L1.1. Lapplication f de I'espace (E, .g) dans Iespace (T, i)
est continue sur E si et seulement si la condition suivante est remplie:

Pour chaque sousensemble B de T, limage inverse f—'(up(B)) par f- de
Pintérieur vp(B) de B dans espace (T, ir) est incluse dans Pintérieur vz (f~ (B))
de I'image inverse f—1(B) par f de B dans Iespace (E, 1), cdd:

(1.2) i (fTHB) o [ (e (B).

Démonstration. La condition est nécessaire. Soit B C T un sousensemble
de T tel que f~'(ir(B)) n’est pas vide et supposons a< f~1 (LT(B)). On
aura f(a) €. (B) et il existe un voisinage Wy f(a) du point f(@)E T tel
que Wrf(a)< B. Par hypothése, il existe au moins un voisinage Wga du
point a € E avec la propriété f(Wgd) C Wrf(@) < B d’od WraC f~1(Wrf(a))
< f-1(B), cad. a € e (S (B)).

La condition est suffisante. Soit la condition (1.2) satisfaite pour tout
B C T. En particulier, pour chaque point a © E et chaque voisinage Wy f(a)
du point f (@) €T on aura

S Cr(Wef @) cwf 2 (Wef @)

Or, puisque @ € /=1 (iy Wrf(a)) on aura a € g f~1(Wrf(a)), ce qui
signifie qu’il existe un voisinage Wy a du point ¢ € E tel que Wra cfY(Wef (@)
d’ott f(Wga) C Wy f(a), ce quil fallait démontrer.

Du théoréme 1.1 on déduit immédiatement (v. [2]) que si f est une
application continue de (E, gz, B) dans (E, v, W), alors 'image inverse par f
d’un ouvert dans le deuxi®me espace est un ouvert dans le premier. Mais la
réciproque n’sst pas toujours vraie. Par contre, la réciproque est vraie si
le deuxiéme espace vérifie I’axiome de transitivité qui s’énonce de la fagon
suivante: pour tout point a ST et tout voisinage Wa de a il existe un voisinage
W'a du méme point tel que pour tout point b < W'a il existe un voisinage Wb
du point b 4 propriété Wb C Wa.
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Rappelons encore que les espaces de voisinages sur le support E vérifiant
Paxiome de transitivité sont caractérisés par les familles © de sousensembles
O C E, appelés ouverts, satisfaisantes aux conditions (v. [2], § 4):

(01) g, EED'

(03) UO €D pour chaque sousfamille T* < Q.
ocP*

§ 2. Soient maintenant (E, t;) et (E, t,) deux espaces de voisinages sur
le méme support E, 7, 4 resp. 7, 4 signifiant les adhérences correspondantes
de ACE et solent B resp. W leurs bases de voisinages les plus vastes.
Pour x € E, alors 3B,, 8, signifient les bases locales de voisinages les plus
vastes correspondantes du point x € E.

On a la généralisation suivante d’une proposition bien connue de N.
Bourbaki: '

Théoréme 2.1. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes:
1° 79 A © 1, A, pour chaque sousensemble A C E,
2° B, cW,, pour chaque point x € E.

Démonstration. Soit 1, 4 C 7, A pour tout sousensemble 4 C E.

En particulier, pour tout point x € E et tout voisinage Vx € ¥, du
point x on aura : :

7, CVx 21, CVx,
ou bien
Cr CVxc Cry Chx,
cad.
u (Vx) © 1 (Vx),

1, resp. t, désignant les applications composées Cor,oC resp. CertyoC
correspondantes de 2F dans 25 Or, on a x € 4 (Fx) € (Vx), ce qui signifie
que le point x se trouve & Vintérieur de Vx dans ’espace (E, 1) et alors
Vx & 9, :

Inversement, soit B, W, pour chaque x € E. Supposons qu’il existe un
sousensemble 4 C E nona vide tel que xE 1,4 et x& v, 4. On aura alors

xECrpCCA et xE Cr CCA,

d’olt x €1, (CA) et xE 1, (CA). On aboutit ainsi 3 Ia contradiction puisque
CAE R, CAE W, contrairement & 'hypothése que ¥, C W,, ce qu’il fallait
démontrer.

Si les deux espaces (E, 7)) et (E, 1,) vérifient ’axiome de transitivité
et si par {; resp. U, nous désignons les familles d’ouverts correspondantes,
alors en montre aisément que O, C£, est équivalent 4 la condition 2° du
théoréme 2.1.

Le théoréme précédent nous permet d’introduire la définition suivante:

Définition 2.1. Nous dirons que la topologie généralisée de I'espace
de voisinages (E, ;) est plus fine que la topologie généralisée de I'espace de
voisinages (E, ©) (par abus de langage: Dlespace (E, <,) est plus fin que
Pespace (E, ~,)), si et seulememt si pour tout point x <€ E la base locale de
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voisinages W, !a plus vaste du point x dans Pespace (E, ~,) contient la base
locale de voisinages ¥, la plus vaste du méme point dans Pespace (E, v, cdd.
si et seulement si :

B, € W, pour chaque x < E.

En posant 8=y B, et W=y W, pour tout x € E, on peut alors définir

XE&EE xCE
une rélation d’ordre notée < telle que 8L < W si et seulement si I’espace (E, )
est plus fin que Pespace (£, 7). — : ~

S’il s’agit des espaces topologiques au sens des définitions usuelles,
on déduit immédiatement que la définition 2.1 est bien équivalente & la
définition connue de N. Bourbaki [1], p. 19—20. » _

Remarquons que parmi tous les espaces de voisinages sur un méme
support E il existe un espace de voisinages qui est plus fin (I’espace
discret) et il existe un espace de voisinages qui est moins fin que tous les
autres .(c’est I’espace indiscret). En d’autres termes: ¥ désignant la famille de
voisinages la plus vaste d'un espace de voisinages (F, <), le systdme de toutes
les familles ¥ qu’on peut définir sur E, partiellement ordonné par la rélation
d’ordre <, posséde un élément maximal (et un seul) et un élément minimal
(et un seul).

§ 3. Considérons maintenant une application f d’un ensemble non
vide S dans ua espace de voisinages (7, ).

La famille d’espaces de voisinages sur le support S tels que la function f
soit continue, n’est pas vide: en effet, tel est I'espace discret sur S. Mais
cet espace est le plus fin de tous les espaces de voisinages quon peut
définir sur S.

Théoréme 3.1. Il existe un espace de voisinages et un seul sur le
support S moins fin que tous les autres pour lesquels la fonction f est continue.

Démonstration. B=y B, étant une base quelconque de voisinages de
. xXET . .
U'espace (7, 1), nous définissons un espace de voisinages (S, o) sur S au moyen
de la base de voisinages suivante: pour tout a €S nous posons

(3.1) B,= la famille de tous les sousensembles Wa contenant le point a
pour lesquels il existe au moins un voisinage Vf (a) € Vs du point f (@) E T
avec la propriété

£ (Vf @) < Wa,

en désignant par f-1! (Vf (@) Timage inverse par ./ du voisinage Vf(a) du
point f () dans Pespace (T, 7). '
On voit tout de suite que Ia fonction f est continue sur (S, o). En effet,
pour tout point a €S et tout voisinage Vf (a) du point f (@) € T il existe un
voisinage Wa=jf~1 (VS (@) du point a tel que f (Wa) =/ (Vf@))cVf(a)
et, d’autant plus, f(Wa) C VS (0). : ' )

D’autre part, soit (S, 5,) un espace de voisinages sur S quelconque tel
que la fonction f soit encore continue sur (S, o;). Pour tout ¢ < S nous
désignons par J, la base locale de voisinages du point @ la plus vaste dans
P'espace (S, ¢;). Nous allons montrer que ,, défini par (3.1), est la base
locale du point @ la plus vaste dans I’espace (S, 6) et que W, < Jo pour tout
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a < S. Or, soit 4 un sousensemble de P'espace (S, 5) non vide quelconque dont
Iintérieur contient le point a € 8. Cela signifie qu’il existe un voisinage Wa
du point a tel que Wa < A; par la définition (3.1) méme, il existe alors un
voisinage Vf (a) du point f (a) dans (T, 1) tel que f~1! (Vf(@))c WacA. En
d’autres termes, 'ensemble A4 est un voisinage du point a et appartient i la
famille 3,. Montrons enfin que W, < J, pour tout « € S. En effet, supposons
qu’il existe un point ¢ € § et un sousensemble 4 C S tel que aS 1 (A) A€W,
et 4 ¢ J,. En désignant par ¢4 resp. 6; 4 I'adhérence de 4 dans (S, o) resp.
dans (S, ¢;), on aurait a€ CoCA et a¢ Co,C4,d’0lt a6 CA4 et a € o, CA.
La fonction f étant continue sur les deux espaces (S, o) et (S, o), on devraijt
avoir f (@) €« f(CA4) et f(a) Evf(CA), ce qui est une contradiction (v f (C4)

= J’adhérence de f (CA) dans (T, 1)). Ceci achéve la démonstration du
theoreme 3.1.

Supposons maintenant que l’espace (T, =, B) vérifie Paxiome de transi-
tivité. Dans ce cas Pespace (S, o, W) vérifie aussi cet axiomel. En effet, prenons
un point a €S et soit Wa un voisinage de a. 1l existe un voisinage Vf (@)
du point f(a) € T tel que f~1(Vf (a)) € Wa. Par hypothése, il existe un
voisinage V*f (@) de f(a) tel que pour tout ¢ € V1f (a) il existe un voisinage
Ve de ¢ a propriété Ve € Vf (d). Posons f-1(V'f(a))=W'a et soit bE W'a
cad. f(b) € V1f (a). 1l existe un voisinage Ff (b) de f () tel que VF (b)< VS (a)
d’

@) -1 (¥ @) c Wa.

Puisque b & Wa, ceci montre que lespace (S, o, W) vérifie laxiome de
transitivité. On en déduit facilement que cet espace peut étre défini aussi de
la maniére suivante. O, étant la famille de tous les ouverts dans Pespace
(T, =, ¥), on obtient la famille g de tous les ouverts dans espace (S, 5, W)
en prenant les images réciproques par f des ouverts de Op et tous les unions
de ces images réciproques, cad. les membres de Dg sont f-1(0;) pour

Or € Op et les unicns -
Uf=*(Op=f"1(U Or)
Or e O*p OreO*r

pour chaque sousfamille O*; < Oy,
Le théoréme précédent nous permet d’introduire la définition suivante:

_ Définition 3.1. Nous dirons que Iespace (S, o) défini sur le support
S par la base de voisinages (3.1) est I'espace sur S obtenu par la condition
d’étre le moins fin de tous les espaces de voisinages sur S pour lesquels la
Jonction f 1S (T, ) est continue. 7

Pour les espaces topologiques on peut utiliser la proposition mentionnée
~de N. Bourbaki et passer aux ouverts.

D’une maniére analogue, soit
' F:(85%H—-T

une application de l’espace de voisinages (S, X) donné avec une base de
voisinages ¥, dans un ensemble non vide 7. Parmi tous les espaces de voisi-
‘nages sur le support 7' pour lesquels la fonction f est continue il en existe
un qui est moins fin que tous les” autres: en effet, ¢c’est l’espace 1nd1scret
sur 7.

1 Une idée analogue a été exposée per D. Acemovic dans une discussion & propos de {2
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Théoréme 3.2. Parmi tous les espaces de voisinages définis sur le
support T tels que la fonction f soit continue il existe un et un seul qui est le
plus fin que tous les autres.

Démonstration. Définissons sur T D’espace de voisinages (T, %) par la
base de voisinages 2B suivante: pour x € S, les voisinages Wy & du point
y=f(x)€ T sont tous les sousensembles de 7T pour lesquels il existe au
moins un voisinage ¥x € B du point x A propriété

- (3.2) Vxcf-1(Wy),

et pour tout point y € T\ f(§), 'ensemble Wy = {y} constitué d’un seul point y,
est un voisinage de y. Dans ce dernier cas, la base locale de voisinages la plus
vaste du point y € T\ f(S) est formée par tous les sousensembles de T
contenant le point y.

Montrons d’abord que la fonction f : (S, B) — (T, W) est continue. En
effet, d’aprés la définition méme, pour tout point x € S et tout voisinage Wy
du point y=f(x) il existe au moins un voisinage Vx du point x tel que
fFrxyc Wi ).

D’autre part, soit J la base de voisinages la plus vaste de I’espace
(T, W) et soit J; la base de voisinages la plus vaste d’un espace de voisinages
(T, W,) quelconque avec la propriété que la fonction f : (S, B)— (T, W,) soit
encore continue. Nous allons montrer que J;~<(J. En effet, la fonction f
étant continue sur (S, B), pour chaque voisinage W, f(x) €W, du point
f(x) €T il existe au moins un voisinage ¥x € ¥ du point x tel que

S W f(x) dou Vxcf—1 (W f(x),

ce qui signifie que le sousensemble W, f(x) de T est aussi un voisinage du
point f(x) dans I'espace (7, ). Il reste encore de montrer que 98 =J. Maijs
c’est bien évident puisque si 4 © T est un sousensemble quelconque ayant 3
son intérieur le point y=f{(x), il existe un voisinage Wy de y tel que

Wyc A4,

d’ou f-1(Wy)c f-1(4). Par la définition méme (3.2) il existe alors un
voisinage ¥x du point x tel que VxCf~1(Wy)C f-1(4) et par la méme
définition on aura que A est aussi un voisinage du point y = f (x). Le théoréme
3.2 est ainsi démontré.

Supposons maintenant que P’espace de voisinages (S, L) vérifie ’axiome
de transitivitt. Nous allons montrer que Pespace (T, W) aussi vérifie cet
axiome. En effet, pour y € I'™\ f(S) c’est bien évident. Soit y=f (x) pour
x < S et soit Wy un voisinage quelconque de y dans (7, ). Il existe un
voisinage ¥x de x dans (S, ¥) tel que ¥x C f—1(Wy). Par hypothése, il existe
un voisinage Vlx de x tel que pour tout ¢ € ¥'x il existe un voisinage Ve
de ¢ a propriété Ve < Vx. Posons f(Vix)=Wly dolt Vixc f-1(Wly). Si
z€f(V1x), soit bE f~1(z) tel que bE V1x. Or il existe un voisinage Vb
de b dans (S, B) tel que Vbc Vx d’out VbhC f-1(Wy). En d’autres termes,
puisque f(b) € Wy, Wy est aussi un voisinage de f(b). La proposition est
démontrée. Dans ce cas, soit Og la famille de tous les ouverts dans I’espace
(S, B). On montre aisément que I’espace (7, W) peut &tre défini aussi de la
fagon suivante. La famille ©Or de tous les ouverts de 1’espace (T, ) est
définie ainsi: on pose Oy € L si et seulement si Og= f~1(0y) pour un Og< Og.
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Il est évident alors que pour chaque sousfamille $*; < Oy, le sousensemble
U O de T est aussi un membre de Ty, puisque
OrED*r
f~1(U0p) = Uf=1(0rp
Or<D*r OrED*r

est un ouvert dans P'espace (S, ¥).
C’est ainsi que nous pouvons proposer la définition suivante:

Définition 3.2. Nous dirons que l'espace de voisinages (T, W) sur T
défini par la base de voisinages (3.2) est 'espace qu’on obtient par la condition
d’étre le plus fin de tous les espaces de voisinages sur T tel que la fonction f
soit une application continue de (S, ¥) dans T.

Dans le cas des espaces topologiques on montre aisément que la définition
précédente est bien équivalente 4 la définition connue portant sur les ouverts.

Les deux procédés de topologisation des ensembles, indiqués par les
démonstrations des théorémes 3.1 et 3.2 pour les espaces de voisinages, sont
a la base d’introduction de la topologie généralisée dans quelques cas spéciaux
importants dont on peut faire une étude particuliére.
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