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Préliminaires
Hypothése 1. Soit
x €06, €0 (i=1,2,3, ..
ol ¢ est un ensemble non vide arbitraire. '

Hypothése 2. Supposons que la fonction f prenne des valeurs apparte-
nant & un groupe additif abélien quelconque pn.

Hypothése 3. Dans le groupe p I’équation
mX =90 (m nombre naturel, 6 & u, X € p)
posséde, par rapport 4 X, une solution unique, qui sera désignée par L.
n
Définition 1. Si
x::(xln Xas o vus xn) (-xl: Xgs « e xneﬂ)a
on introduit ’opérateur cyclique C’; (p nombre naturel <») au moyen des
égalités:
(0.1) Cox=(X> Xar +-n» Xp)y Cpx={(Xgs Xa» «v2s Xpiths «++»
Col X = (s X1s o+ o> Xpei)s
avec Chx=Cox, Cilx=Chx, ...
Définition 2. L’équation
0 1 i1 -1
0.2) £(Cox, Can)+/(Cox, CaN)+f (Cox, CiN+ - - +1(C %, €771 p)=0,
avec
p<n, g<n, X”(XI, Xgy o v 0 xn)s y=(}’1, Yas «oes an),

sera appelée équation fonctionnelle linéaire paracyclique de premiére espéce.
Définition 3. L’équation
(0.3)  f(Cox CoN+f(Cpx, Cap)+/(Chx, Cin+ - - +£(Cy ' x, €771 y)
+f(Cax, Cpp)+f (Caxs Crp)+f(Cox, Cop)+ -+ +F(Ci'x, C;71p)=0

srwa appelée équation fonctionnelle linéaire paracyclique de seconde espéce.

|t
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Plus généralement, soit
Y=, x5, o, xk) k=12, ..., ).

L’équation fonctionnelle linéaire paracyclique de premiére espéce, 2
fonction inconnue f dépendant de v systémes de variables X, (k=1, 2, ..., v),
s’écrit sous la forme que voici

0 0 o
(04) f(CP1 Xl’ CPz X2’ MR ¢ va XV)
+f(C117| XI’ C117-2X2’ DR C:’v X")

4

+f(Ch ' Xy, Coll X, L, CT XY =0,

ot py, ps, ..., ps sont des entiers positifs tels que
P Pas -0, Py < R
L’équation paracyclique de seconde espéce a fonction inconnue f dépen-
dant de v systémes de variables X; (k=1,2, ..., v), a la forms suivante
(0.5) {(f(Cp Xy, CoXs, ..., Co X))
+f(Cp Xy, CO Xy, ..., Co X))
+

+f(Cp, Xy, Cp Xy, ..., Cp_ X))
+{f(Cp X1, Cp, X5, ..., Cp X))

+f(Cp Xy, Ch Xy, ..., ChX)

N
+f (Cp X1, Cp Xo, ..., Cp_ X))
N

G X T X, L, € X

+f(Co Xy, CpT Xy, L, CHTRX)
+

+f(Co Xy, Col Xy, L, Col X)) =0,

Entre chaque couple d’accolades se trouve, dans I’équation précédente,
une somme ol les indices p,, ps, ..., py se succédent cycliquement.

Dans I’équation (0.4) les variables de chacun des systémes X, se
succedent séparément cycliquement.
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Dans cet article sont résolues les équations fonctionnelles suivantes:
(0.6) [ (x1, X2, X3, Y1, Vo) +f (X2s X35 X1, V2s Y3) +f (X35 X15 X2 Yo Y0) =0,
0.7y f (X1 Xa» Xa0 V1> Vo) + (X2 X35 Xgs Yoo Vo) S (X35 Xgs X015 Vs Yo
+f (xg, X1, X25 Yar V1) =0,

(0.8)  f(x1, Xa» X35 Xg» X5 V15 V25 Va» Vo) +F (Xas X34 Xg» X5, Xg» Vas Vas Yar Vs)
+f(xaa Xgs X35 Xg> X15 V3> Vy» Vs y6)+f(x4’ X5s Xg» X1, X2> Vg5 V5: Voo yl)

+f (x5, Xgs X15 Xos Xg» Vs> Vor V1 Yo) 7 (Xg» X15 Xos X35 X45 Ve» V1s V25 V3) =0,

(09) f(XI’ Xzo X3+ V1> Yoo 215 Zz) +f(x2= Xzs X1, V2, Vas 22 Za)
+f (x5, X1, X2, Va5 V1> 23> 21) =0

Les hypothéses 1, 2 et 3 étant réalisées, les solutions générales des
équations (0.6), (0.7), (0.8), (0.9) sont respectivement

(0.10)  f(x1, X3, X3, Y15 o) = F (%1, Xa, X3, y1)—F (X2, X3, X15 V9)
(0.11)  f(x1, Xas X35 V15 P2) = F (x1, X0 p)—F (x2, X3, ¥2) + G (X1, x3) + G (X3 xp),
(0.12)  f(x1, Xg. X35 Xgs X5s V1> Vau Vs> Vo)
= F(xy, Xpy X35, Xg5 V15 Voo Vo) —F (Xe5 X35 Xgs X55 Voo Var Vo)
+G (xq, Xy, X4y X55 Vg, YO — G (X5, X5 X, X35 V15 Va)

+ H (Xy, X3y X5 X550 Y15 Vo) —H (X45 X5, X15 Xa, Vs Y1)

(0.13)  f(x1, Xo, X3, V15> Yo 21> 22) = G (X1 Xas X35 V1, 20) — G (Xg5 X3, X35 Va2, Z2)-

Y

: Les fonctions F, G, H sont arbitraires 3 valeurs appartiennent & p et
dépendent des variables mises en évidence.

A notre connaissance, jusqu’d présent dans la littérature mathématique
Ia classe des équations fonctionnelles faisant I'objet du présent article n’a
pas été étudiée. En réalité, cette classe généralise Péquation fonctionnelle
cyclique

(0.14) F(Xys Xos ooy Xpmyy Xp) +F (Xas Xgo v ooy Xps Xpi)+
C (s Xpas e s Xap—as Xap—1) TS (Xpa1s Xptos - - o5 Xzp—1s X2p)
+f Kuepiis Xnoptas « =+ s Xn1s Xn)
A+ nepras Xnepigs oo es X X))+ oo F Xy Xy o+ s Xpogy Xpy) =0,
oli p<n.

Sur la derniére équation il existe une abondante littérature (voir, en
particulier, I’ article [1], ol est donnée la bibliographie assez compléte con-
cernant les équations fonctionnelles cycliques).

Dans le présent article, en nous bornant & quelques équations parti-
culiéres, nous avons mis e évidence un procédé qui s’applique aussi bien
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dans le cas général (0.4). Dans un autre article il s’agira des équations
(0.2) et (0.3) ainsi que des équations plus générales, comme par exemple:

[i(Cox, CoN+fa(Chx, CoM)+ -+ +£(CE 1y, CIly)=0,
ou
fi(Cox, CoN+fa(Cox, Con+ -+ +£(CE ' x, Co7ly)
+faer (Cox, Co) A fass Chx, Ch)+ - -+ +fou (C1'x, CE7p) =0

1. Equation fonctionnelle (0.6)
Considérons I’équation fonctionnelle paracyclique
(L) fCo, X2, X3, V15 o) Hf (X2, Xa, X1, Yau V) +/ (X35 X5 Xa, Vg, ¥1) = 0.
Elle est équivalente a
S Gees Xa, Xy, V15 Po) = —f (X35 X1, Xau Yas V1) —f (X2, X35 X1, V2> Vg)-
L’expression qui figure au premier membre de ceite équation est indé-
pendante de y,. En posant! dans (1.2) y3:yg, on obtient
y i 1]
(1'2) f(xls X, X3 y19 J@)"‘ —f(xaa X1y Xa» Vi3, J’1)"‘f(xz, X3y Xy J’z, yg)-

En introduisant les notations suivantes
. 0
—f (x5, X15 X, Y3, 0= F (X1, X2, X3, ¥1),

f(xih Xgs X715 Vo, ,Vg):G (X2, Xgs X1y yz),
I’équation (1.2) devient
(1.3) J (%15 xa, X3s V1 }’2)mF(x1, Xa5 X35 YD) —G (X3, X3, Xy, Va)-

Donc, la solution générale de I’équation (1.1) a la forme (1.3), mais
la fonction (1.3) n’est pas nécessairement une solution de cette équation. Pour
quelle le soit, il faut et il suffit que

1.4 F(xy, X3y X3, 11)—G (X1, X5 X3, ¥1)
= G (X2, X3, X3, Ya)—F (xa, X3, X1, V)
+G (x3’ X1, Xa» J":s)“'*F(xa, X1y Xgs }‘3)-

L’expression figurant au premier membre de I’équation (1.4) ne dépend

pas de y, et de y;. Donc, on peut poser y,—y3, vy, =33 dans (1.4) et I’on
obtient alors

(1.5) F (X1, X34 X3, ¥1)—G (X1, X3, X3, y0) = H (x1, xs, X3)-
La formule (1.3), vu (1.5), devient

(1.6) S (x1, X2 X3, V1 V) =G (x1, X2, X3, y)—G (X25 X3, X1, Vo) + H (x1, X3, X3).

3 Dans cet article, xg, yg, 22, «o.o (k=1,2, .. désignent des constantes quelconques
appartenant & Pensemble o. :
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Pour que (1.6) soit une solution de (1.1) il faut et il suffit que
H (xy, X9, x3) + H (x5, X3, 1)+ H (x5, X1, X2)=0.

C’est I’équation cyclique dont la solution générale est

H(xla X2 x3):I(x1, X5 x3)—1(x2, X3, xl)-
La formule (1.6) devient alors

1.7 S (15 X25 X35 V15 Yo) = G (X1, Xo) X3, Y1) —G (X35 X35 X1, Va)
S (x5 Xg, X5)—1 (X2, X3, Xp)-

Si Pon introduit la nouvelle notation

G (xla x2’ x3’ y1)+1(x1’ xza x3):G’ (xla X2, X3, yl)’\
on a . . ’
G (X2, X3, X15 o) + 1 (X2, X3, X)) =G’ (X2, X3, X15 Vo)

et la formule (1.7), aprés omission de l’accent, devient

(1.8) S (215 Xa, X3, V1,5 V2) =G (X1, X2, X3, Y1) —G (X2, X3, X1, V2)-

C’est la solution générale de 1’équation (1.1).

2. Equation fonctionnelle (0.7)

Envisageons maintenant 1’équation fonctionnelle
2.1 S Gers X35 X35 V15 Vo) +f (Xas Xz X5 V2» V)
+f (%35 Xg5 X35 V3> Vo) +f (X5 X15 X5 Vg5 YD) =0.
En faisant x4=x2, y3=y(3), y4=y2, on obtient
2.2) S (x5 Xos X35 Y15 Vo) =F (X1, X3, y)—G (X2, X3, o) + H (x1, X3),
ou les fonctions F, G, H doivent satisfaire 4 1’égalité suivante
(2.3) F (X1, x2, y1)—G (X2, X3, Y2) + H (X1, x3)
+ F (x2, X3, ¥2)—G (x3, Xy, y3) + H (x3, X,)
+F (x5, X4, Y3)—G (x4, X1, Yo) +H (x5, X1)
+F(x4, X1 Y)—G (X1, X3, Y1)+ H (x4, x2)=0.

. 0 0 0 0 0 .
Si 'on y remplace x;, X4, Vs, V3, V4 PATr X3, Xa, V2, V3, Y4 respective-
ment, on obtient :

2.4 F (x15 X35 Y1) =G (X1, X2, 1) -+ R () —S (x2).

D’aprés (2.4), 1’égalité (2.2) devient
(25) f(xl, Xgs X35 V1> y2) = G(xl; X2, yl)'—'G(x2’ X35 y2) + H(xls xs) +‘R(x1)_'S(x2)’
ou bien

(2.6) S (x1s Xa5 Xgs V15 Y2) =G (X1, X2, y1)—G (X2, Xz, ¥2) + T (X1, X2, X3)-
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Pour que (2.6) soit une solution de I’équation (2.1), la condmon sui-
vante doit &tre remplie:

T (x5 Xa, X3) -+ T (Xg, Xgs X+ T (X5 X4, X1+ T (X, X3, X2)=0.
C’est I"équation cyclique donc la solution générale est
2.7 T (x3, X9, X3) =Gy (%3, Xg)—Gy (Xa, X5) + G5 (X1, x3)— G5 (x5, x7).
La formule (2.6), selon (2.7), devient
F (s X5 X3, Y15 Yoy = G (xy, Xa, Y1) —G (X3, X3, ¥2)
+ Gy (x4, x)— G (33, x3)

. + Gy (X1, X3)—G5 (x5, X1),
ou bien

(2.8) S (X1, X5 Xg0 Vs Vo) = 81 (X1 Xas Y1) —81 (Xa> X3, Vo)
+ 82 (X1, X3)—8s (X3, X1)-

La solution générale de I’équation (2.1) est représentée par (2.8).

3. Equation fonctionnelle (0.8)
Nous allons maintenant résoudre ’équation fonctionnelle suivante

3.1 J (x5 X5 Xgy X5 Xs55 Y15 Vas Vs> Vo)
+f (X2, X35 Xg> X5, Xg P2 Vas Vas Vs)
+f (X35 Xg5 X5, Xgs X15 Va5 Va» V55 Vo)
+f (x5 X5y Xg» X1, X2, Vas Vs> Ves V1)
+f (X5, Xg> X15 X25 X35 V5> Ves V1> Vo)
+f (Xe» X1, Xz, X3, X45 Ves V1s Va» ¥3) = 0.

Si Pon pose xz= xﬁ,ys—-ys, yg—ys, Péquation (3.1) prend la forme
suivante

(3'2) f(xb Xas Xgy Xys X55 Vi Yas y3s‘ y4)
= F(x3, X5, X35 Xg» V15 Vo> V3)—G (Xas X3, Xg X55 Vo Vas Vo)
+H(x1’ Xg> Xg» X35 Vg» yd)—K (x5, Xis Xgs X35 Vis yz)

+I(Xy5 X35 X4 X55 Y1 Ya)s

avece
. 0 )
S (Xg5 X35 X4 X5, X65 Vas Vas Vao )’g)x G (x5, X3, Xg5 X55 Vs Vas Vo)
0 0
f(xaa Xys X5o X65 X15 Vg» Va5 Vs, _1’2):: ~—I{(-xl, Xgs Xg5 X53 Vas y4)’
0 0 1]
f(xa’ X5y X65 X1y Xas Vo V5. Vés yl):: ”_I(xh Xas Xgs X5, V1 .VA)’
] 1] 0
f(xm X6s X1, Xgs X3, V5, V6 Vis J’z)m K(xss Xis Xgs X35 V1> y2)'

4} )
'f(xﬁs X1s Xgs X35 Xg5 V65 Vi Vo» ys)w“ "_F(xlﬁ Xa» X35 Xg» V15 Vo, Y:;)'
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Pour que (3.2) soit une solution de ’équation (3.1), il faut et il suffit que
(3.3) F (X1, Xg5 X35 Xg5 Y15 V2> Y8)—G (X2, X35 X5 X55 Va5 V3> Vo)
+ F(xg, X3, X4, X5, Vo> Vg Y)—G (X3, X4 X5, Xg5 Va> Va» Vs)
+ F(x3, X4, X5, Xg5 V3> Ya> ¥5)—G (Xa5 X5, Xg> X15 Vs V55 Vo)
+ F(Xy5 X5 Xgs X1, Va» V5o Y)—G (X5, Xg, X15 X2, V55 V> V1)
+ F (x5, Xg5 X15 X5 V55 Ye» Y1) —G (Xg5 X1, Xa, X35 Vs V1, V)

‘{"F(Xs, X1, X2s X35 Vgs Vi yZ)_G (xls Xg, X35 Xg5 V15 Va2 y3)

+ H (X1, X35 X45 X55 V35 Vo)
+ H (X, X45 X55 Xg> Vas V5)
+ H (xg, X5, Xg5 X15 V55 Vo)
+H (x4, Xg, X1, X2, V> V1)
+ H (X5, X1, X2, X35 V15 V2)

+ H (xg, X35 X35 Xg5 V2s Va)

—K (x5, X1, X2, Xg> V1» Vo)
—K (xg, X3, X3, Xq, V2, Vs)
—K (X1, X3, X4, X5, Vg5 Va)
—K (X3, X4, X55 Xgs Va> V5)
—K (x3, X5, X¢ X1, V55 Vo)

—K (x4, Xg, X15 X35 Vs V1)

+1 (X1, Xg5 X45 X55 Y15 Va)

+1 (x5, X3, X5, Xg5 V25 Vs)

+ 1 (x5, X4, Xg> X1, V35 Vo)

+1(xy, X5, X15 X2, Va5 V1)

+1 (x5, Xg, X5 X35 V5» Va)

+ I (Xg> X1, X3, Xg5 Ves Ya) =0.
Faisons, dans la derniére équation fonctionnelle,

Ya=Yi, Vs =Y%, Vs=Ye.
On obtient alors
(3.4) F(xy, Xg5 Xg Xa5 V15 Vas ¥3)—G (X1, X5 X5 Xa5 V15 Va» Vs)
= Fy(x1, Xa, X3, Y1, Y2)—G1 (X2, X3, Xg; 2+ V3)
+ Hy (X1, X9, X4, P1)—K; (X1, X3, X4, Vg).

Compte tenu de (3.4), la formule (3.2) devient

(3.5) S (%15 Xa5 X35 X45 X55 V15 V25 Va5 Vo)
= G (x1, X3, X3, X4, V15 Vas Y3)—G (Xa, X3, X4, X5, Vas V> V)
+H (X1, X35 Xq5 X55 V3, V) —K (x5, X1, X2 X5, Y15 ¥2)
+1 (x5 Xa5 Xg5 X55 V15 Va)
+ Fy (X1, X5 X3, V15 Vo) — Gy (X25 X3, X4, V2s V3),

oll nous avons omis les fonctions H; et K;, ce qui ne restreint pas la géné-
ralité du résultat en question.
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Si dans (3.1) on porte f(xy, Xg, X3, X4, V1> Ve, Vs), donné 3 l'aide de
(3.5), on aboutit a
(3.6) H (xy, x3, X4, X5, V3, V) —K (x5, %15 X25 X3, V1, V2)
+ H (Xg, Xg5 X55 X35 Vas Vs)—K (Xg, X3, X3, X4, V2, ¥s)
+H (x5, x5, X65 X1, V5> Ve)—K (X1, X35 Xg, X5, V3, Va)
+ H (x4, Xg, X1, X2, Vs Y1) —K (X2, X45 X55 X6 Vas V5)
+ H (x5, X1, X5 X3, Y15 Vo) —K (X3, X5, Xg, 1, Vs> V)
+ H (xg, X35 X35 Xg5 Var Vo) —K (X4, Xg, X1, X3, Vg5 V1)
+ I(xq1, Xg, X4, X5, V15> Vo)
+ 1 (xz, X3, X5, Xg, Va5 Vs)
+ I (x5, X4, Xg5 X1, V3> Ve)
+ T(xq, X5, X1 Xzs Vas y.
+ (X5, Xg» Xa5 X35 Vs Va)
+ I (xg, X1, X3, X45 V> V3)
+ Fy (%1, X2, X3> J1s Y2)—G (X2, X3, Xg5 Vas Vs)
+ Fy (%2, X3, X45 Yas ¥3)— G (X3, X4, X5 V3> V)
+ Fy (xg, Xa> X55 Vs> Ya)—G1 (x4, X5, Xg5 Va5 Vs)
+ Fy (X45 X5, Xg5 Vg5 ¥5)— Gy (X5, Xg5 X1, Vs» V)
+ Fy (X5, X6, X1, V5> ¥6)—G1 (Xg5 X1 X2» Vg5 V1)
+ Fy (%6, X1, Xz, Vg, Y1) —G1 (01, X2 X3, V15 V) =0.
Si dans la derniére équation on met
Xp= X2, Xo= X6, Y=Y Ye=)3, Ys=¥3, ¥o=re
on obtient
H (x1, X3, X4 X5, V35 Va)
= K(x1, X3, X4, X5, V35 Vs)
+ Gy (X5, X4, X5, V3o Vo) —F1 (X35 X45 X5, Vg» V)
+ Ly (x5 X3, X45 Y3)—La (X1, X4 X5, V)
+ M (%1, x3, x5).

En portant cette expression dans (3.5), il vient

(36) f(x15 x2’ X3, -x4s x5’ ylﬁ y29 y:;, y4)
= G (X1, Xa5 X35 Xg5 V15 Vo> V3)—G (Xa, X3, X4, X5, Va, Vss V)
+ K (X1, X35 Xg5 X55 Vas YO —K (X5, X1, X5, X3, Y15 Va)

+ I(xl’ Xgs Xg5 X5, V15 y4)
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+ Fy (X15 X5 X3, V1> Vo) —Fy (x5, X45 X355 V35 Vo)
+ Gy (x5 Xg5 X55 V35 o) — Gy (X2, X3, X4, V2, Vs)
+ Ly (%10 X3, X5 Y3)— Lo (315 X45 X5, V4)

+M (x;, x5, X5).

Dans (3.6) on peut poser F;=0, G;=0, L,=0 sans restreindre la gé-
néralité de la solution du probléme en question.
En effet, en introduisant la nouvelle notation suivante

K (x1, X3, Xq5 X55 V3> Vo) —F1 (X35 X4 X5, Var V) =K' (X1, X35 Xg5 X55 V3> Vo)
on a
K (x5, X1, Xas X35 Y1, Vo) —F1 (X1, X, X3, V1, Vo) = K' (x5, X1, x5, X3, V1, Vo)
Ensuite, posons

G (X1, Xo» Xg» Xg5 V1s Yoo Y3)—GC1 (Xas X3, Xy, Vo> V3) =G (X1, X, Xar Xg5 V15 Vas Va)i
on en déduit

G (X3, X35 Xg» X55 Vas V3> Vo) —G1 (X35 Xg5 X5, Vas Vo) =G (Xa5 X3, Xg5 X5, Va» Va» Va)-

Enfin, introduisons au lieu de la fonction I une nouvelle fonction I’
comme suit ‘

I (X1, X2y Xg5 X5, V1> Vo) —La (X1, X4, X5, Y =1" (X1, X2, X4 X5, Y15 Va)-

Si dans (3.6) on porte les fonctions K, G, I et si 1’on supprime en-
suite ’accent, on obtient

(3.7 S (%1 Xg5 X35 X5 X553 V15 V2o V3> Va)
= G (X1, Xg, X3, Xg5 V15 Va» V3)—G (X2, X35 Xg5 Xs55 Va» Va» V)
+ K (x5 X35 Xg5 X55 Va5 Vo) —K (X5, X15 Xa5 Xa, V1, V2)
+ T (%1, X5, X4 X55 V15 Va)
+ Ly (1, X3, Xg5 V3)
+ M (x1, X3, X5)-

Pour que (3.7) soit une solution de I’équation (3.1), la condition suivante
doit étre remplie:

[ (X1, Xay Xg5 X35 P15 Vo) + L (X1, Xgs X5 V3)
+ 1 (X2, X35 X5, Xg5 Vas V5) + L (Xa, X4, X55 Va)
+1 (x5, Xq, Xg5 X1, V3> V) + L (x3, X5, Xg, Vs)
+1(Xy, X55 X1, X, Yg» Y1) + L (X4, Xg5 X1, Ve)
+1 (x5, Xg5 X, X3, Vs, V2) + L (X5, X1, X2, V3)
+1(Xg, X1, X3, Xg5 Vo5 V3) + L (Xg, X2, X3, V2)
+ M (x1, x5, x5) + M (xz, X4, Xg) + M (x3, X5, X1)
+M (x4, X, Xo) + M (x5, X1, X3) + M (xg, Xz, X5) =0,

ou au lieu de L, on a posé L.
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En faisant, dans la derniére égalité,
\ 0 0 0 0 0 0
Xg3=X3, Xg= X6, Vo=V2, Vg=D¥3, V5s=DV5, V¢ =DV6>»
on trouve
(3.8) I (xy, Xo0 Xg5 X5, V1> Vo) +1 (X4, X5, X1, Xo, Y V1)
+ L (x5, Xg5 X55 Vo) + L (X5, X1, X, V1)
=Ey (x1, X9) + E; (1, X5) + E3 (X2, X) + E; (x3, X5)-

L’équation (3.8), si 'on y fait la substitution suivante

(3.9) (xl Xg Xq4 X5 V1 J’4)

Xy Xg X3 X3 Y4 1
se transforme en
(3‘10) I(x4! X5, X1y Xg» y47 yl) +[(x]9 X2 X4, X5y yl: y4)
+L (xs, X1s X2, y1)+L (-x2’ Xgs X5 y4)
=E} (x4, 1)+ E5 (x4, X3) +Ey (x5, X1) + Eq (x5, Xg)-
Des relations (3.8) et (3.10) on déduit immédiatement
Ey (%1, X3) + Ey (x1, X5) + Eg (%3, x,) + E, (x5 x5)
=E, (x4, x1) + E5 (x4, X2) + E3 (X5, X1) + Eq (x5, Xx2).
Par simple changement des notations, la derniére équation s’écrit
(3.11) Ey(u, W)+ Ey(u, ) + E; (v, w)+ E (v, 1)
=E, (W’ u) +E, (w, v) +E; (1, u)+E4 ( v).
Cette équation est une équation fonctionnelle linéaire & quatre fonctions
inconnues.
Dans un autre article [2] nous avons démontré, relativement 3 I’équa-
tions (3.11), le résultat suivant:

La solution générale de I’équation (3.11) est donnée par I’ensemble
{Ey (u,7), Eg(u,v), E5(u,v), E,(u,v)}, avec

E (u,v)=g@,v)+g@ u)+ A4,
(3.12) E (u,v)=h(u,v)+h(, u)+ B,
E, (u, v)=E5 (v, w) + B (v)— 4 (),

ou la fonction inconnue E, est arbitraire, ainsi que les fonctions g, 4, A, B.
L’équation (3.8), suivie des formules (3.12), peut étre écrite la forme
suivante:

(313) {I(xla Xg5 Xq5 x5,y1,y4)+L(x2, x49x5’y4)+g(x17 x4)+h(x2’-x5)+E3(x5’xl)}
+{I(xq, X5, %1, Xas Vg Y1) + L (X5, X1, Xa, 1) + & (x4, X1) + (x5, Xs) + E3 (xy, X)} =0,

oll B peut étre omis sans restreindre la généralité de la solution dont il
s’agit ici.
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Au moyen de la substitution (3.9) le premicr terme, figurant entre les
accolades dans le premier membre de I’équation (3.13) se transforme en le
second terme figurant aussi entre les accolades au premier membre de la
méme équation.

La colution générale de I’équation (3.13) est

(3.14) T (15 Xp5 X4 X5, V1> Yo + L (X2, x4, X5, Vo) +& (X1, X9) +h (xz, x5) + E3 (x5, x7)

ol R désigne une fonction arbitraire.
En associant les égalités (3.7) et (3.14), on trouve

(3.15) S (s Xas X35 X4 X55 Y15 Vas V3o Va)
= G (xy, Xy, Xz, X4, Vi, Y2, V3)—G (%3, Xg» Xas X55 Va» Var Vo)
+ K (X1, X35 Xy, X50 Y3, Vo) —K (X5, X1, X, X3, Y1, ¥2)
+ R (x1, Xg, X5 X55 Y1s V)~ R (Xg5 X55 X5 X2, Vgo V1)
+ L (%1, X3, X4, Y3)—L (x5, x4, X5, Vy)
+ M (%, X3, X5)
—& (x1, x9)—h (xz, x5)—E;5 (x5, xp).
Sans nuire & la généralité, on peut dans (3.15) poser L=0.
En effet, faisons
G (31, X2, X5y X40 V15 Vo, V) + L (1, X, Xy, ¥2) =G (X1, X2 X Xas Vi Voo Va)

et substituons dans (3.15) la fonction G ainsi définie. On obtient précisément
la formule (3.15) avec L=0 si 'on supprime, au préalable, accent.

Donc, on peut mettre (3.15) sous la forme suivante:
{3.16) S X1y Xa, X35 X4y X55 Y15 Vos Vao Vo)
= G (x1, X2, X3, X4, V15 Vo, Vo) —G (X2, X3, Xg5 X5, Vo, Vas Vo)
+ K (X1, X3, Xq, X5, V3, Yo)—K (x5, X1, X2, X3, 1, V2)
+ R (x1, Xay X0 X552 V1a Vo) = R (X4, X5, X105 Xas Yy V1)
+8 (X1, X4 X3, X4, X5),
ol § doit satisfaire &
S (v1s X, X3, Xgo X5)+ S (Xa, X3, Xgs X5, Xg) + S (X5, Xy, X5, Xg, X1)
+ 8 (Xg5 X5, X5 X1, Xo) + S (X5, Xg» X15 X, X5) + S (Xg, Xy5 Xa, X3, Xg) =0,
La solution générale de cetie équation cyclique est
317 S (xy, Xp, X, Xgo X5) = Aq (15 X2, Xas X)) —Ay (X2, X5, Xy, X5)
+Ag (X1, X35 Xg5 X5)—Ag (X5, X1, X2, X3)

+ Az (%1, Xas Xg» Xs)— Nz (X4, X5, X1, Xy).
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La formule (3.16), vu (3.17), devient
(3.18) S (ers Xa, X3, Xg5 X5 V15 Voo Vs Vo)
= Gy (X1, X3, X3, Xg5 V1, Vos V3)—G1 (X2, X3, X45 X5, Va5 V35 Va)
+ Gy (X1, X35 X4, X5, Vs> Vo) —Ga (X5, X1, Xgs X35 V1, Vo)
+ Gy (X1, Xas Xg» X55 Y1, Va)  — G5 (Xg, X5, X15 Xa, Vg5 Y1)-
En réalité, en posant
G (X1, X5 X35 Xg5 V15 Yo, Va) T A1 (X1, Xa, X3, Xg) =Gy (X1, X2, X3, Xg5 V15 Va» V)
K (1, X35 Xgs X55 Vg Vo) 89 (315 X3, X4, X5) =G5 (X1, X5, Xy, X5, V35 V)
R (15 Xo, Xg5 X55 V15 Vo) + A3 (15 Xa, X45 X5) =Gy (X1, Xa5 X4, X5, V15 Vo)

on obtient précisément la formule (3.18).
En conséquence, la solution générale de 1’équation (3.1) est donnée
par (3.18).

4. Equation fonctionnelle (0.9)

Prenons maintenant 1’équation fonctionnelle
(4]) f(xla x29 xs’ yla y2» Zl’ 22)+.f(x2a X3, xl: y2: .V39 229 23)
+f(X3, X15 X2, V3» V1> 23, 21)207
qui est paracyclique, a trois systémes de variables.
Si Pon y fait y3=y(3) et zgng, on trouve
(4.2) S (15 Xa, X3, V15 Vas 215 Z2) = F (X1, X, X3, V1, 2))—G (X2, X3, X1, Vas Za)»
ol les fonctions F et G doivent vérifier la relation
(43) F(xla X2y X35 V1> Zl)_G (x29 Xgs X15 Vas Z2)
+ F (Xg, X35 X1, Y25 22)—G (3, X1, Xp, V3, Zs)
+ F(x3, X1, X2, V31 23)—G (X1, X, X35 V1 7)) =0.

Pour y2:y2, y3=y(3), zzzzg, z3:zg I’équation (4.3) regoit la forme
suivanie

(4.9) F(xy, X2, X3, 1, 20)—G (x5 X, X3, 315 2) = H (%1, Xa5 X3)-
Alors (4.2) devient
4.5) S (X5 X5 X35 V15 Vas 215 Z3)
=G (x1, Xg, X3, V1, Z1)—G (Xa, X3, X1 Ve, Z2) + H (X1, Xo, X3)-
Pour que (4.5) soit une solution de I’équation (4.1), on doit avoir
H (xy, X3, x3)+ H (X3, x5, x1)+H (x5, X1, x)=0.
On déduit immédiatement

H (x1, Xo5 Xg) =1 (X1, Xa, X3)—1 (%2, X3, X1)-
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Donc, la formule (4.5) devient
S Gers Xa5 Xg5 Y15 Voo 215 22) =G (31, X, Xg5 Y1y 20—G (Xa5 X3, X1, Vas 2)
F T (xy, Xz X3)— T {33, X5, X1)-
On peut ometire Ja fonction I, sans nuire & la généralité de la solution
de I’équation (4.1).

Donc, la solution générale de 1'équation (4.1) avec les hypothéses 1, 2
et 3 (pour m=3) est

(4.6) S (x1s Xas Xg5 Vis Yoo 215 22) =G (X1, X, X5, Yy, 2)—G (X2, X35 X1, Yo, Zp).

5. S. B. Presi¢, qui a lu cet article dans sa premiére rédaction, nous
a suggéré le rapprochement suivant entre certaines classes d’équations para-
cycliques de premiére espéce.

Considérons, en premier lieu, Péquation (4.1) et posons

¢.1 S X1s Xas Xgs Y15 Vos Z1s Z2) =@ (Xg5 Xo, X5, Xy, X5,

ol X; et X, remplacent respectivement les couples de variables suivants
(1> Z1) et (yq, 23). L’équation (4.1) s’écrit alors sous la forme suivante

(5-2) 9 (x1, xs, X3, X1 Xo) + @ (X2, X3, X1, Xo, X+ (x5, x1, Xz, Xy, A7) =0,

avec Xg=(ys;, z,).

En réalité, I’équation (5.2) coincide en forme avec (1.1).

L’équation (1.1) est résolue sous la condition que x;, y;< 0. Cependant,
la forme de la solution (1.8) reste aussi inaltérée dans le cas oll x;E 0, et
yi&oq, oy €t oy étant deux ensembles différents, ce qui se présente avec
Péquation (5.2).

En conséquence, la solution générale de I'équation (5.2) s’écrit, en par-
tant de (1.8), sous la forme qui suit

@ (x5 Xz, X3, X1s Xp) =G (x1, X,, X3, X)—G (X, X3, X1, Xp).

Si Pon y remplace X, par (v, z;) et X; par (», z,), on a précisément
la solution générale (4.6) de I’équation (4.1). .

A I’équation paracyclique (0.4) a v systémes de variables correspond
la suite caractéristique suivante

(pls Do pf}: e Py )

La suite caractéristique, rattachée a I’équation (4.1) est (3, 2, 2) et cette
€quation est réduite 4 I’équation (1.1), ayant la suite caractéristique (3, 2).
Mais les suites (3, 2, 2) et (3, 2) sont équivalentes par rapport a la résolution
des équations correspondantes.

En réalité, dans le cas oll parmi les entiers positifs

D15 P2, sees Dy

il en existe d’égaux, alors la résolution de I’équation (0.4) peut &tre ramenée
a une équation paracyclique plus simple dont tous les indices p, sont diffé-
rents. Soit, par exemple,

5,4, 4 2,
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la suite caractéristique d’une équation paracyclique de premiére espéce. Alors
sa solution peut étre obtenue au moyen de la solution de I’équation para-
cyclique dont la suite caractéristique est

(5, 4, 2).
Dans le cas ol
Pr=De= - -+ =Dy,

I’équation (0.4) se raméne a une équation cyclique.
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