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QUELQUES EQUATIONS FONCTIONNELLES CYCLIQUES NON
LINEAIRES A PROPRIETES CURIEUSES

Dragoslav S. Mitrinovi¢ et Petar M. Vasid
(Communiqué le 6 septembre 1963)
Préliminaires

Toutes les fonctions qui interviennent dans cet article sont supposées
étre des fonctions complexes de variables complexes.

L’équation fonctionnelle
0.1y Fxg, 10 ooy Xopet) + F(Xg, Xgy Xgy oo v s Xagegs X))+ -+ -

. +F (Xgs Xon—1s X1» Xgu v -y Xgnog) =0 (n>2),
suivie de

(0.2) F(xg, X1, ... Xopq) = {f(xo’ Xy) Ff (Xg, Xg) + - -+ A f (Xog—2» Xok—1)}
XA f e Xok1) T (Kokroe Xoxv) T+ (Xon—25 Xon—1)}

sera notée: équation (E,).

La solution générale de I’équation (E,), déterminée dans Particle [1].
est représentée par

(0.3) S, vy=g@)—g @),
g ¢étant une fonction arbitraire.

Dans le cas ol n=4 et k=2 I’équation (E,) recoit la forme que voici:
(0.4) {f (%9, %) +1 (Xa5 Xa)} {S (%4> X5) -+ (Xg» X7)}
+{ (g5 x2) +/ (X35 X} {f (x5, Xe) ‘|"f(x71x1)}
+{f (X0 x5) +f (s X5)} {f (x5 X7) S (x1, X2)}
+{f (s X9) -+ (x5, Xe)} {f (75 x1) +f (Xas X5)}
+A{f (xgs X5) +f (x5 X)) {f (s Xo) +S (X3, X))
+A{f (%o Xo) +S (X7, x0)} {f (Xa» Xg) +.1 (45 X5)}
+{S (xor X2) + 1 (x1, X)) {f (35 Xg) +S (x5, X)} = 0.

La solution générale de cette équation est donnée par (0.3).
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A partir de I’équation (0.4), en y permutant les seconds des arguments
dont depend f, on a construit 1’équation fonctionnelle

(0.5) {f (%95 x3) +f (%2, X} {f (45 X7) +f (X5 X5)}
+{/ (Xo» Xo) + (x5, x)} {f (x5, X0) +f (X7, %)}
+{S (50> X5) S (Xa5 x5} {f (X6 X2) +1 (e, X))
+{ (%> X6) +f (X5, X} {S (X7, X5) +f (x5, X)}
+{ (s X0) +F (X, XD} {S (X1, X0) +f (x5, X2)}
+{ (X5 x0) + (7, X)) {f (x25 X5) +f (X5 X3)}
+{S (Xos Xo) +1 (61, ¥} {f (x5, x6) +1 (x5, X)) = 0.

Cette équat'on a également la fonction (0.3) comme solution.
Les équations fonctionnelles

(0.6) {f (o> X0 —F (x5 x2)} {S (s x) + (X5 X5)}
+{S (o> X)) =S (Xa> X0} {S (55 X)) -+ (X7 X0)}
H{S (> Xa)—S (%55 X9} {f (%65 X0) + (315 X7)}
+{S (x> X)) =S (x> x5)} {S (x2 x5) +f (32, x0)}
+{f (xo» X5)—f (xz, x6)} {S (x15 X0) + (x5, x0)}
+{ (o> Xe)—f (Xas X)) {S (%25 X5) +f (x4 X3)}
+{f (o> X)—f (xe, X0} {f (X5, Xe) +f (x5, x,)} =0,

©.7) {f (xg5 x3) +f (X2, X} {S (a5 x5)—f (x7, xe)}
+{f (xg5 x2) +f (%3, Xa)} { (x5, x)—f (X1, X7)}
F{S (xg» X5) -+ (x5 X)) LS (X5 X9)—f (X2, X1)}
S (xg, Xe) +f (X5, XD} {f (7, XD —f (X5, x2)}
S (Xg» X2) +f (x5 x5)} {S (315 X0)—f (x4, X3)}
+{f (x5 )+ (X7, X9} {F (g, X3)—Ff (x5, X0}
+{f (s Xo) +f (s X)) {f (X35 X)—S (xg, X5)} =0

construites aussi en partant de l’equation (0.4) par la permutation des vari-
ables et par le changement de signes, d’aprés une loi fixée, ont de méme
(0.3) comme solution.

Les propriétés mentionnées concernant les équations (0.4), (0.5), (0.6) et
(0.7) suggérent de poser la question si la fonction (0.3) est une solution des
équations analogues & celles indiquées plus haut (oit k et »n (> k) sont des
nombres entiers positifs quelconques). Dans le cas affirmatif, il resterait a
déterminer le caractére de la solution dont il s’agit ici.

Les questions mises au point plus haut relatives a des equatlons plus
généraux que (0.4)—(0.7) sont 'objet du présent article. -
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1. Equation fonctionnelle (E,)
L’équation fonctionnelle (0.1), avec
(L1) F(Xg, Xy v v Xpu1) = {f (Xg» tg) +f (¥z> )+ + < - +f (Xok—gs Ue—n)}
XAS Kzt Vo) +f (Karns VO + - - - Hf (Xan—ss Vnr—D}
(€ {X15 X35 X0 oo vy Xag—ap (=0, 1, ..., k—1), v, € {Xaps1> Xoktgs - - » Xan—1}

(j=0,1,...,0—k—1); u, £ u, et v, v, si pF5#v),
sera symbolisée: éguation (E,).
Relativement & I’équation (E,) nous allons prouver le résultat suivant:
Théoréme 1. — La solution générale de Iéquation (E,) est

1.2) S v)=g@)—g @,
g étant une fonction arbitraire.

Démonstration. La fonction (1.2) est une solution de Péquation (E;), ce

qui est facile & montrer. En effet, si 'on porte (1.2) dans (1.1), on obtient
Fxg, X5 oo Xane1) = {8 (X)) —g (X)) + & (X2)— - - - + & (¥or—2)—& (Xar~1)}

X {8 (Xar) —& Kok} + 8 (arro)— - - < +8 Kan—o)—Z (Kan-1)}-

On arrive au méme résultat si 'on porte (1.2) dans (0.1). Ftant donné
que (1.2) représente une solution de (E,), on est conduit & la conclusion que
{1.2) est une solution de Péquation (E,).

Inversement, nous allons démontrer que chaque solution de I'équation
(E,) a précisément la forme (1.2).

La solution triviale est comprise aussi dans (1.2). Dans ce qui suit,
nous ne chercherons que des solutions non triviales. Pour toute solution non
triviale il existe au moins un couple (4, b) de nombres complexes tels que
f(a, b)#0.

En faisant x;=u (i=0,1, 2, ..., 2u—1), I’équation (E,) se raméne, pour
n’importe quel u, a

(1.3) f(u, uy=0.

Si 'on pose x;=Xpy—y=V et Xg=u, x;=u (i=2, 3, ..., 2n—2) Péquation
(E,), selon (1.3), devient

(1.9) prEW V) +qf @) fO, W+ f2, u)=0,
ou p(>0), g(=0), r(>0) sont des entiers.

Etant donné que (1.2) doit satisfaire & I'équation (1.4), pour tout g, par
substitution de (1.2) dans (1.4), on arrive & la condition sulvante g=p+r.
Si I'on permute u et v, I’égalité (1.4) devient

(L.5) PR, W)+qf () O, wy+rf2(u, v)=0.

En additionnant, membre 3 membre, les égalités (1.4) et (1.5) et ayant
en vue la condition g=p+r (>0), on parvient &

(1.6) S, v+f @, uy=0.
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Nous allons a présent distinguer les deux cas suivants: 1° k=1; 2° k>1.

Premier cas: k=1. La fonction (1.1) est
F(-xo’ Xis ooy x2n—l) :f(xoﬁ xl) {f(x2’ VO) +.f(xAh vl)—Ir e +f‘(x2n—2’ vn~2)}
(Vi E{xg, X5, .-y Xgpap ((=0,1,...,0—=2); v, v, Si p#£v).

1l faut séparément examiner les deux cas possibles suivants: v,_,7 x5,
et V,_g=2Xy,-,. Dans la premiére de ces possibilités, la substitution

(L.7) Xo=0, X1 =8, Xon_ g =U, Vy_g =V, Xg=Xy= -+ = Xgn_g=d, Vo=V = =Vy_s=d,

transforme I’équation (E,) en celle-ci

f(a, b) f(u,v)+f(a, u) {f(a,b)- [(a,V}+f(a,v) {f (b, a)+f(u, a)}=0.

A partir de cette équation et ayant en vue (1.6), on arrive a

S, vy =f(a,v)—f(a, u).

En introduisant la notation f(a, u) =g (u), on conclut que la fonction f
a la forme (1.2).
Si Vp_5=Xy,—y, 12 changement (1.7) transforme I’équation (E,) en celle-ci

(1.8)  f(a,b) [, +S (@ u) {f(v,a)+f(a,b)}+f(a,9) {f (b, @) +f(a u)}=0,
dans le cas ou v, # x;, ou en

(1.9)  fle,b) fw.v)+f(a u [, by+f(a.v) [ a)+f(av) f(a u)=0,
pour le cas vy=x;.
L’équation (1.8), selon (1.6), fournit

(]10) f(ua V) =g (V)‘*—g (u)a
ol nous avons employé la notation f (a, u)=g (u).
Si v=5, I’équation (1.9) conduit a
f(u7 b) zf (d, b)‘f (a’ u)'

En utilisant la derni¢re égalité et introduisant la notation f (a, u) =g (u),
Péquation (1.9) se raméne a (1.10).

Second cas: k>1. Soit uy=x,; (0</<<k). 1l faut distinguer les deux
possibilités suivantes: (0<<2/<k) et (k<<21<2k).

Prenons en considération tout d’abord la premiére de ccs possibilités.
Posons alors x,=u, Xy 1=V, Xs,_1=) ¢t remplagons les variables restantes
par x. Alors I’équation (E,), en vertu de (1.3) et (1.6), prend la forme

(11D f (e, p) f )+ Af (u, x) £, %)+ Bf (u, %) £, %)
+Cf 6 p) O, %)+ Df (u, %) [y, V)+Ef (u, ) f (v, x)=0,

oll 4, B, C, D, E sont des entiers.
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Remarquons que, dans (1.1), on a E=0. En effet, le terme f (u, y) f (v, x)
figurant dans (0.1) peut se présenter uniquement dans le terme

F(xo, x2n—1» X1s Xgy o ooy Xgp- Z)a

ou la variable xp_,; intervient comme (2/+ 1)-iéme argument et au moyen
de ladite substitution on obtient

F(xoa Xon—15 X1 =+ + s x2n~2): {f(u7 y) +f(V, x)} X {(n—k) f (X, x)} =0.

La fonction f(u, v)=g (v)—g (1) doit satisfaire & 1’équation (1.11) pour
tout g. Si I'on porte (1.2) dans (1.11), on parvient au systéme suivant qui
doint étre vérifié pour que (1.2) soit une solution de (1.11) pour tout g, a
savoir:

A+B=1, A—C—D=—1, C=1,

B—C+D=0, A-D=0, 4+B-C=0.
Il en résulte
1.12) B=1—-4, C=1, D=4
et alors I’équation (1.1) s’écrit
(L.13) SO [+ Af o x) [, )+ (1—A4) [, x) f(p, x)
+f (% 9) . )+ Af (%) f(y.v)=0.

Pour x=a et y=v=»5 Péquation (1.13) fournit

(1.14) f(u, b)=f(u, a)+f (a, b).

En posant a présent, dans (1.13), x=a et y=b5, on obtient
(L.15) f(@, b)) fa, N+ Af(w a) f(v, ) +(1—4) f(u, @) f(b, a)
+f(a, b) f(v,a)+Af(u, a) f(b,v)=0,

ou bien, vu (1.14),

[, vy=f(a, v)—f(a, u).

Avec la notation g (u):=f(a, u), la derniére égalité conduit a

S, ) =g (M)—g .
Passons maintenant au cas k<<2/<2k.
Faisons x,=u, x3;_1=v, X3, ;=) et remplacons par x toutes les varia-
bles restantes. Cela étant fait, Péquation (E,) devient
(1.16) F 9 f )+ Ay f(w, x) (0, X)+Byf (u, x) f(p, X)
+CS 63 [ )+ Dy f(, x) f (0, v)+ Ef u,9) [, x)=0.

Par un examen analogue & celui utilisé pour le cas 0<<2/<k, on arrive
a la conclusion que l'on a: E; =1, Bj=1—D,, C;=0, —B,—A4,. En fait,
on obtient uoe équation équivalente 3 (1.15).

Par conséquent, dans ce cas, toute solution a également la forme (1.2).
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2. Equation fonctiornelle (E,)
L’équation (0.1), suivie de

Q1) F(Xpy Xis- o5 Xan )

It

{f (x> X)—f (X5, X2) + « - - +f (Xok—g> Xak—3)—f Kak—1> Xok—2)}
5 (S Coatr W) S ety W+ <+ Hf Gangs Veid)) (k=2m)
{/f (o5 X)) —f (xas Xo) + + + - —Ff (Xon—gs Xak—g) +f (X2s—2, Xap—1)}
<AL Cares Vo) +S (areras VD + - -+ +f (Xen—gs Vuimt)} (kK=2m—1)

(vl'e{X2k+1, X2k+3, e e X2n..1} (i:O, 1, e n"""k““l); Vv ;é vLL Si v #t H),

i

sera notée: équation (E,).
En ce qui concerne cette équation, nous prouverons le résultat suivant:
Théoréme 2. — La solution générale de Iéquation (E,) pour k =2m—1 est

2.2) ‘ f@ v=g@)—g (u) (g, fonction arbitraire).
. Pour k=2m la solution générale de cette équation est une constante ou
la fonctzon (2.2).

Démonstration. Considérons, eu premier lieu, le cas pour lequel on a
k=2m—1.

En faisant x;=u (i=0, 1, 2,..., 2n—1), on obtient

(2.3) ' f (4, 0)=0.
Pour x,=xp,y=u et x;=v (j=1,2,..., 2"n-——2) et ayant en vue la
propriété (2. 3) I’équation (E,) dev1ent
(2.4 FEQ,v)+f(u,v) (v, u)=0.
Si l'on y permute u et v, on arrive’ a
2.5 FrE W) +f W, v) £ (v, u)=0.

Par addition des égalités (2.4) et (2.5), membre & membre, on trouve
‘ , {f (w, ) +f 0, w}P=0,
ce qui conduit 3
2.6) S @ v)y=—f (@, u).

- En appliquant (2.6), I'équation (E;) se raméne 2 (E,) dont la solution
générale est

@7 W V)=g )—g ().

Puisque la fonction (2.7) est une ‘solution de réquation (E;), le théo-
réme 2 pour k=2m—1 est démontré.
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Y

Passons i présent au cas k=2m.

Divisons toutes les fonctions f en deux classes, & savoir:

Soit Cy la classe a propriété f(u, u)=0 pour tout u et C, celle 4 pro-
priété f(u, u) # 0.

Etudions tout d’abord le cas correspondant & f(u, u)=0 pour tout u.

En mettant X,=Xgpy=u, X;=v (i=1,2,,..,28n—2), Péquation (E,),
vu la condition f(u, )=0, se raméne a (2.4). Par permutation des u et v
dans (2.4), on obtient (2.5); par addition, dzs égalités (2.4) et (2.5), membre
4 membre, on parvient & (2.6), ce qui signifie que 'équation (E;), dans le
cas considéré, se réduit a (E,). .

Par conséquent, la solution générale de I’équation (E;), pour k=2m.
dans la classe C; des fonctions f, est représentée par (2.7).

Envisageons maintenant le cas ol f(u, u)£0. 11 existe alors au moins
un nombre ¢ tel que f (¢, ¢)#0.

"En faisant x;=u, x,=v et en remplagant toutes les variables restantes
par ¢, ’équation (E,) regoit la forme que voici:

2.8) (m—1)(n—2m) o f (0, v)—mn—2m)af(v,u)
+{mmn—2m)—1} a{ f(c,u)—f (W, O)} + {(m—1) (n—2m) + 1} a { f (¥, ¢)—f(c, )}
+1 (e, w) f(e, V) —f (. ©) f(u, )+ (n—2m) =0,

avec f (¢, ¢)=a.
Pour u=c, Péquation (2.8) fournit

(2.9) f(va C) =&,
§:t pour v=u ,
2.10) f(e,u)=na.

Vu les égalités (2.9) et (2.10), I'égalité (2.8) devient

@11 gm—=1D (r—2m) af (u, vy—mp—2m) af (v, )+ n—2my=0.
Si 'on y permute u et v, on obtient

2.12) m@m—2m) af WU, v)—(m—1) (n—ij af ¥, uy+a®(n—2m)=0.

Dans le cas oll m=1, étant donné que n—2m#£0, il résulte de (2.11)
ce qui suit

2.13) S (u, v)y=0o (=const). .
Si m=%1, en résolvant le systéme des équations (2.12) et (2.13) par

rapport & f (u, v) et f (v, u), on obtient de nouveau (2.13).

Puisque f (1, v)=a (=const) est en réalité une solution de I’équation (E,),
avec k=2m, il résulte que la solution générale de I'équation (E;), dans la
classe C, des fonctions f est représentée par (2.13).
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2, Equation fonctionnelle (E,)

L’équation fonctionnelle (0.1), ou

(3.1} F (x4, X1y « -5 Xap—1)
s {f (g Ug) FS (X5 u) + - - - Ff (Xak—2s Ue—1)}
X {f (Xak> Xort1)—f (Kakesz> Xogga) + « - - —f (X2n—3> Xan—y)

+f (Xan—z> Xan—1)} pOUr n—k=2m+ 1,
{f (Xo thg) +S (25 ) + -+ +f (Xpk—zs Ue—a)}
<A Kaes Ko ) —S (Xoksss Xarra) + -0 - +f (Yan—gs Xan—3)
—f (Xgn—1> Xan—s)} pOUr n—k=2m
(U E4{xys X35 X5 -y Xag—y) (=0, 1, ..., k—1); u, # u, st v=#u),

sera notée: équation (E,).
Relativement a cette équation, nous allons prouver les résultats suivants:

Théoréme 3.—La solution générale de I'équation (E,), avec n—k =2m + |

est

(3.2) fwv)y=g@»—g (g, fonction arbitraire).
Théoréme 4. — Dans le cas ou n—k=2m, la fonction

(3.3) fv)=ag@®)+Bgm

(g, fonction arbitraire; «, B, constantes arbitraires),
représente une solution de I'équation (E,).

Si k>1 et a=—@, la fonction (3.3) est la solution générale de (E,)
dans la classe des fonctions C, (toutes les fonctions pour lesquelles est f(u, u)y=0).

Démonstration du théoréme 3. En posant x;=u (i=1,2,...,2n—1)
I’équation (E,), avec n—k =2m+1, donne f (u, u)=0.

En remplagant x; et x,,y par v et toutes les variables restantes par u
dans 1’équation (E,), avec n—k=2m+ 1, on obtient

(3.4) S ) {f@vy+f uwr=0

Par permutation des variables u et v, on trouve une nouvelle égalité
qui, additionnée membre & membre, avec I’égalité (3.4), conduit a

S v)+f @, u)=0.

A partir de la derniére égalité, on peut réduire ’équation (E,) & celle
(E,) dont la solution générale est

S, v) =g ()—g ).

Cette fonction est une solution de (E,).
Donc, le théoréme 3 est ainsi démontré.
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Démonstration du théoréme 4. En remplagant x;, x,, x; par u et toutes
les variables restantes par v dans équation (E,), avec n—k=2m (k>1), on
obtient

(3'5) {f (u’ V) +f (V, u)—f (L{, u)"“f (V’ V)} {f (u’ V)—-f (u’ u)}=0‘

En permutant u et v, on trouve

(3.6) {(f O, )+ @ )—f 0, )—f @ w} {f 0 w—f ()} =0.

Si I’on ajoute, membre 3 membre, des égalités (3.5) et (3.6), on parvient &

I @ V) +f (s wy—f (@, ) —f (v, v) =0.

La derniére égalité dans la classe C, des fonctions f est

f ) +f 0, w)=0,

ce qui permet de ramener Déquation (E,) avec n—k=2m (k>1) et par
hypothése f (u, u)=0, a I’équation (E,).

Donc, la démonstiration du théoréme est achzvée.

Il reste la question ouverte sur le caractére de généralité de la solution
(3.3) de léquation (E,), avec n—k=2m dans la classe des fonctions f a
propriété f (u, u) #0.

Il reste également en suspens la question du caractére de la solution
{3.3) de léquation (E,) avec n—k=2m et k=1, dans la classe C; des
fonctions f.

4. Généralisations diverses
En connexion avec les équations (E,), (Ey), (E,), étudiées plus haut, on
peut faire de nombreuses généralisations. Ainsi, par exemple, chacune des
fonctions f peut étre remplacée par A4;f (4; une constante qui peut varier d’un

terme a lautre) et proposer alors le probléme de résoudre une telle équation
fonctionneile.

L’équation (0.1), ou
F(Xxg X35 .oy Xan—1)
= {Sf (Xgs X)) S (x5 Xg) + -+ - Hf (Xar—s, Xar—1)}
A Ao f (Kt )+ Arf (Yaqns ) + « - + Apgms [ (nmtm15 Ynei—2}}s

avee u;=Xppijq (i=0,1,..., n—k—1), représente un exemple de 'équation
en question et sa solution est

S =g () —g @),
mais le caractére de sa généralité n’est pas connu.
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Si dans I’équation (E,) on permute les variables
x (0<i<2k—1) et x;, Qk<j<2n—1),

on obtient une équation fonctionnelle intéressante, sur laquelle nous n’insiste-
rons pas dans cet article.
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