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SUR UNE GENERALISATION DES MOYENNES QUASILINEAIRES

M. Bajraktarevic
{Communiqué le 21 juin 1963)

Sommaire. — Définition des moyennes quasilinéaires généralisées. Solution du
probléme d’'égalité, d’homogénéité et des propriétés caractéristiques des moyennes
ainsi définies. Liaison avec P'entropie de la théorie des informations.

Soit:
1° I=[4, B] (—o <A<B< +), P=(0, +);

2° @ respectivement F l’ensemble de toutes les fonctions continues stric-
tement monotones sur I respectivement de toutes les fonctions nonnégatives
dans I différentes de zéro aux points 4 et B;

3°M, (pi, [, t) la valeur moyenne de ¢ & @ par rapport 4 f € F au point
(ty, <., ty) €17 pour (pPy, ..., pn) EP* (n=2,3,...) définie par!

Z pifi i ”
gy Mo(pi, fo 1) =07 | 55—, 3 fi>0
> pifi =
i=1

n
4° G Vensemble des fonctions en escaliers vy (x) ayant les sauts p; f; / >pifi

i=1
aux point 7, (f,<ty,<< .. <t,), définies par

n L n
y@=> [ZLENE, 0. />0
=1

2 =1 i
i fi
i21 P

avec E, (x) = E(x—1), E(x)=—;—(1—!— sgn x).
Evidemment on a
2 pifion 4o

(3) 2= [e@dly &),
pifi -

s

i=1

! Pour simplifier écriture on écrira fi, gi, @i, $1 pour £()), g (8 o (), ¢ (7).
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Iintégral étant prise dans le sens de Stieltjes, et la moyenne (1) peut
&tre écrite

+ o
4) Mm]:@—l[ | so(x)dmx)]}.

— 0

¢ (x) étant continue strictement monotone dans I, M, [y] est bien définie par
(4) pour toutes les v € G si I'on choisit ¢ (x) en dehors de / tellement que
@ (x) soit continue strictement monotone pour —oo <<Xx<C + o0, ce qui est
permis puisque les valeurs de ¢ (x) pour x& I n'interviennent pas efectivement
dans (4).

L’introduction da la moyenne (1) est justifiée par le fait évident de
Pexistence d’un seul nombre M tel que

2 ple y

= , <M<B.
> pf

@ (M)

Le probléme d’égalité des moyennes, c’est-d-dire le probleme de donner
toutes les transformations des fonctions déterminant la moyenne qui ne change
pas sa valeur, est résolu par le

Théoréme 1. — Pour qu’il soit pour tous les n=2
) Mo (pi, f. t)=My(pi, & 1),
b, o= ®; f, g F; (44, ..., L,) S I* arbitraire; (py, ..., Po) € P arbitraire
(n=2, 3,...), il faur et il suffit que les relations
(6) Lp:?iig, g=kf(cot+d), k(c+d? (ad—bc)#0
c e+

soient remplies, a, b, ¢, d, k étant des constantes arbitraires, fE F et ¢ =P
deux fonctions arbitraires.

Démonstration. — Par la substitution directe de ¢ et g données par (6)
dans (5), cette derniére devient une identité. Donc, les conditions sont
suffisantes. :

Pour en démontrer Jla nécessité il ne suffit que considérer le cas ol
n=2, {t, t;) € I? arbitraire (H,<<t;), p=x, po=1, de sorte que (5) devient

o1 {m_wf_@} -1 {iéfd’l_*_é’z&} ey
xfith L xgitg
d’ou,

xg {1 +8: ¢
R 1!

Xfi+fy Xg&1+ &
ce qui donne, aprés I’élimination de x, la premiére relation (6) avec
a=f18Ve—Sa&1b, b=Sfo0281Y1—f1 01820,
M c=f18—/281, d=f59281—f19¢18>
ad—bc=f1f5 8 8 (92—1) (Ys—1y) # 0.
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.Si c=0, on a d+#0; si d=0, on a ¢ 0. Les constantes a,b,c,d sont
indépendentes de (1;, t) € I* puisqu’on peut faire /,=4, 1,=B.
Des relations (7) on tire d’abord

cQ,+d cp+d
18= ——,  fofy=—"—>
. o 2P P— 1
puis, en divisant,
&1 &

flewrd) filcogtd)

d’ol, ({4,1,) Gtant arbitrairement fixé dans 72,
g=kf (co+d), k#0.

Rbéparque 1. — Le théoréme 1 reste valable méme dans le cas ot le
segment [4, B] est remplacé par un intervalle quelconque <A, B> (fini ou
infini, fermé, ouvert ou demiouvert) sous la condition de I'existence des
suites 4, l A, BnT B (n — oo) telles que f'(4,) f(Bn) -8 (A4,)-g(B)#0 (n=1,2,..)
avec A,=A respectivement B,=B (n=1, 2, ...) dans le cas ol A respective-
ment B appartient & <A, B>.

Remarque 2. — Dans le cas ou f=g=const# 0 {[4], pp. 65—67}, (6)
cst a4 remplacer par d=ao+b, a0

Remarque 3. — Le théoréme 1 n’est démontré que pour les moyenes (1)
considérées dans leur ensemble par rapport 8 n=2,3,..., (f1,..., t)&I"
et (py,...,pn) € Pn Cest pourquoi il ne doit pas nécessairement étre valable,
p. ex., pour un nombre » arbitrairement fixé ou pour p;=C>0 (i=1, ..., n).
En effet, dans le cas olt n=2, p,=p, >0, toutes les solutions de (5) ne sont
pas données par (6) {[3], th. 4; {1], remarque 3}.

La démonstration du th. 1 est beaucoup plus simple et plus courte que
les démonstrations des théorémes correspondants {[3], th. 5; [1], th. 1} se
rattachant aux moyennes (1) avec p,=1 (i=1,2,...). Le théoréme 5 dans
[3] est démontré pour un entier n>>2 arbitrairement fixé mais sous les con-
ditions exigeant Iexistence de la deuxieme dérivée.

Remarque 4. — Un cas particulier de Péquation (5) avec f(f)=c+#0,
pi=1 (=1, ..., m n=3,4,...) a été traité par auteur dans [2] sous la
condition de lexistence de la deuxiéme dérivée des foncions ¢, ¢ et g.

Remarque 5. — Le théoréme 1 reste valable méme pour tout entier
n>3 arbitrairement fixé si, toutes les autres conditions du th. 1 supposées
remplies, on suppose encore lexistence des dérivées secondes des fonctions
f, g, v, V. La démonstration est 2 la lettre la méme que celle du th. 5 dans
[3] en y écrivant toujours p;f; respectivement p;g; a Ja place de f; respec-
tivement g;.

Les propriétés caractéristiques de la moyenne (1) sont données par le

Théoréme 2. — Supposons qu'a tout v < G correspond un nombre
réel M [Y] et un seul.

Pour qu’il existe un ¢ < @ avec
®) MEI= Mo =7 [ o) ds (x)},

— %
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il faut et il suffit que M [y] satisfasse les conditions:

® MIE; (x)]=E L€,
Vxelir (0> v (x),
(i1 IxE Ly () >, (%), = M[y] < M[y,];
Yi» YzeG
M {y]= MI[y*];
(iii) bl =M } = Mty +(1—Dyl=M[y*+ (11—
Y, Y% x€G; t€(0,1) : .

-

Démonstration. — Si f () = const# 0 dans (1), on est dans\r'fie*' tas
considéré et démontré dans {[4], pp. 157—162} avec p;/Zp;=gq;, Tq;=1. Le
cas général, ici considéré, se raméne 2 ce cas particulier en remarquant que
le systéme d’équations

©) Pl g =1,..., n),
> il
i=1

avec ¢; >0, L¢;=1, qui peut &tre écrit sous la forme d’un systéme d’équations
linéaires et homogénes par rapport aux p; f; au déterminant nul du systéme,
admet toujours une solution pas triviale; que, inversement, les g; sont bien
définis par (9) et que, finalement, I’ensemble G des fonctions v (x) correspon-
dant 4 une fonction quelconque f € F est le méme que Pensemble G, des
fonctions v (x) correspondant 3 f= const = 0. ‘

%

Théoréeme 3. — Si la valeur moyenne (1) satisfait 4 la condition
d’homogénéité

(10) Mep (pia f.a }\ti):%M@ (ph f: ti)
ﬁour tout A, 4, AGE I (i=1, ..., n) et pour tout (py, ..., phEP* (n=2,3,...),

lorsque 1< 1, 9 € ® et que f € F est une fonction continue qui ne s’annule pas
identiquement dans aucun sousintervalle (a, b) C I (a<<b), alors:

" | 1
> pilti|*sguy;| | ==p "

(1) My (pi, f, 1) = —iiﬁ-—-—- - ~sgn( lei‘ti[a Sgnti)
ZP:‘U:%B .
im1
a>B>0, IC(—e,+00);
ou
Zp,-, t?lnti
(12) M, (i, f, t)=expq = , 1S (0, +w),
8
z pit;

i=1
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ol

p; t? sin (o In #;)

[\ZE

T n

a0, 1c(e725 %),

[

(13) M, (pi, /. 1) =exp< — arctg
o4

=

p; t? cos (aIn r,-)/

il
e

ot «, B sont des constantes arbitraires.

Dans les trois cas le segment I doit étre remplacé par Iintervalle corres-
k13 ki1

pondant [(—oo,+00), (0,+00) respectivement (e 2«, eZa)] qui le contient.
Si dans (11) on nexige pas la continuité de f ()= |t[* pour t=0, la condition
B>0 est a supprimer. Lorsque I est remplacé par (0,+ ), alors (11) prend
la forme plus simple

1

Z pit} a=p
(14) Mo(pi, £, )= 5 . a>p.
t z o f?
i=1
Démonstration. — En introduisant — X étant, pour le moment, fixe —
les notations
(15) YO =0, g®O=r0n,

(10) devient (5), d’ou, d’aprés le théoréme 1, on obtient le systéme d’équations
fonctionnelles
MNe@®+b()
Kt t _.&_.___
?OO=v () cMe@+dd)’

a6 FOD=g@=kOf @ [ce@)+d®],
k@ [+ M] [aQ) d()—b () ¢ ()]0

équivalent 4 (10). Les seules solutions {v. [1], § 3—5} du systéme (16),
abstraction faite de la transformation (6) (qui ne change pas la valeur de la
moyenne), sont données par un (quelconque) des systémes suivants:

a7 F@O=1{t]®, e@®=|t]*Psgnt, a>p>0, IS (—o0,+00);
(18) fF@O=t%, o=t IC(0,+oo);

™ v

(19) F()=15cos (wln), o ()=tg(alns), tEIC (723, es), nst0,

d’olt résultent, d’aprés le théoréme 1, les seules moyennes homogénes (11),
(12) et (13) de la forme (1).

Il est évident que I, étant arbitraire abstraction faite des restrictions de

ci-dessus, peut &tre remplacé respectivement par les intervalles (—oo,+0),
ki3 ki3

(0, +00), (e"i‘& eﬁ) Aussi est-il évident que la restriction 8> 0 dans (17)
est & supprimer lorsque la continuité de f(r)=|7|® au point =0 n’est pas
exigée.

Ainsi le théoréme est démontré.
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Les moyennes (11) (respectivement (14)), (12) et (13) satisfont — on le
vérifie facilement par substitution — non seulement ’équation d’homogénéité
(10), mais aussi sa généralisation?

n m
> D naifliy) o)
=1 j=1

=
z > pia ftiy) J

4
i=1 j=1

MCP (pl q]a f’ ti Tj) = CP_I

iy

(20)
2 pift) o) Z 5 () @ (%)
=g e T = M (1 £ 1) Mo (g, £, 7))
z pif(t) ) Z £z
=1 =
qui dans le cas particulier ot 7,=...=1, se réduit & (10). Ca veut dire

que les logarithmes des moyennes (14), (12) et (13) multipliés par —1

(21) Jo, 8 (Pi5 ’)*_ﬁl

n
Z p; t? In ¢
1

(22) JB, B (ph tl) = t";‘__— s
Pi f?
=1

H
n

z I 4 t? sin(xin ;)

(23) Jipnt)=— Laretg T 40
" z Di tl.B cos («In¢;)
i-=1

satisfont 1’équation
(24) J(pig, im)=J (pis 1) +J (g5, 77)

déduite de (20) en prenant les logarithmes de ses deux membres.
L’équation (24) est une généralisation d’une équation importante de la

théorie des informations représentant P’addivité de 1’entropie?
(25) () =T () +J(x)

et se déduisant de (24) en prenant p;=g;=1 (i=1,...,n; j=1,..., m;
m=n=2,3,...).

Les généralisations

(26) Tu (Pis 1) = IL In-

- a1,

2 Pour le cas ol p;=g;=1 (i=1, , myn=2,3,..)v. [l], §6.
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zpiti Iny;
(27) S (i t)=— T

Zpifx
i=1

correspondant respectivement aux deux entropies employées jusqu’a présent?

HM:
)
“Ta

(28) gy (z)ﬂ—ln , a1,

s

i

z tiln g

(29) Jit) = — —

M:

4

=]

[

ne sont que des cas particuliers (3= 1) de (21) et (22):

(30) o (Pis ) =T 1 (Pis 1)y Ty (P, 1) =J1, 1 (Pis 8.
Entre (26) [(27)] et (21) [(22)] existent les relations

1 1
(31) Tons (Prs 1) =T (P ), Jue(pis 0= 1 (i 19,
j¢]

lesquelles contiennent (30).
On a aussi les relations

Jo 6 (P )= (B—0) " [(1 —o) o (i, 8) -+ (B—1) T3 (i, 1], aEP;
Jo.6 (Pis 1) = H_l;l; Jo 8 (D5 ).

En effet, la premiére étant facile 4 démontrer, on a

: d n
Il_f:}afa,a(m, f) = —— (Inzp, ) Jo.e (i, 1)

Cela signifie que (11) tind vers (12) lorsque o« - f.
Les formules (26) et (27), en posant ¢;=p;f;, peuvent étre écrites dans
la forme

2 i/
= —J (@ P)In2

q;

n
5
L

i=1

TP )= —In2. ' log, ©
a—1

respectivement
#"

> dilog, (4:/p)
=1

I (pis )= — T I 2 —Jy (0 P I 2,

zq,
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ol J, (2| P) respectivement J, (@ | P) représente (v. [5]) ,,I'information d’ordre
o respectivement d’ordre 1 obtenue lorsque la distribution P=(p,,...,p.)
est remplacée par la distribution Q=(g,..., 4%

En posant Qla(plt?, vers Dn t,‘f) les relations (31) peuvent étre écrites
sous la forme des égalités

In2
Jug (Pis 1) = ——= Ja (Q, | P),
B @ ‘
In2
Jo.p (p1, 1) = Y Jy (04| P).

Par conséquent Iéquation (24) est I'équation qui exprime une propriété
importante, addivité, de Pinformation.
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