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EQUATION FONCTIONNELLE D’UN CERTAIN TYPE
DE DETERMINANTS

Petar M. Vasic
(Regu le 19. XII 1962)

1. Dans lParticle [1] il a été montré que 1’équation fonctionnelle
(L) f(x1, X)) f(X5, X+ S (%1, x5) f(Xa5 X)+S (X1, X4) f(x2, X3)=0
a pour solution générale la fonction suivante
(1.2) S, V=Gw) H»)—G () H ),

ol G(u) et H(u) sont des fonctions quelconques de u.

Dans Particle [2] on a trouvé que P'équation fonctionnelle
(L3)  f(x p 2) flu, v, W+, x, 0) f(z, v, W)
+f (%, y, V) [z, u, W+ f(y, x, w) f(z, u, v)=0
a pour solution générale la fonction

o) (M e (W)
(1.4) S, v, wy=|0:, @) 9, 9 (W)
Pa () @3(v)  @z(w)

ol @ (1), ¢, (u), () sont des fonctions quelconques de u.

Dans la monographie de Ghermanescu [3] on a démontré que la solution
générale continue de ’équation fonctionnslle

(1.5) S (xrs xa, X3) f(x1, Xq, X5)+S (X1, X5, Xg) f(X1, Xa, X5)

. +f(x1’ Xy xz) f(xl’ X35 x5)=0
est la fonction

(1.6) S, v, wW=H(u, v) G, wy—H(u, w) G(u, v)

ol H(u, v) et G(u, v) sont des fonctions continues quelconques.

Dans [4] il a été montré que la fonction (1.6), ot H(u, v) et G(u, v)
sont des fonctions arbitraires, est la solution générale de Uéquation (1.5).
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66 Petar M. Vasié

2. Toutes les fonctions qu’on considére dans cet article sont des fon-
ctions réelles des variables réelles.

Théoréme. — La solution générale de I’équation fonctionnelle
(21) f(xla sy Xp—1s xn)f(xn+l’ Xptgs - s xzn)
= f(xl’ ces Xp—s xn—?—l}f(xm Xntas + v s xzn)

+f (3(1, <y Xy—1s xfz—}~2)f(xﬂ+b Xny Xpt3s o ¢+ s x2n) + o

+f (xlv vy Xty x2n)f(xn+1= c ooy Xon—1s xn)’
ot f(uy, g, ..., u) (n>2) est une fonction réelle des variables réelles uy,
Uy, . . ., Uy, est donnée par
Py (1) @1 (e} - o @1 ()

{
{
i
2.2 £ (uys uﬁ,,,,,un)zg Q) P20 ()|
| :

on () On ) P (i)

avec o4 (@), e (), - .., ¢, () des fonctions quelconques de u.
Pour démontrer la théoréme, nous avons besoin du lemme suivant:

Lemme. — Si a;, a4, ..., a, sont les nombres réels tels que
f(alr Ugs o v v s a:z)#_‘(),
on a
(2"3) f(am Uy, Ugy - o vy Uy a,,)==0.

Démonstration du lemme. — En posant
xi=aq; (i=1,2,...,mn),
‘ Xpy1= Koy =8p Xj=Uj_pyy (J=n+2,n+3,...,2n—1),

Péquation (2.1) devient
2.9 flay s -y Gumy; @) [ (@ g, Uy, o o5 Upey, @)

+f (@ Qs - < s Quey, ) [ Qs Oy Uy - o Uy, Q)

+f(ay, Gz, - s Queys Up) [ (@ns Uy Qs Ugy o ooy Uy, @)+ - - -

+f @y @y o s Aueys Upg) [ (@ny thyy - -, Up—g, Gy, @) =0.

Soit E,—a={1, 2,3,...,n—2} et S, (0<v<n—2) un sous-ensemble
quelconque de E,_, contenant v ¢léments. Pour v=n—2 on a S, ,=F, ,.
En remplagant dans Véquation (2.1) toutes les variables par a,, on obtient

@5 fa,, a, a,, ..., a, a,)=0.
Supposons que 'on ait '

(2.6) (@ Vi Ve e S Vpegs @) =0

ol

vi=a, (ES),

= (€ Ep\Sy).

(2.7
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Nous allons démontrer que

(28) f(am Wis Wos oo oy Wy, an) =0,
avece
wi=a, (iGSv—l)s
(2.9)
=yi (€ E,5\Sv-1)

si I’hypotese (2.6) est vraie.
En remplagant dans (2.4) u;=w;, on obtient, d’aprés I’hypotese (2.6)
vf(@y, .oy @Guq, @) f (@, Wiy Woy o ooy Wy, @) =0.
De 1a, si ’hypotese (2.6) est vraie, on a
f(a., wi, woy ..., Wy, a,)=0.

Ainsi, nous avons démoniré par induction que

Say uy, gy . . ., Uyy, a,)=0
si précisément v (0 <v < n—2) éléments parmi uy, Uy, . . ., U,—, sont égaux 3 a,.
Pour v=0 on obtient e lemme.
Démonstration du théoréme. — Nous procédons par induction. Dans le

cas n=2 I’équation (2.1) a la forme suivante

(2.10) S (xx, Xo) fxg, xg)=f(x1, X5) f(Xa, X9+ (Xy, Xa) f(X35 X5).

Pour toute solution non triviale de 1’équation (2.10) il existe au moins
un couple (a, b) des nombres réels a, b tels que f(a, b)#0.

Si 'on pose x,=a, x3=b, x3=u,, x,=1u,, I’équation (2.1) prend la forme
suivante

f(a’ ul) f(a> uz)
> 2) = b’ 2) 7~ b, 1)
T =y POy 7O
Si 'on y pose
f((l, ul)

m‘ = ¢ (ul)f S (b, uy) = (uy),

on obtient que la fonction
o1(u) 91 (w)

0o () @y () !

est la solution générale de I’équation (2.1) pour n=2, car elle embrasse la
solution triviale f(x, y)=0.

Supposons quz le théoréme est vrai pour n—- 1, c’est-a-dire que la solu-
tion générale de ’équation fonctionnelle

(211) f(xly cees Xp—gs -xn—l) f(xn’ xn+15 ] x2n—2)
= f(xl’ cees Xp—gs xn) f(xn~l, Xpt1se-s x2n—2)
+f(x19- ey Xp—2, xn+1) f(xn’ Xn—15 Xpt+gs-- - x2n—2)+ v

"I'f(xl, «evs Xn—a> Xon—2) f(xna Xn+1s+ -3 Xen—3» xn—l)
est donnée par la fonction suivante

S (uy, uy) :‘

5#
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l‘Pl (uy) 1) - 91 (Uy—1) [
(2.12) Pttty )= | B B -
k i <1;n~1 () on—1 () Pu—1(p—1)
Soit f(ay, s, ..., @) 7 0. Si 'on pose
X1=Qps Xnp1=0y; (@, Xas X35 o005 X)) =F(xg, X3, ..., Xn)s
I’équation (2.1), d’aprés le lemme, devient
(2.13) F(Xxy, Xg5 -+ s Xu—1s Xn) F(Xntas Xnigse o5 Xou)
= F(xg, X355 Xne15 Xnt2) F(Xns Xpig,- .5 Xan)
+ F (X, Xg5 0« o5 Xne1s Xnt3) F(Xntay Xns Xntas o5 Xgn)+ oo
+ F(xg, Xg5 v Xne1> Xam) F(Xntas -5 Xan—15 Xn)-

Grice aux (2.11) et (2.12) on trouve que la solution générale de I’équa-
tion (2.13) est

(214) F(uh gy oo oy un—-l) :f(an’ Uy, Uy v v - un-l)
Py (1y) 91 (i) ..o Py (Up—1)

— | P2 (1) P (U3) Pa (Up—1)

Pn—1 (1) Pn—1 ()  Pp—1 (Hp—1) i

ol @, (), o3 (), ... , ¢p—q () sont des fonctions quelconques de u.

En posant dans (2.1)
Xi=a; (izl, 2,..., n——-l),

Xn=Ur, Xnt+1=C0us Xpt+k=Uk k=2, 3,..., n)

on obtient
(2.15) f@ys.ons oy, @) F Uy, tay. ..y u)
= flay, ..y @, 1) [ @y, tig, ..y )
—f(Qys ooy Oy, M) [ @y, Uy gy ooy Uy
—f @y, ooy ooy, W) [ (s Ugy o ooy Uy, Uy)-
La propriété (2.14) conduit a P'égalité
2.16) Fuseens tyoony Uiyo oo, Upey)
= f (s e ooy Ugyeney Uigonny Upmy)

(1 <i<j<n—1).
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Mettant & profit (2.14) et (2.16), avec la notation

f(al’ cees Qp—1s u)
f(alz'“’an)
on obtient quef (4, #y,..., U,) est de la forme (2.2).

Inversement, nous allons prouver que la fonction (2.2) est justement la
solution de 1’équation. (2.1). A cet effet, considérons le déterminant

= @n (u)5

91 (%)) P (X)) .. @nlx) 0 0 .. 0

Py (%9) @ (X2) ®n (X2) 0 0 0

@1 (Xpn—1) Py (Xp—1) Pn (Xn—1) 0 0 0 -0
@1 (Xn) Pa (Xp) Pn (Xy) @1 (X) Pz (xp) Pn (Xn) e
®1 (Xn+1) P2 (Xp+1) Pn (Cnt1) @1 (Xpt1) P2 (Xpt1) Pn (Xp+1)

P1 (X2 ) @2 (Xan) P (Xan) P1 (X2 n) g (Xap) P (X2 )

En évaluant le déterminant d’aprés la régle de Laplace, on vérifie aisément
que la fonction (2.2) est la solution de P’équation (2.1).

La démonstration est ainsi achevée.
3. Considérons I’équation
(3.1 S (X1 Xoyooos Xps Xug1) £ (X1 Xutzs Xntgs-- -5 Xont1)
= f(x1, Xase oy Xus Xnta) f(X15 Xut1s Xntgs ooy Xont)
+f (%1 Xayo ooy Xny Xng3) S (X15 Xngas Xnt1s Xntas- s Xpng2) +o0e
+f (X5 Xaseevs Xy Xongd) S0 Xngas- s Xons Xpg1)

Ol f(ty,. .., Ups1) (n=>2) est une fonction réelle des variables réelles uy, . . ., Upi1.
Comme conséquence du théoréme démontré il suit que la fonction

¢y (U, uy) Py (i1, u3) @1 (1, Upty)

Uy, Us) Uy, Ug) Uy, Upti)
f(ul,"-sun-}-l): CI:’z(l 2 ®p (U, Uy Pe (1, Up+i B
“Pn (41, up) Pn (U1, Us) Pn (s Uptr) 1

ol ¢, (#),. .., ¢, (u) sont des fonctions arbitraires, est la solution générale de
I’équation (3.1).

4. Pour n=2, I’équation (2.1) devient
I (Gers Xo) f (x5, X9) =f (X1, X3) S (X2, Xg) +S (X1, Xa) S (%3, X2)
ou bien, d’aprés f (u, v)=—f (v, ),
S (%1, Xa) f (x5, Xa) +f (X1, X5) [ (X5 Xo) + (X1, Xa) f (%, X5) =0,

C’est précisément I’équation (1.1).
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Pour n=3, ’équation (2.1) prend la forme suivante

(41) f(xb Xay xa)f (X4, Xgs x6) = f(xl’ X3, x4)f(x39 X5» xﬁ)
+ S (%1, X35 X5) f (x4 X3, Xg)
+ f(xla X2, xs)f(x4, Xgs x3)'

Etant donné que f(u, v, w) =—f(u, w,v) et f(u, v, w)=—f (v, u, w),
I’équation (4.1) est bien du type (1.3).

Pour n=2, d’aprés f(u, v, w)=—f (u, w, v), I’équation (3.1) prend la
forme (1.5).

Remarque 1. — Le théoréeme démontré reste valable sous des conditions
suffisamment affaiblies. A savoir, on peut supposer que les variables x;, x,,

., X, apartiennent a un ensemble quelconque et que la fonction cherchée
prend ses valeurs dans un corps convenablement choisi.

Remarque 2. — Un résumé de cet article a été publié dans les Comptes
rendus de 1’Académie des sciences de Paris, t. 256, 1963, p. 1898,
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