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1. Préliminaires

Soit f=f(t1» tys --- » tp—1) UNE fonction réelle des variables réelles
TP 7SRO '

Définition. — L’opérateur S= Sap ‘n est déterminé par Uégalité
suivante:

(1.1 Sl et oy iy )
:(— 1)”—1f([1’ t2? L] tn—l)“‘f(tza t3’ ce s [n)

n—1
+ > (= D*Hf(ty, by, ooe s tr—1s BT Tkrns eszs e s t,).
k=1
Donc, opérateur S, appliqué a f, donne une fonction réelle des n
variables réelles f,, t,, ... , 1,. Cette fonction sera nommée: transformée de
f par S.

Nous avons déja utilisé 'opérateur S en liaison avec certaines équations
fonctionnelles {voir [1]}.

Un opérateur, semblable a S, intervient dans la théorie des groupes
{voir [2], p. 318}.

Dans cet article, nous allons indiquer plusieurs propriétés de I’opérateur
S et donner quelques applications de ces propri€tes.

2. Propriétés de I'opérateur S

2. 1. — L’opéraieur Slefe-o o 'n ost linéaire, A savoir
[ S PO £
2. 1) Si. Mafy (tys tyr oo s tn1) T Bt tas s tamd) )
tl, t23 EELER ] ‘
= aS,_i nfl ([1, fyy «vv s tn*l)
LS POR ¢
+ bS,Li "o b1y bys oo v s tam1)s
oll a et b sont des constantes réelles.
2. 2. — L’opérateur en question satisfait a I’égalité
T3 NUUDRNY SEE A . .
(2. 2) Sy’ kg ‘"—~0 (0, zéro-opérateur).

Cette propriété importante est démontrée dans notre article [1].
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2.3. — Soit n=p+q (p, q entiers non négatifs) et

Ftr oo ) =fi(ts oo o 1) Folorts o s T
D’aprés (1. 1) on obtient

B, Iptgts
Spiq PRI (s e s B) fa(lpins oo s trrg) )
:(_,l)p+qf1 (tl7 sy tp)f2(tp+19 I ) tp+q)
_fl(tZa L tp+1)f2 (t,,+2, e lp+q+1)

14
+> (= DR f(fy, ooe s foets et terns Tevas ooo s Do)
=1

X oy oo tprar) S H(=DFf (0, o )

k=p+1

><f2 (tp+la cees tg—1s et et lktgs -+ - > tp-‘rq+1)]

- {(—U”fl(zl,... ) —fillys - s lpid)
P
+> (= DF1f (e, oo s B—1s bty Teres o 7tp+1)}
=
sz(tp+27 L] tp+q+1)+(~l)pf1(t19 LR tp)

X {(_])qu (tp+1’ LA tp+q)"f2 (tp+2, et tp+q+1)

ptq
+ > (= DA fo (Bprrs o te—1s Lo P Tty Titas - s tp+q+1)]'
k=p+1

Donc, on a la formule suivante

t

tpigi,
(2 3) SP!J,ré”y P {fl(tlg crt e tp)fz(tp+1a et tp+q)}
—SE PPt s )} fa (s s Bres)

t R / N
"r(_l)pfl(tl’ see s tp){stll,+l’ prat 2(tp+1s s tp+q)}'

Par induction compléte, on démontre la formule généralisée qui donne
la transformée du produit de plusieurs fonctions. Par exemple, pour le pro-
duit de trois fonctions on a

[

(2.4)  Shrai PO fi(t, o) fa(tprrs s o f3(pigras oo o prain))
— sy Lanl o (TR N 3 3 Y (SRS ST ) Y (AR S AR SY)
(=P fi (e (ST 7T fo (b 1))
X [y (pigres - s tprgirsn) (= DT f1 (s s ) fo (lpas - oo Ip+rq)

Iprgty, .5 gt
X{Sr[“q ' prat ‘fa(tp+q+1’---,tp+q+r)}'

2. 4. Dans ce qui suit, nous allons prouver que le produit des transfor-
mées par S de deux fonctions filtss ooy tyey) €t fo(lpras oo o 5 fpig-1) St
également une transformée.
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Dong, il faut démontrer que pour tous f; et f, il existe une fonction f
telle que

t
(2.5 Sy PAM, s e DS T (e s fagep))

=SB T () g
En effet, si ’on pose
(2. 6) fty, ooy tprg1)
~filtyy oo D SE T T (L )

et si Pon applique 'une apres 'autre les formules (2. 3) et (2. 2), on obtient

he oo Ipt
Sp1+q—1 ? q.f(tla Tt tp+q—1)

Ly oo pti, ..., pta o
= {Sp2i 7 Pl s )} {SS T o (tptas o v s bpigo1)}
_ ty ooy lpr tpy oo, g, i
(=D s ) (ST PESET T T T Sy (s s by}
T/ Ipte, .. It
= {Sp2v 7 A, oo )b {S8 P e tprts s tprg-D))

De maniére analogue, on trouve qu’on peut prendre aussi

tl; vee s
f(tl, RELELINEY tp-l—q—l):(_l)p{sp—l tpfl(tl’ LY rp~l)}f2(t17+1’ vee tp+q—1)
pour satisfaire a 1’égalité (2. 5). '
Donc, f; et f, étant donnés, la fonction f qui satisfait A (2. 5) n’est

pas unique. La différence des deux fonctions f vérifiant (2. 5) est solution de
Uéquation fonctionnelle

oo, bt
2.7 Spialt TTUF(ty, ..y tyrg-1)=0.
Par induction, on démontre que le produit des transformées par S (dans
le sens indiqué) des fonctions fi, f,, ... , f; est aussi une transformée.
2. 5. Supposons a présent que la fonction f & laquelle on applique
Popérateur S;,‘J;,;" ’ t"+q+‘, ne dépend que des variables ¢, ... , i,
Dans ce cas on aura, d’aprés (1. 1),
..., 8
Sp+q p+q+'f(t1, ,tp)
:(_1)p+qf(t1’ see s tp)_f(t2’ sy tp+1)
14
SEDIL G V0 A (TN PR S PP AU )
=1

S e )

k=p+1
=(=1)2f(ty ooy )=y v > tpi1)
+ i(—l)kf(tl, R N . TVl /U A |
k=1
' {(—1)”"—(—1)”—(—1)p+2_(_1)p}f(t1, iy Ip)
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ou bien
2.8)  Spy TP Sl - ot)

sy LAR (I tl,)}+(-—1)"(———l%~—l—f(t1, AT AY

Pour ¢ pair, on a

RN S A Lo, o '

(2.9) Spiy Yt )= Sp flty, s 1)

Supposons maintenant que la fonction f, a laquelle on applique Popé-

4, ..., et : .

rateur Spig , ne dépend que des variables 41, --- » pta

Pour obtenir la formule correspondante, nous emploierons une autre
méthode, quoique la méthode utilisée précédemment s’applique aussi avec
succes.

En posant f(fy, --- » t,—,) =1 dans (1. 1), on obtient
n—1 n
S::'Ql"' . In 1:(_1)n—1_1+ z (_1)k+1: z (_1)k+1,
k=1 k=0

c’est-a-dire

(2. 10) Sip 1= = (L (= D7)
Par application des formules (2. 3) et (2. 10) on trouve
(2. 11) Sty T f (g e s Byt
= Sp PR AL f (fpy1s <o > Tpra))
{SE T [ (tpras e s Torat)
ST T f s s b))
(ST I L (s s lprd))

+-;—{(ﬁl)p—l}f(tp+2’ e tp+q+1)-

Pour p pair, on a

1 EE
(2. 12) Sevy T fpras < s Bord)
(S R g )
Nous allons généraliser les résultats (2. 8) et (2. 11). Dans ce but, sup-
. . t v
posons que la fonction f. a laquelle on applique 'opérateur S,’,‘;;,;r',’ pratres
ne dépend que des variables f,11, .. 5 Tptg-
D’aprés la formule (2. 4), on trouve
[/ 4 riy
sp;Lq‘%r pravrs f(tp+15 | tp+q)
tl, e L r+i
= Spia¥r prat {1 'f(tp+1, s tp+q) : 1}
tls e ‘t 1
:{SP o l}f(tp+2’ ’tp+q+1)'1
t t
S(=DP LS PR Ly e g ) ]

4 (=1)P Y f (s oo s tp+q)-{S:"+q‘“’ s gt 1).
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En utilisant (2. 10), on obtient

t i
(1. 13) Siiair” T ftyhrs <o s fpig)
= (—DPSTT TN L ey
1
FEDPH A 1) fpers sty

1 .
+?{(_l)p_l}f(t”+2’ oo s bpggt)-

Pour p et r pairs, on a

! 4
(2 14) Spvatr T f(tras s oty

— (=P ST P L ).
On voit que les formules (2. 8) et (2. 11) sont des cas particuliers de
la formule (2. 13) correspondant a p=0 et r=0 respectivement.

2. 6. — Tous les résultats obtenus plus haut restent valables dans des
hypothéses suffisamment affaiblies.

Soit E un ensemble (non vide) muni d’une opération interne binaire o
qui est associative. On considére les fonctions

S, ..., temy), avee {ty, ..., t,4}CE,

dont les valeurs appartiennent a un groupe additif abélien M. Dans M est
définie multiplication qui est associative et distributive par rapport 3 I’addition,

L’ opérateur Si,‘;i"””, ot {#, ... , t,}JCE, est défini par Iégalité
suivante:
(2. 15) Suri Mty oy hq)

:(—1)"']f(t19 DI tn*l)_f(t2» cie tn)
n—-1
+kZI(_1)k+lf(t1’ ces tk—17 4 O tk-}-l’ tk+29 cee tn)’

Cet opérateur généralisé jouit des propriétés plus haut établies.

3. Applications

Considérons les équations fonctionnelles, {voir {1], {3], [4]}.

3.1 AT f(xg, oL, X)) =0 (n=1,2, ... ),
ou f(xy, ..., x,) est une fonction réelle inconnue de variables réelles
Xys Xy ovn s Xp-

Pour n=1 I'équation (3. 1) est précisément I’équation fonctionnelle de
Cauchy.

Pour n=2 la solution générale continue de 1’équation (3. 1) est donnée
par {voir [4]}

(3.2 fx, ) =ST" F(x)=F(x+y)~F(x)-F(»),

ol F(x) est une fonction continue quelconque.
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Pour n=3, 4, ... , la solution générale dérivable de I’équation (3.1)
{voir [1]} est
3.3) flts o s )=Sizi " "F o, fim1),
ol F(t;, fy, ... , l,—y) est une fonction dérivable quelconque.

D’aprés la formule (2. 3) on obtient le résultat suivant:

Le produit £y (f1s «+v » ) foa(fpsas oo s tprg)s OU fi(ty, <o, fp) et
folty, ..., t,) désignent des solutions de Iéquation (3.1) pour n=p et n=gq
respectivement, est une solution de (3. 1) pour n=p+gq.

Par induction, on peut étendre ce résultat aux produits de plusieurs
solutions de P’équation (3. 1).

En particulier, le produit

f) ) - [t

ot f;(f) (i=1,2, ..., k) sont des solutions quelconques de I’équation de
Cauchy, est la solution de I’équation (3. 1) pour n=k. “

Dans le cas k=2, posons f»(t,)=1,; on trouve alors que la fonction
F(x, »Y=1; () y, ol £, (x) est une solution discontinue de I’équation de Cauchy,
satisfait 2 (3. 1) pour n=2. Mais cette fonction n’est pas symétrique, donc
elle n’est pas de la forme (3.2). Cela signifie que (3. 2) n’est pas la solution
générale de I’équation (3. 1) pour n=2.

Ce résultat est obtenu par J. Erdés [4], mais la démonstration indiquée,
qui est suggérée par S. Kurepa, est pius simple.

Comme conséquence de la formule (2. 14) on obtient le résultat suivant:

Si gty tay -« s lg—am—2p) ©st une solution de I’équation (3.1) pour
n=q—2m—2p, la fonction
(3.4 g amais tomras +o 5 lgegp) (> 2m+2p)

satisfait a I’équation (3. 1) pour n=gq.

Les combinaisons linéaires des solutions (3.4), g étant fixe, p et m
variables, sont aussi des solutions de 1’équation (3. 1) pour n=gq.

Ces résultats s’étendent immédiatement au cas abstrait que nous avons
signalé dans 2. 6.

S. Kurepa a bien voulu lire, dans le manuscript, le présent article.

REFERENCES

1} D. S. Mitrinovi¢—D. Dokovié: Sur certaines équations Sfonctionnelles,
Publications de la Faculté d’Electrotechnique de I'Université & Belgrade, série: Mathématiques
et physique, Ne. 53, 1961, p. 9—16.

[21 A. I. Kypour Teopus epynn, Mocksa 1953,

{31S. Kurepa: On some functiona! equations, Glasvik matematitko-fizicki i astro-
nomski t. 11, 1956, p. 3—5.

[41J. Erdés: A remark on the paper ,.On some functional equations* by S. Kurepa,
Glasnik matemati¢ko-fizi¢ki i astronomski, t. 14, 1959, p. 3—3.



	075.tif
	076.tif
	077.tif
	078.tif
	079.tif
	080.tif

