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SUR QUELQUES PROPRIETES DES HYPERSPHERES INSCRITES
AU SIMFLEXE n-DIMENSIONNEL

D. Lopandi¢ et B. Alimpié
(Regu le 1. VI 1962)

Nous allons faire la généralisation de quelques théorémes connus pour

les simplexes de I’espace 3-dimensionnel — triangle et tetracdre, — pour le
simplexe de Despace n-dimensionnel. Désignons par I, ((4) le simplexe
n-dimensionnel avec les sommets A, (k=1, ... , n+1) ou l'index d’en haut

désigne le nombre de dimensions, et celui d’en bas le nombre de sommets
de ce simplexe. Désignons par HZ;,I(A) les faces du simplexe ou k détermine
la face opposée au sommet A,.

Théoréme 1. Soient A (k=1, ..., n+1) les hauteurs qui corres-
pondent aux faces H,'i/_,,1 (4) d’un simplexe II,.,(4), ry le rayon de I’hyper-
sphére S, inscrite au simplexe et r, les rayons des hyperspheres S, dont
chacune touche une face HZ/“,,1 (4) de ce simplexe et les prolongements des
autres, on a alors:

(A T B A |
) S= S .
kzl f’/% "3 12:1 h/%

Faisons la preuve analitiquement. Introduisons & l’espace n-dimensionnel
eucliden R, le systéme des coordonnées rectangulaires dont l’origine est un
point quelconque dans le simplexe. Désignons par x4, ... , Xu les coor-
données du sommet A4, de ce simplexe. Comme, d’aprés I’hypothese, les points
A, n’appartiennent pas a la méme hypersphére, on aura

b SPRIRIRIPIT X1 1
Xyg» *+ - - Xna 1

) D=| - 0.
X+l 70 " Xanta 1 }

On peui toujours numéroter les points 4, de maniére que D > 0. L’équation
de ’hyperplan déterminé par la “ace IIZ,—,,l (A) sera

EOPRIN Xpp 1
X1k—1 Xnk—1 1

(3) TR X e e e Xn 1 :0’
X1k+1 Xt 1
Xigt st Xnn+1 1

o x;(i=1, ..., n) sont les coordonnées des poiuts de cet hyperplan,
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Si nous développons ce déterminant dar les éléments de k®™ ligne,
nous aurons

nkazl,qy,x,.wx,,ﬂ, k=0(k=1,2, ..., n+1)

ol A, est le complément algébrique de I’élément a4, du déterminant (2), ou
sous la forme normale

} 3
4) “kE“"‘( > Au x,-+A,‘+1,k) =0
P i
ol
(3) ‘ Pk‘:\/z Ay, k=1, ..., n+1.
i=1
11 en résulte
W )
© h":“’(z Aikxik’*“Atﬁlsk)&“’ k=1, ..., n+1,
PSS

car la valeur en parenthése est égale au déterminant (2) developpé par les
éléments de k*™® ligne.

Soit Op(x19, Xags + - - » Xa0) le centre de I’hypersphére inscrite au simplexe,

alors
1 #
’0‘"’”“_(2 Aikxi0+An+1’k)> k=1, ..., n+1l.
P\
En multipliant ces égalités respectivement par Py(k=1, ..., n+1) et en

additionnant les égalités obtenues, on obtient

n+1 n-1 n 1 ne1
rokZi Pkmxmkzi Agt - +xnok21 A+ kZI Aptrs ke

nt1
Les expressions z Ay (i=1, ... , n) dans P’équation ci-dessus sont éqales a
K=0
zéro et sa derniére somme au déterminant (2) developpé par la derniére
colonne, et par conséquent, on aura

D
N Po=—",
* G)l
Al
olt o,= Z Pk‘
k=1 , .
Si nous désignons par Xy, ..., Xm (k=1, ..., n+1) les coordonnées

des centres des hypersphéres S, nous trouverons d’une maniére analogue les
relations

rkazi A Xptdmrnsts (=1, co k=1, k+1, ..., nt1;
= k=1, ..., n+1)
— 1 Pr= 2&';‘. Xik + Antrs k-
Jus
En additionnant ces égalités nous obtiendrons

1 n4-1
rk(z P,— 2Pk>: Z Ant1sy
ye=1

V= |
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d’ou, d’aprés les notations déja introduites, il suit

D
(8 r = — .
) K 6, —2P,
On aura enfin
n+1 n+1 - 2P 2 2 n+1 p2
—1-5: S = 2P0 =(n—3)(3> v 43 P,
=1 e k=1 D2 D =1 D?
d’oli, utilisant (6) et (7), I'on obtient
n41 l 1 n+1 1
(=3 4 S —,
k; re rs kgl hi

ce quil a fallu démontrer.

Le théoréme 1 est la généralisation des théorémes connus dans la géo-
méirie de 'espace 3-dimensionnel sur le simplexe n-dimensionnel.

Dans ces considérations nous n’avons observé que ces hyperspheres
touchant une des faces (n— 1)-dimensionnelles et les prolongements des autres.
On n’a pas par cela épuisé toutes les hypersphéres qui toucheni tous les
hyperplans déterminés par les faces d’un simplexe. Nous allons démontrer le
théoréme suivant:

Théoréme 2. Soit Ih,; (4) un simplexe quelconque de l'espace R”,
dans le cas général il existe 2" hypersphéres tangentes tous ces n+1 hyper-
plans déterminés par des faces (n—1) -dimensionnelles de ce simplexe.

Pour démontrer ce théoréme il faut d’abord déterminer ’ensemble des centres
de toutes les hypersphéres qui touchent n hyperplans Rﬁ“ (v=1, ..., n) dé-
terminés par les faces H';T,,l (4) du simplexe donné, c’est-a-dire n hyperplans
qui se coupent au sommet A,i;.

Désignons par QZT,‘ et Q’ﬁ_\.l les hyperplans dont les points les centres sont

des hypersphéres qui touchent RV et RUTY (uAv). Q' et 0'1;' coupent

0% Vet 057 ' 4 quatre (n—2)-dimensionnels plans, dont chacun contient
le poini A,4; ces quaire plans coupent Q3 "et 057" 4 huit plans (n—3)-
dimensionnels dont chacun contient le point A4,., etc. Enfin, 2"-2 plans
2 -dimensionnels coupent Q(",,__ll)uet Q’f’,,'_lmL a 2"-1 droites, dont chacune
contient le points A4,.i.

Pour déterminer les centres des hypersphéres qui, outre les hyperplans
RiI™V Ry ..., Ry, touchent aussi I'hyperplan RiT) de face MnTin (4),
désignons par Qi1 et Q;EZIB les hyperplans dont les points sont les cen-
tres des hypersphéres qui touchent R et RI”). Ces droites mentionnées
coupent Ql'gll) et Q'l (’,,111) a 2" points, ou quelques unes d’elles sont para-
lelles & ces hyperplans. Les points d’interseciion sont les centres des hyper-
sphéres qui touchent les hyperplans R',',_1 ... , R D’ou il en résulte que,
dans le cas général, il existe 27 hypersphéres qui touchent tous les n+1
hyperplans déterminés par les faces (n— 1)-dimensionnelles du simplexe ;.1 (A).

Par les théorémes suivants nous donnerons quelques relations métriques
qui existent entre les rayons des hypersphéres considerées. Pour déduire ces
théorémes nous allons grouper ces hypersphéres d’aprés la position de leurs
centres par rapport aux hyperplans déterminés par les faces (n—1)-dimen-
sionnelles de ce simplexe.
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Théoréme 3. Soit 0,~,.,,,~l Ge=1,2, ..., n+1l; iy7#i) le centre, et
Fi...i; le rayon de celle de ces hyperspheres doni le centre est par rapport a [

hyperplans de ce coté-la duquel ne se trouve pas le centre O, du hypersphére
inscrite, et par rapport aux autres n+1—/ hyperplans du méme coté que le
point O,, alors, d’aprés les notations déja iniroduites,

D

9 Fiv.iy = — —— (=1, ..., n=0D.
6,— 2 z Pik
k=1
Soient Xy, i,..i» -+ » Xn»i,...;, les coordonnées du centre de I’hypersphére
dite, déterminons son rayomn:
1 n
r,-l_,,,,:i,-(z Avjkxv,‘,,,,,-IJr-A,,ﬂ,jk), k=1,2, ..., n+1—1
Jk \Ww=1
1/ ,
7"!’1...1'[:]). (z Avikxvi,..‘il+An+1’ik)a k;]7 2, v s /
'k \y=1

ou ik #]k
En multipliant ces égalités par P;,, aussi que par Py respectivement, et en
additionnant les égalités obtenues, on obtient

n+1—1
rh...i,( Z Py — Z Pik):D
k=1 k=1
ou

i

ri;...il(cn—zkzlpik>:l)

d’ou il suit (9). '
Il est évident que [#n+1. Au surplus, [+ n, parce que dans le cas

contraire le cen're de ceite hypersphére serait dans cet angle polyedre n-
dimensionnel qui est opposé & celui ol se tiouve le point 0,.

Il suit immédiatement du théoréme 3 que le simplexe, ayant I’hypersphére
dont le centre se trouve par rapport a [ hyperplans du méme coté que O,
n’a pas le hypersphére dont le centre se irouve par rapport aux autres n+1—/
hyperplans du méme coté que O,.

Théoréme 4. Soient, pour [ fixé, toutes les valeurs r; .. positives,
nous aurons, pour /=2, ..., n—1

(i v asi—20022
{ = — = J] (n—v), et pour I=1.

10) 1 Fi.ip 1 n v=0

n+1 1 1

> —=- (n—1).

k=1 T Fo
Comme chaque index i, ... i, est une certaine combinaison de n+ 1 éléments
de [éme classe, il y aura, pour / fixé, au plus ("?1) hypersphéres. Il en résulte
que

1)
! 1 1

2 Fiv...qp :E[(nﬁl) on—2 (1) o'n].
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n+ 12112
Comme I’on a cp(l)z("ﬁ‘)—Z(lf]):““ﬁ*“ IT n—v), e (1)=n—1
. v=0
il suit (10).
n+1

Spécialemment, si /= 5

, ce que nous avons dans le cas ol n soit

n+1
(%) hypersphéres car les rayons des autres

2

seront de méme grandeur mais de signe coniraire.

impair, il existera au plus

En faisant une numération convenable on peut supposer que tous les

Tis ... ipygo dont I’index ne contient pas I/, soient positifs.

2
Dans ce cas nous aurons
¥; D

s g = —
2

o,— 2 i P
k=1

ou lk—/{ 1.

On obtient, analoguement aux cas précédenis,

nfl n n—1 n—1
5 (;1) G 2 (_;l) Gat 2 (";I)Pl
Z 1 2 2 2

D

et enfin

)
(11) (i 1 :"2.*(;;:;> ntl 1
Tiiiyy, n—1 2/ el

2

En exprimant la somme des valeurs réciproques des rayons des hypersphéres
du méme groupe par la fonction de la somme des valeurs réciproques des
rayons des hypersphéres du groupe quelconque, nous pourrions élargir le
théoréme 4.

Remarquons, qu’on obtient du théoréme 4 (spécialement pour [=1) le
théoréme de V. Devidé (publié dans Glasnik matematitko-fizi¢ki i astronomski,
Serija II, T. 6/Ne 4, Zagreb, 1951) ne concernant que ces hypersphéres qui
ne touchent qu’une des faces et les prolongoments des autres.
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