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SUR L’INVOLUTION DE DARBOUX DU TROISIEME ORDRE

B. Rachajsky
(Regu le 1. VI 1962)

Les équations aux dérivées pariiclles d’une fonction a deux variables
indépendantes en involution de Darboux du troisiéme ordre admettent d’établir
plusieurs propriétés qui sont analogues aux propriéiés de la théorie des équ-
ations aux dérivées partielles du premier ordre et des systémes des équations
aux dérivées partielles du second ordre en involuiion de Darboux-Lie. On peut
établir pour les équations en involution de Darboux du troisiéme ordre, par
exemple, les propriétés suivantes: 1) on pzut former le systéme des équations
différentielles jouant le réle d’un systéme des caractéristiques, 2) on peut
étendre la notion de l'intégrale compléte et préciser conditions nécessaires et
suffisantes concernant cette intégrale, 3) on peut resoudre deux problémes de
Jacobi et d’une maniére bien détreminée faire la liaison intime entres 'inté-
grale générale du systeéme des caractéristiques et I’intégrale compléte du sysiéme
des équations aux dérivées partielles, 4) on peut aussi poser le probléme de
la formation d’une intégrale de Cauchy i l’aide d’une intégrale compléte
donnée, [1-—4].

L’involution de Darboux du troisieme ordre. Considérons un équation
aux dérivées partielles du second ordre, uiilisant les désignations habutuelles,
sous la forme suivante

) r+f(x,y,2,p,9, 5 6)=0.

On supposera pour la fonction f que f< C2%(G), ou G est un domaine
déterminé des variables x, y, z, p, q, s, . A 1’équation (1) faisons correspondre
une autre équation aux dérivées partielles du troisiéme ordre suivant une loi
qui sera déterminée plus tard, et écrivons

(2) nyy-l'(b(x’ y,.z,p, 4,9, t, Zyyy):ko-
On supposera que ® & C'(G,), o G, est un domaine des variables x, y, z,
D q, 8t Zy, e GCGy.

Formons les équations dérivées du second orde de 1’équaiion (1) et du
premier ordre de ’équation (2) respeciivement par rapport aux variables
indépendantes x et y:

Zxxxx +f:t Zxxxy +ﬁ Zyxyy T Dxx f: 0,

Zyxxy + £ Zxexyy +fi Zyyyy + Dyy f=0,
3) Zaxyy TS5 Zayyy St Zyyyy + Dyy f=0,

Zaxyy T ®; Zyyyy + D, ®=0,

Zyyyy + @ Zyyyy + D, ©=0,
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3, ®s, fir fis Zevuxs - - - Aésignant respectivement les dérivées partielles
0%z/0y®, 0[S, Of/os, offot, d*z[ox*,...; quant & D, Dy, Dy, Dy, Dy,

elles désignent les dérivées partielles totales prises par rapport & x et y. En
vertu de la définition de I'involution de Darboux du troisiéme ordre, les équa-
tions (3) ne doivent point étre résolubles par rapport aux dérivées du qua-
tridgme ordre. Il en résulte les deux conditions de T'involuiion sous les formes
suivantes

@ OF—f, D5+ f;=0,
(5) D @ +{§- D,®~D,,f=0.
]

Systéme des équations différentielles ordinaires des caractéristiques. Gréace
aux équations (3) on peut former les équations suivantes

?’E%‘@a %+wﬁwm+l)xxf=-0,

ox oy o

éé-:«(l)s f)-E—--m"§~ADJ,Xme,
3 ox oy

% 0, %4 D@0,

ox oy

?E—HDS §§+Dy®:0,

ox oy

oll on a posé: a=7Zuy, B=Zyy, Y==2Zyy m=(fi/Ps) D, ®—D,. f. Comple-
tons ces derniéres équations par les égalités évidentes

oz oz
% 0,y @yg=0,
ox 6dy p 24
(6) ?ﬁthl)aégmw—@ss:(),
ox oy
..a_nq-.{r@;;—ajq«”"*g'—q)gtzo,
ox oy
i)ia»(l)sf)iwoc_@aﬁ:os
ox ay
o5 os
6 it Py — —f— Dy =0,
(6) on Doy, TR
2{.4_@8.‘2{-.«{—(1)58:0.
ox ay

L’ensemble d’équations (37), (6), (6') réprésent un systéme de la forme
de Charpit, [1], 4 d’x fonctions inconnuesiz , p, ¢, r, 8, t, &, B, v, 5 des
variables indépendantes x et y. Par conséquent, Uintégration du systéme (3'),



Sur l'involution de Darboux du troisiéme ordre 113

(6), (6') revie.t & lintégration du systéme d’équations différentielles ordinaires
des caraciéristiques

dx— @ dz  dp dg  dr d  dt -
Qs p+Dsg r+Dss s+ DOt at+tDPP P+Dsy v+ D5
™ da dg dv ds

D f+ mf|Ps D,.f—m D.® D,®
Pour nos équations (1) et (2) on peut étie utilisé aussi le systeme des
caractéristiques de la forme

() A — dy dz  dp  dqg  ds a s
®s pr®sqg riDss stDyt PPy v+PS DD
ol r, v, B doivent &tre cxprimés par les autres variables figurant aux équati-
ons (1) et (2).
L’intégrale compléte. Nous partons de I’équation
9 z=V(x,y, Cyy ..., Cg),
ol C; sont les paramétres distincts et indépendantes des variables x et y.
Supposons que V  C*(D’), D’ désignant un domaine dc x,y, C; ... , Cs.
Formons les équations dérivées

(10) p=V.(x,y,Ci, ..., Co), q=V,(x,¥, C, ..., Cy),
(11 r=V,.(x,y, Cy, ..., Cg),
(12) s=Vo(,p, Cy, ..., Cp), t=Vy(x,»,C, ..., C),
(13) Y=V (9, Crs s G,
(14) 8=V, (x, 7, Cy, ..., Cg)s
sous la condition suivante dans le domaine D’
(15) AED(V’ Vis Vs Vays Vi Vywy )¢0'
C., Cy, Gy, Cy, Cy, Cy

Si le résuitat de I’élimination des paramétres C; des équations (11), (13) et, (9)
(10), (12), (14) ne donne que les équations (1) et (2), nous dirons dans ce
cas que l'intégrale compléte du systéme (1)—(2) est définie par I’équation (9).
On va maintenant démontrer que grice aux conditions (4)—(5) la
fonction V doit satisfaire aux conditions complémentaires.
En effet, on peut démontrer aisément qu’il y a lieu les égalités suivantes
A, A

_ A _ A _ 5
(16) (fs)= % (f: A (®s) A

ol les parenthéses signifient le résultat de la substitution de z, p, g, s, ¢, 3
respectivement par leurs valeurs V, V,, V,, Vy,, Vyy, Vyyp €t Ag, Ay, Ay les déter-
minants fonctionnels suivants
V, Ve, Vyo Vixs Viys Vyyy> A,=D (V, Ve Vis Vs Vs Vyyy>
C,Cy,Cy,Cy, Gy, Cy C,, Gy, C3,Cy, Cy, Cy

an A :D(V’ Vo Vs Vays Vi nyy)

3= .

Cla C2> C3, C4, C5; CG

AIED(
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La condition (4) nous donne
“4) (@s)*~ (f) (@) + (f) =0

ot les parenthéses ont les significations antérieurement établies. Grace aux
égalités (16) la condition (4') devient

(93_)2 _ Ay B

A AA A
ou
(18) T e N Y
A A B

On peut mettre la condition (18) sous une forme plus symétrique. En
effet, en vertu des identités évidentes

Ves+1(x 2, Vs Vi Vi Vi Vi) =0,
Vxxy"L(Dyf)xo
et (16) on peut établir une rélation nouvelle

(189 N = = () A (DA
ou
(18) A_AL S

A, A A,

désignant par A’ le déterminant fonc.ionnel
A =D (V‘ Ves Vs Vs Vips Vxxy)'
Cla Cza Csa C4> C57 C{;

Grace 4 la rélation obtenue (18'"), on peui metire la condiion (18) sous
la forme convenable, plus syméirique

(19

A, A
20 "B A0,
(20) A A, 3
La rélation (5) ou la réla.ion suivance
(39 (D, @)+ (D, ) (fi/Ps)— (D), [} =0

est verifiée indentiquemeni, grace i la condition (18), & savoir

Done, la relation (5) n’impose: pas des conditions nouvelles a la fonction V.
1l est aisé & démonirer qu’il doii avoir lieu la condition nouvelle

20 ‘ 3,=0
5, désignani le décerminani fonc.ionnel

VoVis Vs Viws Vi Vyy)
Cy, Cy, Cyy Ca, C5, Cg

car ’équation (1) ne dépand pas de la dérivée 8=z,,.

(22) =D
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On peut démontrer que les conditions (18) ou (20) et (21) sont aussi
suffisantes.

Donc, I’équation (9) definit une intégrale compléte du systéme (1)—(2)
en involution de Darboux du troisiéme ordre si la fonction admet les condi-
tions nécesaires et suffisantes

(23) A#£0, 3,=0, AyA=A'/A,,
A, A;, A’ et 3, désignant les déterminants fonctionnels (15), (17), (19) et (22).

L’intégrale générale des caractéristiques. Il est aisé & démontrer que les
formules

(24) z=V, p=V,, q=V,, s=V,, t=V,, 3=V,,
définissent les six premicres intégrales distinctes du systéme

(&) dx = dz _ dp  d¢  ds  dt 4}
p+®sqg r+®ss s+ Dyt B+DPsy 1+ D3 DD

En effet, on a les équations dérivées

dz dy dp dy dq dy
=V,+V,— — =Vt Vy—, =V, +V, R

dx Ydx' dx * Y dx dx I ax dx
(25)

ds dy dt dy di dy

- Vxxy xyy;,} ’ Zc = nyy + Vyyy d—x ’ ;c = nyyy + Vyyyy e
et en vertu des relations

A A
(¢8)= '“Xs9 (D ®)= xyyy‘*‘:Vyyyy’

Vit (69, V, Vs Vy, Vi Vi) =0,
Viry T O ¥, Vo Vs Vi Vs Vigs Vi) =0,
et de I’équation premiére du systéme (8)
dy _
dx
ou les parenthéses ont les significations antérieurement établie, le résultat de

Pélimination des constantes C;, définies par les équations (24), entre les équa-
tions (25) ne donnet que les équations (8’).

Cherchons, encore, I'intégrale de 1’équation (26) ou d’une des équations
équivalentes

27) Agdx +Ady=0,

(26) = (q)s) s

(28) A’ dx+ Ay dy=0.

Introduisons le symbole suivant

(29) (l, j, k, I’ m)ED(V’ an Vy: ny’ Vyy) ,

Ci* qa Ck’ CI, Cm
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i, j, k, I, m désignant les nombres entiers de 1 4 6. On peut former les
identités suivantes

oG klmmy_  aryggn, 2| GlEMD Ay pa,,
oxi(i, j. k, l,m) ox| (i, j, k, 1, n)

92 [(*’ k.1, m, n “)_]= a A+ ay A i[i’iﬁ—”—»”—’-’—")} =518+ b3 A,

oy LG, js k, 1, m) oyl Gk, 1 m)

a; et b; désignant les fonctions des variables x, y, Cy, ..., Cs bien determinées.
Grace & la condition (20) il en résuite

i _(i, k, l,mnj_,_ﬁ) i G, k, I, m, n)
(30) ox\ (G, 4, k, Lm} oy|(j, k, I, m)
Ag T A

oG, i, l,mmy) o[ (. Jj, 1, mn)
Gh) 53?[(1‘, jo ko I, n)]_’ai[ G, J. K, L n)}
A’ Ay )
Done, les équations (27) ou (28) ont les intégrales suivantes
_( k, L,mn) (L g Lmm)
"G g ke 1 om) ~G,j, ko 1)
(}rc)x?é 0» (Iu)y# O, (G = 1,2).

Ces intégrales ne sont pas indépendantes par rapport aux variables x et y.
En effet, en vertu des relations (30) et (31), on a

D (ﬁ’lﬁ):o.
X, y
On peut formuler le théoréme suivant — théoréme de Jacobi:

L’intégrale générale du systéme des équations différentielles des caracié-
ristiques (8) est definie, en vertu de Iintégrale compléte (9) et (23), par les
formules suivantes

z=V, P'—“Vx’ q:Vy, S=ny» tzV.vy: S:Vyyy’
IIED(V’ Vs Vys Viys V,,y):D (V, Vis Vs Viys V,,,.,)= c
Ci, Ci» 1, Con» Ca Ci, Cj» C, Cp, !
(11 x;éo’ (Il)yqéo

Quant aux autres propriétés citées au debut de cet article, on peut le.
établir par les méihodes analogues utilisées antérieurement [2-—4].

et aussi

= CONst., I, = const.
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