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SUR LA LIMITE INFERIEURE DES MODULES DES ZEROS
DES POLYNOMES DE DEUX VARIABLES

D. Markovitch
(Regu le 5. 1II 1962)

Introduction., Pour les pdlyndmes d’une variable réelle ou complexe, il
existe plusicurs méthodes ayant pour le bui de limiter tous les zéros, resp.
les modules des ces zéros, inférieurement, supérieurement, ou bien de les
localiser dans les domaines divers. Les résul.ats analogues sont connus aussi
et dans le cas ou la limite ne dépend que d’une suite de coefficients, la
limitation concernant alors aux p<<n zéros du polyndme de degré n.

Pour les polyndmes de deux ou plusieurs variables, les méthodes directes
de la limitation des zéros sont, comme je sais, peu connus. Il est vrais que
le probléme préalable pour les polyndmes de deux variables peut &tre ré iuit
a Pétude de deux polyndmes d’une seule variable par la méthode de 1’élim:-
nation, mais je tiens cette voie assez difficile. Car, si I'on considére par
exemple le systéme de deux équations de deux variables, ses degrées étant m
resp. n, leur résolvente, le déterminant dont les éléments sont les polynémes
d’une variable, sera d’ordre m+ n. Sa transformation dans un autre déterminant,
dont les éléments faciliterons de former immédiatement des régions localisant
les zéros, exige de muliiplier une suite de matrices et de calculer Iinverse
d’une matricel. Le travail s’augmente de plus, si nous avons trois ou plusieurs-
équations. C’est pourqoi ils me semblent préférables les méthodes directes,
méme peut-tre moins précises.

Nous allons appliquer une méthode directe qui assignera un domaine
ol il n'y a pas des zéros. Cette métode de comparaison par la moyenne
arithmétique, comme j’ai la nommé, s’applique ici de méme trés simplement et
donne la possibilité d’en déduir les types divers et générals des limites, comme
I’on a déja montré semblablement au cas des zéros des polyndmes d’une
seule variable.

I. Le cas d’dne équation. Soit donné une équation (ag # 0)

¢)) P(z, )= Z a2t u’ =0
W,V

w,v=0,1,2, ... ,n et O<pu+v<n

1 Sur les méthodes de la localisation des zéros d’un déterminant dont les éléments
sont des polyndmes d’une variable, voir un bon livre: M. Parodi, La localisation des
valeurs caractéristiqgues des matrices et ses applications, Paris, Gauthiér — Villars, 1959.
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appartenant au corps des complexes, et P'inégalité

WE

@) lagw| <

pv=0,1,2, ..., n e l<ptv<n

law |ree, [z]=r, [u]=p

F
<

déduite de 1'équation (1).

Formons, de Pautre coté, une fonction G{r, p) des variables r et ¢
définie par une série (c,, arbitraire et nonnégative)

3) G(r, o) = uZv Cuvrp”

w,v=0,1,2, ..., p+v>1

Cette fonction, dont les conditions de convergence seront déterminées plus
tard, servira comme un élément de comparer linégalité (2) & la maniére
saivante

aooi /
!J-
@ G(ro) Z |awlre [ 2, cwrte”
Cependant, I'inégalité (4) permet d’en déduire V'inégalité définitive
&) ' law| < M-G(r, 0),
ot M désigne
(6) M =Max {! "‘“\}
Cuv

p,v=0,1,2, ..., p+v> 1.
Donc il suit le résultat:
si on choisit la fonction G(r, o) de telle maniére, que I'ensemble D des
solutions ¢, v nonnégatives de I'équation

Q) | @ | —MG (r, p)=0

soit situé dans le domaine de convergence de G(r, p), alors D représentera la
limite inférieure des modules des zéros de I'équation (1).

Le choix des constantes arbitraires c,,, C’est-a-dire le choix de la fonc-
tion de comparaison G(r, p), détermine les types divers des limites inférieures
de Péquation considerée.

Exemples. — 1° Soit
o [
G(I‘, P) ettt ] = LE_ R
oy plvl
Alors il est
lag| < M- (erte—1), M=Max {p!v!|aw|},

ol
do r+9>l,,(1 %—‘»-‘—z’)—”l).
2°, Les fonctions (les paramétres f, v>>0)

o rte & (gt reo*
O R il (i el
t—{r+p) w v H
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avec
|auv[ uty
M=Max<{—————,=M();
oty
t2)
TP u
B t T ® /vy r4pY
Gro=———= 3 (")) 5
SREK
t T
avec
oy
M—Max{M}:M(t,T),
("
v
enfin
l [ rupv
G(r,p)= —1= ,
e (1__’_)(1~i) ~ uz 1+ 7
t T
avec

M =Max {7 |au |} = M (2, 7),
peuvent déterminer les autres types des limites inferieures. Les paramétres
introduits servent d’élargir le domaine de convergence des fonctions G (r, p).

L’équation (7) a été obtenue en comparant inégalité (2) immédiate-
ment. Cependant, V'inégalité (2) peut étre d’abord transformée par une autre
inégalité, et aprés celd comparée & la maniére déja montrée en haut.

Ecrivons pour cela I'inégalité (2) identiquement

n au.v‘ Y
(8) {aool< Z — | Cuvrtp
w,v | Cuv
w,v=0,1,2, ... , n et I<ptv<n,

ol ¢,, désignent, comme auparavant, des parameétres arbitraires nonnégatifis,
et la transformons par ’inégalité de Holder. Il y aura

1 1
A |™\m i e
o . Z (cyy )" s
Cuv w, v

1 1
m>0 m>0 et —+—=1,

©) |aool<{§

%, v

m m
et, a fortiori
10 n ay.v‘m r'_nn: oo
m? ’ ’ ’
(10) , [ Ggo | <{Z _ }{Z e },
v Cbuy ©, v

en supposant c,, convenablement choisis que la convergence de la fonction

ar) L(r,e)= 3 cpy rwm o
W, v
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soit remplie. En définitive, la limite inférieure sera donnée par ’équation

(12

ot l'on a désigné

m

lagy|™ =S, -L(r,p)=0,

Si= S

|22

au | ™

Cuv
Ainsi par exemple, pour

r\" e\
o u.lv’ Lira) - (7) :(:> _
()

n

Sn(tsT): 2 Iauv‘mtum-rvm, tuT>0’

",V
I’équation (12) donne comme la limite inférieure
(13) (L) + (i) - ___lf@_T .
t \ T e -
|ago|™ + Su
Le cas m’=m réduit léquation (13) &
2 2 2
(14 (L) + (i) — 'A—M)OJ__
! T | ago |2+ Su (£, 7)
ol S, (¢, 7) est ici
S, (1,7)= z | @y |2 2072

®, v

Remarque. —Les formes des limites (13) et (14) sont tout a fait analogues aux
formes correspondantes des limites pour les polynémes d’une variable.
En posant p=0, t=1, la limite (13) devient

lag|t

Ve +(3, =)

n—1

¥y =

obtenue par I'auteur?, et dans le cas ot m'=m, la limite (14) devient
|ao 1

e
\/2 fa, P 2w
w=0

celle de M. Petrovitch?. La forme semblable & (13) pour la limite supérieure
des modules des polynémes d’une variable a €été obtenue par P. Montel?, et
par 'auteur?.

1D. Markovitch, Sur la lim. inf. des modules des zéros d’tin polyndme, Publica-
tions de I’Institut math. tome II, Beograd, 1948.

* M. Petrovitch, Remarque sur les zérns des séries de Taylor, Bull. de la Soc.
math. de France, tome XXI1X, 1901.

s p. Montel, Sur la limite sup. des modules des zéros des polynomes, C. R. de la
Soc. des léttres et des sciences de Varsovie, 24, 1931, CL III.

s, Markovitch, Sur la lim. sup. des modules des racines d’une équ. algébrique,
Bull. de ’Académie des sciences math. et naturelles A, N° 6 Beograd, 1939.
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Il faut encore remarquer que I’équation (12) se réduit & 1’équation (7)
si m—oo(m'=1). De méme, sous les conditions m— oo (m' =1) la limite (13)
se traduit a la limite
I Qoo } 47

(15) \‘T+Pt=m3, M (t, ©)=Max {t*7°| a,, |},

tandis que celle-ci se réduit pour p=0, <=1 2 la forme de la lim. inf. obtenue
par E. Landau* et J. Kafamata® pour les modules des zéros des fonctions
analyiiques d’une variable.

II. Le cas de deux équations. L’étude de la lim. inf. des modules des
zéros d’une équation de deux variables montre que la méthode de la résolution
de cette question consiste dans la réduciion de [’inégalité (2) a 1’inégalité
plus simple A I’éiudier. Ainsi, comme on voit, la question se réduit a I’étude
des fonctions de deux variables r, ¢, plus simple que celle de (2). Les exemples
cités et les cas étudiés jusqu’ici montrent que ces fonctions sont la somme

r+p, olt plus généralement, la fonction linéaire L+ ® . Puis la fonction
t T
, y \2

m m 2
(1 ~i-> (1 ~—p—), ou (L) + (—p—> ou bien plus simple (L) + (—p—) . On
t T t T t T
peut les choisir comme 1’on veut.

Maintenant nous allons étudier la méme question pour le systéme de
deux équations algébriques de deux variables. Soient dans ce but données
deux équations

P(z, u)= Zaagz“uﬂzo, ,f=0,1,2, ... , met 0<a+B<m
o,
(16)
Q(z, u)= z bzt u’ =0, p,v=0,1,2, ..., net O<p+v<n
w, v

En déduisant les inégalités corespondantes (g, % 0, bg, 7~ 0)

| agy | < > lag|r el , o,8=0,1,2, ..., m et 1<a«tf<m

(17) P
[ bgo | < Z}bmjr”p", wv=0,1,2, , ..., n et 1<pu+v<np,

K, Vv

et en les comparant, comme dans la cas (I), la premiére avec

(18a) Gr,e)= > gawr*e®, «,f=0,1,2, ... et a+p>1,
o B

et la seconde avec

(18b) H(r,p)= Zhu\,r“pﬁ, w,v=0,1,2, ... et pt+v=>1l,
", v

Y E. Landau, Uber eine Aufgabe aus der Funktionentheorie, The Tohoku Mathema-
tical Journal, Vol. 3, 4 June 1914,

). Karamata, Sur la limite inférieure des modules des zéros des fonctions analy-
tiques, Glas S. K. Akademije CXXVII, Beograd.
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(g.p €t hy, les paramétres arbitraires nonnégatifs), on obtiendra

19 lage| < Mo G (r ) et |boy|< My-H(r,0),
(20) M, = Max{ dap }, Mmeax{ buy }
Eap we

La résolution du probléme posé se réduit A résoudre des inégalités (19), c’est-
i-dire de déterminer les solutions r, p satisfaisant simuitanément les inégalités
mentionnées. Mais la question de la validiié de 'ensemble des solutions com-
munes des (19) 4 Pégard de la convergence des fonctions (18a) et (18b), doit
&tre aussi expliquée. En effet, soient désignées avec D, et D, les ensembles
des solutions satisfaisant la premiére, respectivement la seconde des inégalités
(19). L’ensemble D des solutions qui satisfont toutes les deux sera représenté par

D=D,ND,.

De méme, si Ag et Ay désignent les domaines de convergence de la foncion
G (r, ), respectivement de H(r, p), le domaine commun de convergence A sera

A=AgNAg.

La condition de convergence, s'est-2-dire I'ensemble des solutions communes
qu’il faut avoir égard, sera par conséquent

D CA.

Enfin, le domaine dans lequel les équations (16) n’ont pas des zéros, sera le
complément de D
AN D.

Par le choix des fonctions G(r, p) et H(r, p} peuvent &tre obtenus les divers
types de la limitation.

Exemple. — 1° Sojent
G (r, p)=ePrtae —1, H(r, p)=ePr+ar —1
P, q;>0, i=1, 2.

Les inégalités (19) sont maintenant

ebirtae >1 +la‘m} ) gi’gt’%-‘h@ > I_{.‘bmjl
& b
avec
181 1yl
MamMax{W}, Mb=Max{L{’ﬂé_Efi_t}_
Pr a4y P2 22

Elles peuvent étre mises sous la forme explicite comme
Dttt >
Do¥+qap > 5y

mlﬂ(l+%‘%l), 52':1{1(1‘5-%—0‘})-

51, 8y €tant
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Ici toutes les deux inégalités soint linéaires. On peut par ex. combiner I'iné-

galité (14) et une des inégalités linéaires, notament

Drt+Hqie =8

r 2 2 Ao 2
(o et
t T ’aoo |2 +8.(2,7)
dont la discussion déterminera le domaine cherché.

Remarque. — La méthode exposée, comme on voit, peut étre généraliser
a I'étude des systémes des équations de trois et plusieurs variables.
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