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UBER DIE ERWEITERUNG EINES M. ZACHARIAS —
D. POMPEIU-SCHEN SATZES

Slobodan V. Pavlovié
(Eingegangen am 5. 111 1962)

1. Wenn man von n Segmenten einen geschlossenen Streckenzug kon-
struieren kann, sagen wir sie sind (G).

D. Pompeiu® hat mittels einer Identitdt fiir komplexe Zahlen den
folgenden Satz bewiesen:

Die Verbindungen eines beliebigen Punktes aus der Ebene eines geschlos-
senen polygonalen Streckenzuges, dessen Seiten simtlich gleich lang sind, mit den
Mitten der Seiten dieses Streckenzuges, sind (G).

M. Zacharias?® hat mittels einer Vektorgleichung gezeigt, dass diese
Verbindungen auch (G) sind wenn die Seiten des erwdhnten Streckenzuges nicht
gleich lang sind, dessen Zahl aber gerade ist.

In der folgenden Arbeit mdchten wir den folgenden eiwas erweiterten
Satz beweisen:

Wenn man die Seiten von zwei riumlichen geschlossenen Streckenziigen mit
einer geraden Seitenzahl in Verhdltnissen

teilt so dass m;in; bzw. m; ‘n; (ml'#O, nisﬁo, m; #0, n; #0)

’ ’
my ny Mg _ Nan my ny Ny Ry n

’ ’ 7 ’

ny my Ny Mgy, n, my Hy Mgy
und die entsprechenden Punkte verbindet, die so erhaltenen Strecken sind (G).

Es wird bewiesen werden, dass dieser Satz fiir die ungerade Seitenzahl
nicht richtig ist.

Sich auf den erweiterten Zacharias®-schen und einen vom Verfasser®
bewiesenen Satz anlehnend, werden wir feststellen, dass der D. Pompeiu-sche
Satz auch fiir einen geschlossenen rdumlichen Streckenzug mit simtlich gleich
langen Seiten, und die Punkte welche diese Seiten im Verhdltnisse

my_n, ms
n, My Ny
teilen, gilt (im Falle des Dreiecks nur wenn m;=n;).

L D. Pompeiu: Un théoréme de géométrie, Académie Roumaine, Bulletin de la Sec-
tion Scientifique, XXIV, S. 223-—226 (1943).

2 M. Zacharias: Ein Geometrischer Satz, Académie Roumaine, Bulletin de la Sec-
tion Scientifique, Tome XXV éme, Ne 5, 247—248 (1943).

38. V. Pavlovié: Uber einige Erweiterungen der Pompeiu — Neubergschen Theoremen,
deren Umkehrungen und manche mit diesen in Beziehung stehenden Fragen (in Vorbereitung).
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Es wird ebenso eine Erweiterung des Prolomeus — Neuberg-schen Satzes

gegeben werden:

Gegeben seien zwei direkt #hnliche Polygonee 4, A'g eo. A, und

Al‘r Az' e An; (BlaBza

..., B,bzw. B/, By, ..

., B, sind die entsprechenden

Mitten der Seiten); die Segmenten Ay Ay By By, Ay Ag- By By, ..

sind (G).

. s At: Al ) Ban’3

Auch die entsprechenden Dual—und Umkehrsdze werden betrachtet.

2. Gegeben seien n Punkte A;
im Raume. Man erbdlt ein rgumli-
ches Vieleck oder einen Streckenzug,
wenn man die Punkte 4; mit 4,, 4,
mit 4, ... , 4, mit 4; verbindet.

Den Streckenzug B, B, ... B,,
dessen Punkte B; die Seiten 4;A;44
eines anderen rdumlichen Strecken-
zuges A; im Verhdltnisse m;:my
{(m; = 0, m; = Q) teilen, nennen wir
{m;, n) Streckenzug des Streckenzu-
ges A;; das Vieleck A4; den beschrie-
benen (m;, n;) Streckenzug des Vie-
lecks B;.

Unter einer Geraden g;, ver-
steht man ein beliebiges Flement
eines gerichteten Parallelstrahlen-
biischels.

Eine Gerade b;, welche den
Winkel o;4;,, im Verhiltnisse m;:m;
(m; # 0, n;=% 0) teilt, nennt man eine
(my, 1) Gerade des Winkels a; a;44.

Das Vielseit 5,5, ... b, de-
ren Seiten b; die (m;,n) Geraden
eines anderen Vielseits g; sind, nennt

“man ein (my, n;) Vielseit des Viel

seits a;; das Vielseit a, das (m;, ny)
beschriebene Vielseit des Vielseits b,.

Weil wir im folgenden nur mit dem Verhéltnisse der Form

my Ay

o omy

zu tun haben, bezeichnen wir es mit (m, n).

3. Schicken wir die folgenden, zu denen von O. Hofmann — M. Zacharias*
analogen Hilfssdtze voraus (mit deren dualen). Einige von diesen ohne Beweise.

Hilfssatz la. Zu jedem 2n-1
rdumlichen Streckenzug B; gehdrt
ein und nur ein (m;, n;) beschriebenes
Vieleck A4;.

Folgerung: 2n—1 beliebige B;
Punkte im Raume kOnnen mit einem
und nur einem Punkte B,, zu einem
(my;, n;) Streckenzug ergiinzt werden.

Hilfssatz Ib. Zu jedem
2n—1 rdumlichen Vielseit b; gehort
ein und nur ein (my;, ;) beschrie-
benes Vielseit «;.

Folgerung: 2n—1 beliebige Ge-
rade im Raume kinnen mit einer
und nur einer Geraden b,, zu ecinem
(m;, ;) Vielseit erginzt werden.

2a

Hilfssatz Ha (IIb). Wenn [] m; 5 [ [ n, dann gehort zu einem belie-
1 1

bigen 2n rdumlichen Streckenzug B; (Vielseit 5;) ein und nur e¢in (m;, n;)

beschriebenes Vieleck A4; (Vielseit a;).

Beweis: Verschiebt man irgend-
einen Punkt 4; im Raume vm eine
Strecke I, durchlduft der Punkt

A (XZEl:BlAg - ﬂ‘)
ny

Beweis: Dreht man irgendeine
Gerade g, im Raume um einen Win-
kel «, die Gerade

m
az (alb1:b1a2=‘-'})
Ry

4 0. Hofmann—Max Zacharias: Mittenvieleck und Mittenvielseir, Jahresbericht
der Deutschen Mathematiker Vereinigung 51 (1942), 2. Abtl. S. 57—62.
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eine parallele und entgegengesetzt dreht sich in einer parallelen und
gerichtete Strecke entgegengesetztgerichteten  Richtung
" um einen Winkel
A2A21=—},..., ’ , nl
m QGpay =—oa, ...,

m
der Punkt A,,.; eine parallele und '

gleichgerichtete Strecke die Gerade a;,., um einen parallelen

und gleichgerichteten Winkel
2 .
IIn 3
" [T
Asnta A2'n+1=‘2L,,— L A
Aon+1 Qe nt1= 5, — %

L LI

Nimmt man als Ausgangspunkt den Wihlt man als Ausgangsgerade die
Punkt 4," so dass Gerade a,’ aus, so dass
2n on
[Im [1m
- | ,
A Ay =l=g——— A Ay @3y’ = 8= 57— @13 11-B)
m—| | m— |1 n
fim-if fim-fin
so schliesst sich der Streckenzug in so schliesst sich das Vielseit in der
dem neuen Ausgangspunkt. Man neuen Ausgangsgerade. Man kann zei-
kann zeigen dass ein und nur ein gen 'dass eine und nur eine Gerade a,’
Punkt 4," existiert. | existiert.
Hilfssatz Illa. Ein rdumlicher (m, n) Streckenzug B;B,B;B, ist ein
Parallelogramm.

Bemerkung: In der Ebene, kann man ein solches Parallelogramm B;
konstruieren, das aber kein (m, n) Streckenzug sein muss.

Hilfssatz IIIb. Wenn die Geraden b; (i=1, 2, 3, 4) die Aussenwinkel
a; a4 (i=1,2,3,4) eines ebenen Vierseits im Verhdltnisse (m,n) teilen, dann
ist b; ein Vierseit, in dem die Summe je zwei gegeniiberliegender Aussenwinkel

1 1
leich 2n—— ist [(m,n =—).
g "1tk (( =%

Hilfssatz IVa. Die Vektorsumme der abwechselnd orientierten Haupt-
diagonalen B;Bjigni1 (i=1,2, ..., 2n+1) und 2n+1 nicht aufeinanderfol-
genden Seiten eines rdumlichen 2 (2n+ 1) Streckenzuges B;, ist gleich Null, d. h.

(12) BBy ioni1+ BoniaBanis+BaniysBat - - - +ByearnB1=0.

Hilfssatz IVb. Dic Summe der abwechselnd orientierten Winkel
b;biyaniy der Gegenseitenpaare und 2r-+1 nicht aufeinander folgenden Aus-
senwinkel eines ebenen 2 (2n+1) Vielseits b;, ist kongruent Null (mod 2 ).

(15)  Bybrronsitbantabantatbonrabytbybst - - - +byaninyby=0 (mod 27).

Hilfssatz Va. Im (m, n) Hilfssatz Vb. Im (m, n)
Streckenzug eines rédumlichen Vielseit des ebenen  Vielseits
Streckenzuges A; A, ... Ay, st a,dy ... Qg,, ist die Summe der
die Vektorsumme von z nicht aufein- nicht aufeinander folgenden Aussen-
ander folgenden Seiten Null. winkel kongruent

(n—1= ! -k (mod =).

1+k
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Beweis. Betrachten wir die Punkte C; (i=1,2, ...

Segmente A,; A; (i=2,3,4, ..., n—1)

Slobodan V. Pavlovi¢

, n—2), welche die
im Verhiltnisse A,; C;: C; 4,=(m, n)

teilen. Nach dem Hilfssatz Illa sind die Streckenziige

B,B,B;C;, CiB,B.C,, ...

Parallelograme, d. h.

B, By=B,C,, B,By=C,C,, ...
so dass
(2a) B,B;+ByB,+B¢B;+ - - -
=B, C;+C Cy+ - -

Die Gleichung

(Zb) b161+C’16‘2+ st

4 Cﬂ—2B2ﬂ—2 B2n"1B2”'

> an~2 B2n—1 = Cn—z an

———>

+B2n-2B2n—-1+ B2nB1

. +B,, B, =0.

+ Cpeg gyt bynby=(n—1)m %;—]IE (mod =),

aus dem Hilfssatz Vb wird auf dhnliche Weise bewiesen.

Hilfssatz VIa. Die Vekiorsumme der abwechselnd orientierten Haupt-

diagonalen eines (m,n) rdumlichen Streckenzuges B;B, ... Bynty), iSt
gleich Null, d. h.
By BiByyio+B3Byyis+ - oo+ Bypi1Byanin=0.

Hilfssatz. VIb. Die Summe der abwechselnd orientierten Winkel

der Gegenseitenpaare eines (m;, n;) ebenen Vielseits

1 (mod ).
+1

kongruent (n —1)=

(3b)

by b, byaniry ISt

k—1
bybonyo+boboniyt - - thanig b2(2n+1)=(”_1)75m (mod 7).

Die beiden Hilfssitze werden mittels Subtraktion der Gleichungen (1 a)

und (2a) bzw. (1b) und (2b) bewiesen.
Die Hilfssitze Va und VIa (bzw.

Hilfssatz V’a. Ein ridum-
licher Sireckenzug BB, ... By,
in dem die Vektorsumme von » nicht
zusammenstossenden Seiten  gleich
Null ist, ist ein (m, n) Streckenzug.

Vb und VIb) sind auch umkehrbar.

Hilfssatz V’b. Ein ebenes
Vielseit b, b, ... by,, in dem die
Summe von n nicht aufeinanderfol-
genden Aussenwinkeln gleich

n—D= -k
1+k&

ist, ist ein (m, n) Vielseit.

(mod r)

Man beweist diese Hilfssdtze mittels der Gleichungen (2a) bzw. (2b)
und dhnlicher Konstruktionen, wie beim Beweise der Hilfssdtze IV a (bzw. IVD).

Hilfssatz VI'a. Ein rdumli-
cher Streckenzug By B, ... Ba@ri)»
in dem die Vektorsumme der ab-
wechselnd orientierten Hauptdiago-
nalen gleich Null ist, ist ein (m, n)
Streckenzug.

Hilfssatz VI'b. Ein ebenes

Vielseit by by ... bygn+n, in dem
die Summe der Gegenseitenpaare
kongruent
k—1
n—D= (mod r),
k+1

ist, ist ein (m, n) Vielseit.
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Durch Subtraktion der Gleichung (3a) bzw. (3b) von der Gleichung
(1a), bzw. (1b), erhilt man die Gleichung (2a) bzw. (2b). So ist der Hijlfs-
satz Vla, bzw. VIb auf den Satz V'a, bzw. V'b zuriickgefiihrt.

4. Jetzt geben wir, auf Grund der Hilfssitze Va (Vb), zwei Erwei-
terungen des M. Zacharias-schen Satze?, die entsprechenden dualen Séd.ze,

sowie deren Umkehrungen.

Satz Ia. Gegeben sei ein 2n
rdumlicher Streckenzug A;; B; sei ein
(m, n) Streckenzug des Vielecks A;,
dann ist

(42)  MB,+ B,M+ MB,

+BM+ - - +By, M=0,

wo M ein beliebiger Punkt im
Raume ist.

Beweis. Wenn man die Gleich-
ung

_— —_— e

(4a"y B;B,+By;B,+B,B;

+oee +B2n—1an:0:

von der Identitit

(4a") Z{_]‘}EI+BiBi;+Bi+1&}:O
(i=1,3 ...,2n=-1

subtrahiert, erhdlt man die Glei-
chung (4a).

Satz Ila. Zwei rdumliche 2n
Streckenziige A; und A; seien gege-
ben. B; und B, sind die entspre-
chenden (m, n) bzw. (m', n') Stre-
ckenziige der Streckenziige A; und A; .

Es gilt dann

_

(59 E;Efﬂ‘Bz,Bz‘FBsBa’

+ -+« +B'5,B,5,=0.
Beweis. Man erhilt die Glei-

chung (5a) mittels Subtrahierung der
Gleichung (4a) von der Gleichung

MB, + B, M+ MB,

+B/ M+ ..

-+ By, M=0.

7 Publications de I'Institut Mathématique

Satz 1b. Gegeben sei ein 2n
ebenes Vieleck a;; b; sei (m, n) Viel-
seit des Vielseits a.

Es ist dann
(4b)  pby+byp+ pbs+b,p

R +b2np:(n~—1)7'c{c——~l (mod )
k+1

wobei p eine beliebige Gerade in
der Ebene ist.

Beweis. Subtrahiert man die
Gleichung
(4b") by by+byby+bgb+ - - -

1—k
+by, 1 by,=m—D=
an—1ban=( ) P

(modr)
von der Identiiit
(45") 2 {pb;+bibisyt by p) =0,

(i=1,3, ..., 2n—-1)
erhilt man die Gleichung (4b).

Satz IIb. Zwei ebene 2n
Vielseite a; und a;' seien gegeben. b;
und b;' sind die entsprechenden (m, n)
bzw. (m',n') Vielseite der Viel-
seite a; und a;' .

Es ist dann
(5b) biby" +by'by+ bsby' + ++ - + by, by,

=(n— 1)27:*&"_-* (mod 7).
(k+ 1) (k' +1)

Beweis. Wenn man die Glei-

chung (4b) von der Gleichung

pby +by'p +pby’ +byp+ - - - +bon'p

’

-1 (modr)
+1

=n—1)=n
(D)=

(mm=s owom =)

subtrahiert erhdlt man die Gleichung
(5b).
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Zeigen wir, dass diesc Sdtze auch umkehrbar sind.

Satz 1a’. Ein rdumlicher 2n
Streckenzug B;, fiir den die Gleichung
(4a) gilt, ist ein (m,n) Streckenzug
des Streckenzuges A;.

Beweis. Wenn man von der
Identitdt (4a’”’) die Gleichung (42a)
subtrahiert erhdlt man die Gleichung
(4a"). Damit wird der Satz auf den
Hilfssatz V’a zuriickgefiihrt.

Bemerkung. Der spezielle Fall
dieses Satzes fiir ein ebenes 1eguli-
res Polygon A, ist nicht richtig,

Satz Ila’. Wenn fiir zwei 2n
rdumliche Streckenziige b, und b/
die Gleichung (5a) gilt und fiir
einen von diesen auch die Gleichung
(4a), dann sind B; und B/ (m,n)
bzw. (m',n") Streckenziige der Viel-
ecke A bzw., A;.

Beweis. Wenn man beriicksich-
tigt dass

[V ——

B/B=B{ M—B,M (i=1,2,..., 2n).

wo M ein beliebiger Punkt des Ra-
umes ist, die Beziehung (5a) wird

MB) +By M+ - - +Byi M

RIS

—(MBy+By M+ - - - +Bay M)=0.

Satz Ib'. Wenn fiir ein ebenes
2n Vielseit b; und eine beliebige Ge-
rade p in der Ebene die Gleichung
(4b) gilt, dann ist b; ein (m,n)
Vielseit des Vielseits a;.

Beweis. Man erhilt die Glei-
chung (4b"), wenn man von der
Identitdt (4b”) die Gleichung (4b)
subtrahiert. Der Satz wird dann auf
den Hilfssatz V'b zuriickgefiihrt.

Bemerkung. Man kann zeigen
dass der obige Satz fiir ein ebenes
regulires Vielseit nicht richtig ist.

SatzIIb'. Wenn fiir zwei ebene
2n Vielseite b; und b; die Gleichung
(52) gilt und fiir einen von diesen
auch die Gleichung (4b); b; und b/
sind (m,ny bzw. (m', n') Vielseite
von Vielseite a; bzw. a;.

Beweis. Man fiihrt diesen Satz
in dhnlicher Weise wie IIa auf den
Satz I'b zuriick.

Nach der Vorausseizung gilt (4a) flir einen der Streckenziige B;. Aus
der obigen Gleichung gehi hervor dass (4a) auch fiir den zweiten gilt. Damit
ist der Satz auf den Satz 1’a zuriickgefiihrt.

5. Jetzt, zeigen wir dass die obigen zwei Sétze fiir die Streckenziige mit
ungeraden Seitenzahl nicht mehr richtig sind.

Man kann immer einen 2n—1 Streckenzug Bp konstruieren, so dass die
Abstdnde von einem beliebigen Punkte M im Raume zu den Punkten B; nichs

(G) sind.

Dem Streckenzug B; gehort, auf Grund des Hilfssatzes la, ein (mg, m)

Streckenzug A4;.

Das heisst, dass die erwihnten Verbindungen aus dem M. Zacharias-schen

Satze nicht mehr (G) sind.

p. 211214 (1956).

5 8. V. Pavlovidé: Sur deux théorémes de D. Pompein, Mathesis, Ne 4-—5 —6,
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6. Betrachten wir ein gleichschenkliges Dreieck ABC (AB=BC,<x ABC = a).
Auf dessen Medianen CT, AT, BT konstruieren wir drei Punkte C), C,, C;,
entfernt vom Schwerpunkt 7 um 2/3 Linge der entsprechenden Mediane.

Beschreiben wir drei Kugeln S, S;, S;, um die Punkte C;, C,, C,, welche
durch den Schwerpunkt gehen.

An einer anderen Stelle® haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz III. Die hinreichende Bedingung, dass die Verbindungen eines
Punktes M im Raume mit den Scheiteln A,B, C des gleichschenkliges Dreiecks,
(G) sind, lautet

1°a« < w/3; Es geniigt, dass der Punkt M sich ausserhalb (oder auf) den
Kugeln S, S, befindet.

2°a > nf3; Es geniigt, dass der Punkt M ausserhalb oder auf der
Kugel S, ist.

(Fiir oc=%, kann der Punkt M irgendwo im Raume sein).

Auf Grund dieses Satzes III und des Satzes Ia werden wir den erwei-
terten Pompeiu-schen Satz beweisen.

Wegen des Satzes Ia betrachten wir nur den Fall fiir ungerade Seitenzahl.
Beweis. Zuerst sei ein reguldres ebenes Vieleck A, 4, ... 45,4, gegeben.

Verbinden wir irgendeinen Punkt M im Raume mit den Punkten P,, P,
und P, welche in den Mitten der Seiten des Dreiecks A, A, 4 liegen. Insofern
der Punkt M in eine der Kugeln Sy, S,, (S;) féllt welche dem Dreieck P, Py P
entsprechen, dann kann man ein anderes von den Dreiecken

A2 A3A45 e A2n—1A2nA2n+1

wihlen so dass der Punkt M ausserhalb (oder auf) der entsprechenden
Kugeln liegt.

Nehmen wir an, der Punkt M befindei sich ausserhalb (oder auf) den
Kugeln §;, S,, (S;) entsprechend der Mitten P,, P,, P des Dreiecks A4,, A,, A4;.

Aus dem Satz IIT geht dann hervor, dass die Abstinde MP;, MP,, MP
(G) sind. Auf Grund des Satzes Ia (weil 4,434, ... Ay, ein Streckenzug
mit geraden Seitenzahl ist) ldsst sich weiter schliessen dass die Verbindungen
MP, MP;, MP,, ..., MP,, auch (G) sind (wobei die Punkie Pg, Py, P;,... , P,,
die Mitten der Seiten dieses Polygons sind).

Das sind gerade die notwendigen und hinreichenden Bedingungen, dass
die betrachteten Abstinde MP, MP,, MP,, MP;, ... , MP,,, (G) sind.

Moge die Lidnge dzr Seiten dieses Polygons jetzt unverdndert bleiben.
Deformieren wir nur seine Form, durch Auseinanderziehen des Polygons oder
durch Drehung der einzelnen Dreiecke um deren Basis.

Man kann immer, wie oben, fiir einen beliebigen Punkt M im Raume
ein Dreieck P, P, P finden, so dass M ausserhalb (oder auf) den Kugeln
81, Sy, (S;) ist.

Und weil der Satz Ia fiir die rdumlichen Stireckenziige gilt, kann sich
das obige Verfahren in identischer Weise wiederholen, woraus die Richtigkeit
des erweiterten Pompeiu-schen Satzes resultiert. '

Man kann in #dhnlicher Weise verfahren um die Richtigkeit des Satzes
fiir ein (m, n) Streckenzug zu beweisen.

T*
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7. Beweisen wir jetzt die Erweiterung des Ptolomeus-Neuberg-schen Satzes.

Es gilt néimlich der Satz:®

Seien gegeben zwei direkt dhnlichen Dreiecke 4BC (mit der Seiten a, b, ¢)
und A’ B’ C’; die Segmente a-AAd’, b-BB’, ¢-CC’ sind (G).

Durch die Konstruktion der Dreiecke A; 4,4, und A4, 4, A, deren
Seitenmitten gerade die Punkte 4, B, C bzw. A4’, B', C’, sind, ersicht man
die Giiltigkeit des P. N. Satzes auch fiir diese direkt dhnlichen Dreiecke.

Weiterhin, durch die sukzessive Anwendung dieses Saizes auf die Dreiecke
Ay Ag Ay, Ay ASAY Ag Ay Ay, A AS A .., Ay A Ay, Any' A Ay geht die
Richtigkeit des P. N. Sa:zes heraus.

Man erhilt den Pompeiu-schen Satz! fiir die geschlossenen polygonalen
Streckenziige, dessen Seiten sidmtlich gleich lang sind aus dem obigen erweit-
erten P. N. Satze wenn ein von den Polygonen A4, in ein Punkt degeneriert.

Und da der Neuberg-sche Satz im Raume gili?, resultiert dass man den
Pompeiu-schen Satz fiir die Polygone in der Ebene und auch im Raume, ebenso
als eine Folgerung des Neuberg-schen Saizes fiir die Dreiecke auffassen kann.

8 S. V. Pavlovidé: Sur un théoréme de Neuberg et son inversion, Publications de ia
Faculté d’Electrotechnique de I'Université 4 Belgrade, Ne 3, p. 5—9 (1959).

7V. Thébault: Sur un théoréme de M. D. Pompeiu, Bulletin de Mathématiques et
de Physique, Ecole Polytechnique, Bucarest t. X (1939).
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