STAZIONARE TEMPERATURFELDER IN DREISCHICHTIGER
WANDUNG ZYLINDRISCHER ROHRENLEITUNGEN

Von VACLAV VODICKA (Plisen, Tschechoslovakei)

Die nachstehende Arbeit gibt eine technisch und physikalisch wichtige
Verallgemeinerung unserer fritheren Erwagungen [1]auf den dreischichtigen
Fall. Jedoch geht es hier iiberhaupt nicht um eine blosse Ubertragung
der erwihnten Gedankenginge, wie schon daraus erhellt, dass bei der
Rechnung von den in dem fritheren Aufsatze [2] gewonnenen Ergebnissen
Gebrauch gemacht wird. Die fertigen Formeln hat der Verfasser nicht in
der Literatur finden konnen.

Die Arbeit zerfdllt in zwei Haupteile. Zuerst kommt der Rotationszy-
linder, dann der (vor allem theoretisch wichtige) Fall eines elliptischen
Zylinders.

1. DER ROTATIONSZYLINDER

1. Mathematische Problemstellung. Die periodischen Funktionen f(9),
F(3) mit der Periode 2r seien fiir 0<{9 < 2x in Fourierreihen entwickel-
bar. Bei gegebenen Festwerten

P1>Pe >y >pe>0, h>0, h;>0 (i=2,3)

geht es dann um die Losung u,=u,(p, ¥); i=1,2,3 folgender (technisch
und physikalisch ganz durchsichtigen) Aufgabe (der Leser moge sich
selbst eine kleine Figur aufzeichnen):

w1 w1 0w
op* p dp p* 0¥

1y (pe, 9)=F(3), 0¥ 2n @1)

=0, ppr<p<p, 025 i=1,2,3 ey
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ou. ou, '
a—p~—ht+1(”l“ul+1)= +1"hi+1(u1_un+1)=0; P=Pi+1, (2.2)
0¥ 2n, i=1,2
Uz (py, ¥)=F(I), 0¥ 2. (2.3)
2. Zuriickfiihrung zum geradlinigen Falle. Die Transformation
§=9, n=lg™ 3)
p
fiihrt unser Problem (1)-(2.3) iiber in das folgende einfachere:
02u, 0%, .o
‘5§*+’*a‘r‘];—0,—°°<§<+°°, n<n<n+g; i=1,2,3, (4)
uf(Ey f1)=ll1(§+2ﬂyf]\v, _OO<E<+OO’ Ih<fl<fll+1; i=102;37 (5)
u; (§,0)=1(), —c0o<E<+o00 (6.1)
aui +hi+1(u1 "‘u1+1) = au’41 +h;+1 (ul—ul+1)»:0’
on
_°°<E<+°°, =141, i=1>2 (6'2)
g (§, ng) =F(§), — 00 <§<+o0. (6.3)
Hierin ist
n=1g; i=1,2,3,4
o
hz+1=hi+1pt+1, h:‘+1=h:+1f’t+1: i=1,2- (6-4)

3. Losung des Problems (4)—(6.3): Abgesehen von der Bezeichnungs-
weise geht es hier um dieselbe Aufgabe, wie in der fritheren Arbeit [2]
— s. die dortigen Beziehungen (16)—(18.3). Die beiden Bezeichnungen
hingen zusammen nach dem leicht verstandlichen Schema

(x Y Vi V2 Ve Vs F(X) F(x) hy 2 hy hé)_ 7
Enn=0n,n,n, [(E) F(E) hy s hy A

Daher kann man die verlangte Ldosung unseres jetzigen Problems
(4)—(6.3) direkt ohne jede Rechnung aufschreiben, wenn man in den
Formeln (19) der namlichen Arbeit [2] konsequent die Umzeichnung (7)
durchfiihrt.
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Dadurch kommt

u, § n)= aoi-l—"—g131 + :f: (ar cos kE + by sin k) (chkn+ g, sh kn) ~
k=1

10

Ao 3t (Agcos kE+ Bysin kE) sh k,
H3 n4+r30 k=1 ‘

N+¢e0 4

10

Uy (8) Q) =4, H2

4 3 bl cos K-+ by Sin AE) - [chkn - ), + guesh k(- ng] - 072 170
k=1 Hy ny+rg

+ Gf: tor (A cOS k§ + By sin k§) - [ch k(ng — n) -~ rox Sh k(ns — n)],

A=1

ity (B, 1) = ap Hy 2+ Y pay (s cOS KE + by, sin kE) sh k(n, — 1)+

10 k=1

+Ag AT L S (A cos kE+ BysinkE) - [chk(ny— 1) — rgeshk(n,—q)).  (8)
Ne+rge =

Einzelne in (8) vorkommenden Grossen und Abkiirzungen haben
folgende Bedeutung:

2% 2n
ay = —l—ff(w)dw, G _ iff(w)- C?Skwdw, k=1,2,... (3.1)
2r by s sin kw
0 0
! 27 1 2
A= L {F(w)dw, Ar _ *fF(w)‘ COSK® 4 k=1,2,... (9.2)
2n, By T sin kw
0 0

H
G10= Qa0+ H; Q5 '*‘&Ha Ny Goo= Qg0+ ;_1*3' Ny
2

0, _wiJr(_"i; )q- i=2,3 (10.1)
i0 )'ig }'i;- i H *

A th kny — qor (e + k th kng
A5 — o (k + Ay th kn,)

Gue= —

¥

h3+ [k"{‘ké th k(‘k“ﬂa’] th k(n3 o ‘12) . k:‘— l 2 . {10'2)
k+ By th k(n; — 1) + Az th k(n, — )

Gor = -

1
Tao =Ry, 30 = I_T (Hg Ryo— Hy Ryp)
3
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Ro= - 4 (ﬁ 1)q,, i=2,3 (11.1)

By + (k + Ay th kn,) th k(n,— 1)
k+ hy th kn, + A2 th k(nz —ny)

Fak= hathk(lh l’]3)+f2k[h3+kthk 0y — I]B)] ; k=1,2,... (11.2)

Ay + ok [k + B3 th k(ny —n,)]

Tog =

H,
Por = —2 (sh kn, + gyx ch kn,),
qor

H
Psr = 2 (sh kn,+ g4z kry) [sh R (ny—n,) + gor ch k(nz—ny)];

qor Ch k (1, - 13)
k=1,2,... (12.1)

1

tig= ——————[sh k(n;—n,) —ry ch k(n;—n,)] [sh k,(’h—f]s) ~rax Ch k(n, —ny)},

Hyrach kn,

H

g = - [shk(n,—ns) —rsxchk(ng—n5)]; k=1,2,... (12.2)

H3r2k
T Ay h3 . 13
H2 h2 ’ 3 hz h3 ( )

Die A ,h; und n, berechnen sich nach (6.4), sh, ch und th sind hyper-
bolische Funktionen.

4. Losung der Aufgabe (1)—(2.3). Diese Losung ist gegeben durch

die Formeln (8), wo man sich nach (3) £ und n durch 9 und ]gp—1
[

ersetzt denkt. Alle anderen Grossen und Abkiirzungen berechnen sich
nach (9.1)—(13), wobei die #,, #; und n, durch (6.4) erklirt sind.

il. DER ELLIPTISCHE ZYLINDER
1. Mathematische Problemstellung. Es bezeichne D;(i=1,2,3) den
Bereich zwischen den konfokalen Ellipsen e, e, ,,, wobei ¢ durch
g2x2+p2y:—-p2q2=0, p2—q2=c% ¢>0, c const.; i=1,2,3,4 (14.1)
bestimmt ist. Daneben soll

0<p<pa<ps<py d.hoauch 0<q;<q,<gqs<qs (14.2)
sein (es ist ein Leichtes sich die zugehorige Figur aufzuzeichnen).
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Auf e, sei eine Funktion ¢(x,y) der Lage und auf e, eine andere
Funktion & (x, y) erklirt. Im System

x=ccostchn, y=csinfshn (15)
elliptischer Koordinaten &, sind die Ellipsen (14.1) durch
0CEC 2, n=q;= —l—lg Pitdi. 1,934 (16.1)
2 7 p-q
bestimmt. Lings der Kurve ¢, hat man dann
p.=cchry, g, =cshn; x=p, cosk y=gq,sing (16.2)

und es wird weiterhin iberall unter der Voraussetzung gerechnet, dass
sich die periodischen Funktionen

¢ (x,y) =% (p;co8 %, g sing)=f(§), D (x,y) =P (p,cosk, q,8inf)=F(§) (16.3)
fir 0 <8<« 2 in Fourierreihen entwickeln lassen.
Sind noch &, >0, h; > 0(i=2,3) gegebene Festwerte, so geht es

um die Losung u,=u, (x,y); i=1,2,3 folgender (auch physikalisch und
technisch leicht verstindlichen) Aufgabe:

2 2
o O 640 D i=1,2,3 (17)
ox2 ay?
iy (Xy }7)-“-({)(-\', Y) L"-iﬂgS €y (18'1)
%u‘. i (U ) = 3§f+1_ Fhi, (u—u4,)=0 lings e, ;i=1,2 (18.2)
114 n

uz(x, y)=o (x, y) lings e,. (18.3)

In (18.2) bezeichnet—gm die Ableitung in der Normalenrichtung zu e 4,,
n

wobei die Normale aus D, nach D,,, zeigt.

2. Zuriickfiihrung zum geradlinigen Falle. Unter Benutzung von (15)
erscheint unser Problem (17)—(18.3) in der Form — s. auch die schon
zitierte Arbeit [1] —

0%, 0%
0E2 on?

u (E’ I])=ll; (E-{—QW, q): -0 <E<+°°, I]i<n<r|i+1; i= 1) 2’ 3 (20)

20, —-00<g< -’r-OO, Ql<q<ql+1; i=1,2’3 (19)
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uy (€ ng)=F(&), —o0 < <+o00 (LD
éé% +hpeVeh®n,  —cos*E (yy—uivy) =
a (21.2)
= St Ve R, OO (- ) =0,
q

—oo < E<+o0, n=1;4y; i=1,2
1 (€, 1), —o0 <§ < +o00. (21.3)

Der elementare Charakter dieser neuen Aufgabe geht offensichtlich
lediglich infolge der zu komplizierten Ubergangsbedingungen (21.2)
verloren und es ist gar unmoglich die Sache mit Hilfe von den in unse-
rer fritheren Arbeit [2] erhaltenen Ergebnissen zu erledigen. Beschriankt
man sich jedoch auf solche Typen von Rohrenleitungen, wo ch?n,>>1
ist (dasselbe gilt naturlich auch von n,), so kann man die fraglichen
Forderungen (21.2) mit geniigender Genauigkeit durch die einfacheren

au, ;
3 +h g P (W~ Uiy )= Fhiva Piys (@i ~ui+4) =0,
0 n (21.2.1)
—OO<§<+OO7 N=1:411 i:l,?

63541

ersetzen und diese sind schon von derselben Art, wie (18.2) in der namli-
chen Arbeit [2].

3. Losung des Problems (19)-{21.1), (21.2.1}, (21.3). Diese (durch
vorige Festsetzung {iber die Grdsse von chn, erbaltene) Aufgabe unter-
scheidet sich nur unwesentlich in der Bezeichnungsweise von dem [ritheren
Problem (16)—(18.3) in [2]. Beide Bezeichnungen hidngen zusammen nach
dem leicht verstandlichen Schema

( x) y’ yl) y2r ya; y4) hzx h37 h,Z’ hé f(X), F(X) ) (22)
E: N, 1, Q23 N3, Ny, thz: hspg: iz'zpz: héps: f(&): F(E)

und die Losung 4 (§1n); i=1,2,3 unserer jetzigen Aufgabe folgt direkt
aus den Formeln (19) in [2], wenn man darin konsequent die Umzeichnung
(22) durchfiihrt.

Man bekommt

- x . .
ity (€, ) = g 10 4 3% (a cOS KE + by sin k) - [ch #(n — ry) + gy Shk(n — )]
N+ g =t

Ay n—ny - :
-— - t,x (A cos kE + By sin k§) sh k(n—n,),
Hg ny+rg k}z:l e '
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+
uy (&, n)=angM +

+ G40
+ 2 Do (ar cOS kE + by sin k) - [ch k(q 05) + Gor Sh k(n—n,)] —
k=1
__éo H Dty

+ Et‘,k(Akcosk§+ By sin k%) - [ch k(ns —n) — rox Sh k(ny—n) ).
H, rl4+’3o k=1 . . i

Uy (8, n)='aoH3ﬂ~-~~» + 3 par (ax OS KE + by sin kE) sh k(n, —n) +
+q0 k=1 (23)
+ A, T 4 35 (A, cos KE 4B, sinkE) - [ch k(n, 1) - 7y shk(n, ).
Nat+7Tg0 k=1

Einzelne in (23) vorkommenden Grossen und Abkiirzungen haben nach [2]
und mit Riicksicht auf (16.1) —(16.3) folgende Bedeutung:

27
- —Lff(w)dw, —ff( COS’“" w, k=1,2....  (23.1)
2r smkw
0
1 coskw
Ay= [ F(o) do, —fF( w, k=1,2... (232
2r smkw ,

H
Gr0= Qa0+ Hy Q30+ Hyny, o= Qgo+ Ea_ Na

Qo= 1+(”"._1)q,; i=2,3 o (233)
hipl hi ) o

h pethk(ny—n)—q, [y ps+kthkm,—n,)]
h;pz‘%k [+ hypothk(n,—n |

Chyps [k + h3 ps th k(n, —ng)] th k(n, —n,)
K+ hy py th k(ny —n,) + ha py th k(ny —ny)

Jix= —

b

Qo= — Cok=1,2,... (23:4)

1 1
Fog= —— (Hy Roo—1;), rso= — (H3 R3o— H, Rop+1)
20 Hz( 2 Roo—14), T30 H3( ERAET) 2 g0 T 1y
1
SR
hi p h;

= h2py+ (% + Ay py th k(n, —-n,)] th k(nsf
2K ™ )

k+ fy py th k(n, — ny) + hz p, th k(n; —n,)

—l)q; i=2 3 | (23.5)

Publlications de 1’Institut Mathématique 7
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Fak = h3p3thk(n4*Q3)+r2k[h3P3+kthk(‘hfna)]; k=1,2,... (23.6)

hy ps+rox [k"’hé ps th k(n, —ny)]

H
Pox= —=[sh k(n, —n,) + g4« ch k(n, — )],

G2k
H,
Par= [sh k(n, —n,) + g4k ch k(n, —n,)] x
ax Ch & (ny,—n3)
x[shk(ng—my) + g chk(ns—ny)), k=1,2,... (23.7)
1
tik= [sh k(n; —n,) — Far Ch k(n; - n,)] X

Hyror ch k(n,—n,)
X [shk(ny —ng) — rae ch k(ny —ng)),

H
ox = i [shk(ny—ng) —raechk(ng—n3); k=1,2,... (23.8)
32k .
H=Te oy o fehs (23.9)
hy hs hy ;

n= L 1gPE% o198
2 P:‘CI.'

f (€)= (pscosE, g,sin§), F(§)=>P(p,cos§, g,sinf). (23.10)

4. Losung der Aufgabe (17)—(18.3). Bei geniigend grossen n, ist die
verlangte Losung gegeben durch (23), wo man sich g n durch x,y im
Einklang (15) ersetzt denkt. Alle anderen Grossen und Abkiirzungen
berechnen sich nach (23.1)—(23.10).

Natiirlich hat man hier nur eine Niherungslosung vor sich, wobei
die Genauigkeit gleichzeitig mit n, wichst. Es ist nicht schwer sich noch
eine andere Niherungslosung zu verschaffen. Das geschieht in ganz ana-
loger Weise, wie im fritheren Aufsatze [1] und wir gehen hier darauf weiter
nicht ein.

Im Falle eines geniigend engen Kontaktes einzelner Korperschichten
ist die exakte Losung auch fiir den elliptischen Zylinder leicht durchfiibr-
bar, wie der Verfasser noch gelegentlich berichten wird.

(Eingegangen am 4-XI1I-1957)
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