REKURSIVE WORTARITHMETIK
VLADETA VUCKOVIC (Belgrad)

1. Rekursive Wortarithmetik will eine neue Disziplia der Grundlagen-
forschung sein, die das Operieren mit Wortern eines Alphabets prazisi-
eren soll. Die Bedeutung einer solchen Disziplin fiir die Theorie der
Algorithmen liegt auf der Hand: ein Algorithmus kann im allgemeinen
als ein System

(1.1) g—(X), i=1,2 r

von Regeln, welche das Wort W, am dessen Begmn das Wort g steht,
oder das das Wort g, enthilt in das Wort f (W) abbilden, wobei f, einé
Wortfunktion ist. Also scheint es natiirlich rekursive Wortfunkhonen Zu
definieren und ihre Arithmetik zu untersuch ‘

Natiirlich soll solch eine Theorie konstruktiv, formell und eventuel
nur auf einem finiten Bruchstiick der Zahlentheorie begriindet sein.
Erwiinscht ist auch ein Minimum von logischen Voraussetzungen; deswe-
gen werden wir diese Theorie als einen reinen Gleichungskalkiil bearbeiten,
etwa nmach dem Muster des Aufbaues der rekursiven Zahlentheorie im
Werke ,Recursive Number Theory* von Herrn R. L. Goodstein [2].

Erste Ansitze zu einer rekursiven Theorie der Worter finden sich
in der Abhandlung [3] von H. Hermes, wie es uns-aus einer Anweisung
von Kleene bekannt ist (Kleene [4], Seite 246). Von einer mehr philo-
sophischen Seite ist das Problem im Artikel [5] von E. Stenius
gestellt. Wir haben zuerst kommutative rekursive Wortarithmetik in [1]
betrachtet. Diese Theorie erweist sich im wesentlichen als eine Theorie
der Gitterpunkte und weicht sehr von der eigentlichen Theorie der rekursiven
Wortfunktionen ab. In einem Punkte treffen sich die beiden zusammen::
sie haben dieselben Kalkiile der logischen Symbole.

2. In dieser Abteilung wollen wir informativ den. Inhalt der rekur-
siven Wortarithmetik illustrieren. Dabei begrenzen wir uns auf ein Alphabet
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A={S,,S;} aus zwei Buchstaben. Wir wollen alle Worter iiber diesem
Alphabet in ein verzweigtes System anordnen. O bedeutet das leere Wort.

Jedes Wort X hat zwei Nachfolger S,X und §,X. Dem Worte O
folgen S, und §,, dem Worte S, folgen §,S5; und S,S, dem Worte So
folgen S;S, und S,S,, usw. Jedes Wort kann man also durch Anwendung
einer gewissen Anzahl von Nachfolgerfunktionen S, und S, aus dem
leeren Wort gewinnen. Also konunen alle Wortfunktionen aus gewissen
Grundfunktionen durch eine entsprechende rekursive Definition definiert
werden oder, besser gesagt, nur solche Funktionen konnen als konstruierbar
angenommen sein.

Auf diese Weise kann eine Fiille rekursiver Wortfunktionen definiert
und untérsucht sein: Addition, Multiplikation, Subtraktion, Reversion,
Abwischen von gewissen Buchstaben usw. Es zeigt sich dass die Worter
die aus lauter S, bestehen eine spezielle Stellung nebmen: man nennt sie
natiirliche Zatilen und man zeigt dass man, was arithmetische Operationen
anbelangt, mit ihnen genau so wie mit natiirlichen Zahlen rechnen kann.

Man ist imstande zu definieren wenn das Wort Y ,kleiner* vom
Worie X ist und so eine partielle Ordnung in diese Arithmetik einzufithren.
Auf diese Weise.-sind die Summe X,(X) und das Produkt I, (X) genau
bestimmt. Man kann dann p,(X) als das ,kleinste* Wort Z unter dem
Worte X far das f(Z) 0] xsb definieren und

Y<w (X)~~>f(Y)=i=O

beweisen. Endlich kann man Quotient und Rest der Division des Wortes
X durch das Wort Y definieren. Hier auch zeigen sich natiirliche Zahlen
spezifisch. Wenn man den Begriff des Primwortes einfiihrt zeigt sich dass
jedes Wort, das kein Primwort und keine natiirliche Zahl ist, - dem
Produkte aus-einem Primwort und einer natiirlichen Zahl ist.

Dies smd im wesentlichen die Resultate die wir hxer in einer ganz
formellen Weise darstellen werden. Natiirlich muss unsere Darstellung
viele Umwege betreten.

Wir haben versucht dem Formalismus der rekursiven Zahlentheorie
tren zu folgen. Wenn ein Beweis in unserem Artikel durch eine kleine
Abinderung des entsprechenden Beweisés aus der rekursiven Zahlentheorie
gewonnen werden kann, so haben wir uns nur auf die entsprechende
Formel aus (2] berufen Uberhaupt haben wir dxe Bezexchnungen aus die-
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sem Werke. von Heirn Goodstein treu zu iibernehmen versucht. Nur bei
neuen Wortfunktionen miissten wir neue Bezeichnungen einfithren.

Der Vertasser will seine Dankbarkeit Herrn R. L. Goodstein fiir das
Verstindnis und Unterstiitzung aussprechen. Das bedeutet aber nicht
dass Herr Goodstein fiir unsere Darstellung und Ideen verantwortlich sei.

3. Wir geben hier die Grundprinzipien der rekursiven Wortarith-
metik genau an.

Wir betrachten die Menge Q(®) aller Worter iiber einem Alphabet
G={Se, Sy, -+.»Sa_y} mit n>2 Buchstaben. In dieser Menge bauen
wir eine rekursive Arithmetik in folgender - Weise:

~ a) Individuelle Konstanten sind die Worter O (das leere Wort),
860,80, ..., 801 0,850 ..., $4-1S,0,... usw. Wir schreibe1r das
leere Wort O nicht am Ende anderer Worter. ‘ '

b) Individuelle Variablen sind X, ¥, Z, U, V, W, ... usw. Ihr-Bereich
ist die Menge Q(®). (Der Begriff der Menge kann naturlxch aus unserer
Darstellung ganz eliminiert werden).

¢) Grundfunktionen sind Nullfunktion Z(X)=0, Identifatsiunktion
I(X)=X und n Nachfolgerfunktionep S (X), v=0,1,...,n—1. Die Funk-
tion S.(X) bildet das Wort X in das Wort §.-X ab.

d) Die Ableitungsregeln sind die rekursiven " Definitionen und die
Substitutionsregel.

DEFINITION 3.1. Die - rekursive - Worlfunktion F{(X;,...,Xm,Y) der
Worter X,,...,X. und Y ist miltels primitiver Rekursion durch n+:1
Anfangsgleichungen

F(Xiyenn, Xm, Oy=a (X, o ee) Xom),
(3.1) |
F(Xgyeoir Xoy Se¥)=00(Xgsevns Xos Yo F(Xg1vnes X, V),

w:'O,l v, n—1

defmzert Dabei sind a und alle b, en{weder Grundfunkt:onen oder schon,
eingefiihrte Funktionen. ; ‘
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DEFINITION 3.2.  Dije Funktion F(X,,...,Xm, Y, Z) ist mittels dop-
pelier Rekursion durch das System der n*+n+1 Anfangsgleichungen

F(Xgveros Xor ¥, 0)=a(Xq,o.r), Xm, Y),

(B.2) . F(Xy, oo, Xm Oy SeZ)=by (Xyyenvr Xm, 2),v=0,1,...,n—1,
F(Xyyeoi, Xo Sp Yy SvZ)=Cpe (X ovor Xms Yo 2 F(Xgy o oey Xor YV, Z)),
R ' p,v.—ﬁO,I,...,n;L.

definiert. a und alle b\ und cp, sind wie in der Definition 3.1. '

DEFINITION 33. Die Faunktion F(Xy, ..., Xm, Y, Z) ist mittels der iber-
worfenen Rekursion durch das System der n+1 Anfangsgleichungen

(3.3) F(Xipeoir X, V,0)=a (Xy, oo, Xm» ¥)
F(X,,...,Xm, Yrs\’Z):b\’(XD“'ame Y$Z! F(Xi"fwxm:s\’yrz))’

v=0,1...,n~1,
definiert. a und alle b, wie in Definition 3.1.

Nur an zwei Stellen werden wir die (berworfene Rekursion ver-
wenden miissen.

DEFINITION 34. Seien f(X,,..., Xa), o(Xy, ooy Xn), v=1,2,...0n
rekursive Worlfunktionen. Dann ist auch

flog (X4, ~‘H5Xm1)9 Py (Xl,..._,sz), voey @ (Xyye e »an))

eine rekursive Wortfunktion (Substitutionsregel).

e) Es'gilt-das Unizititsaxiom: Zwei Wortfunktionen mit denselben Anfangs-
gleichungen - (3.1), oder (32), oder (3.3) sind eine und dieselbe Funktion.

f) Die einzigen Ausdriicke dieser Arithmetik sind die Gleichungen
zwischen Wortern und Wortfunktionen. Es werden nur bewiesene Glei-
chungen gestattet.

DEFINITION 35. Eine Gleichung F=® ist bewiesen: 1. Wenn F und &
dieselben Anfangsgleichungen besitzen oder aus solchen Funktionen durch
gleiche Substitutionen entstanden sind. 2. Wenn eine endliche Kette der
bewiesenen Gleichungen, mit F=® als der letzten Gleichung, vorhanden ist.
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g) Regularititsaxiom: Es gilt
Sil Si2 ves Sip=Sj1 sz . . qu
dann und nur dann wenn p=gq und i;=j;, Iy=ji,...,ip=]p gill.

Dieses Axiom ist notwendig um ,pathologische* Modelle bei denen
nicht alle Nachfolgern eines Wortes verschieden sind auszuschalten. Seine
Notwendigkeit wurde dem Autor vom Herrn R. L. Goodstein Klar-
gemacht. ‘

Oifensichtlich ist die so begriindete Wortarithmetik mit n Nachfol-
gerfunktionen (kurz: n-RWA) im folgenden Sinne frei von Widerspriichen:
Wenn eine Gleichung F(Xy,..., Xm)=® (Xy,..., Xn) bewiesen ist, und
ersetzt man die Variablen X, mit bestimmten Wortern A, v=1,...,m, so
sind F (A,,...,A,) und ®(4,,..., An) eindeutig bestimmt und stellen ein
und dasselbe Wort dar. (Beweis #dhnlich wie in der rekursiven Zahlen-
theorie). Jede beweisbare Gleichung ist verifizierbar.

4. Der Addition in der rekursiven Zahlentheorie entsprechen in
n-RWA n lineare Operationen Xo.Y, v=0,1,...,n—1, die durch

Xo.0=X, _
(4.1) L
X0y SuY =St (XovY), r=0,1,...,n—1,

definiert sind. Die Summe der Indizes v und p soll man modulo n nehmen.
(Dazu geniigt nur ein finites Bruchstiick der natiirlichen Zahlenlehre.)
Speziel wird die Operation o, Summe genannt und mit + bezeichnet:

X+0=X,
4.2)

X+Su¥=Su(X+Y), p=0,1,....n-1.

Es ist 2.B. Sq Sa,---Sa,+Ss, S0, =S5 8o, .S, Sa, - Sqp, dh.

Lo Sags
die Summe X+VY der Worter X und Y wird so gebildet dass das Wort
Y vor dem Worte X geschrieben wird. Ahnlich wird auch Xo.Y gebildet,
nur verden die Indizes aller Buchstaben von Y um v (modulo n) vermehrt.

Wir schreiben \

(4.3) o.X fur das Wort Oo.X.
Es gilt |

(4.4) Xo.Y=X+(ovY).
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Beweis. (Bei den Beweisen durch Unizitit werden wir immer die
linke Seite der zu bewiesenden Gleichung mit f .oder F, die rechte mit ¢
oder ¢ bezeichnen.)

F(X,0)=X, f(X,S$:Y)=Seivf(X,Y); ¢(X,0)=X+(00.0)=X+0=X,
(X, SeY)=X 4 S (0v Y) =Seav- 9 (X, V).
Weiter gelten:
(4.5) ‘ O+X=X,
(4.5) 0v(0p X) = 0v- X,

und das assoziative Gesetz in der Form

(4,7) ) . XO\'(YO}J, Z): (XOV Y) 0}1 (0\12) N

- Spezialfall von (4.7) ist
4.7 X+H(Y+Z)y=(X+Y)+2Z.

Die linearen Operationen sind nicht ko'mmutativ.’ Deswegen muss
man die Reihenfolge der Operanden treu befolgen.

Der klassischen Multiplikation entsprechen in n-RWA n multiplika-
tive Operationen XvY, v=0,1,,..,n—1, die durch

Xv0=0,
(4.8) ' '
XvSp Y=(X~+Y)opX, pn=0,1,,...,0-1,

definiert sind. Wieder soll man, wie auch immer weiter, die Addition
der Indizes modulo n nehmen.

Speziel wird die Operation ¢ Multiplikation genannt und mit - be-
zeichnet:

X-0=0,
(4.9) |

X-S¥Y=(X-Y)orX, v=0,1,...,n—1.

Auch die Mutiplikation ist nicht kommutativ. Es gilt doch ausnahms-
weise

(4-10) So'XZX‘S():X.

Deswegen]nennen wir das Wort §,0 die Einheit und schreiben ofit
1 fir dieses Wort. Somit gewinnen unsere Formeln mehr Ahnlichkeit mit
den Formeln der rekursiven Zahlentheorie.
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Es folgen einige Gleichungen:
(4.11) o COvX=0.

(4.12) X+ (YouZ) = (X¥ ¥) op (X+2),

dh. die multiplikativen Operationen sind gegenﬁber den linedren von links
(nicht aber von rechts) distributiv. : :

Beweis. {(X,Y,0)=X+Y, (X, Y, 8:Z)=Xv(Y0,8:2)=
=XvSein(YopZ)=f(X,Y,Z) 0vjr1p X; 9(X,¥,0)=X:Y, ¢'X,V,§ Z)=
=(XvY)op(Xv §:Z) = (X¥Y)0u[(X¥Z) 0r1v X]. Nach (4.7) ist dies aber
gleich [(XvY)ou (X¥2)] 0ry+ (0 X) und dies ist nach (4.6) gleich
P(X,Y,2) 0y X, w.z.b.w. | '

(4.13) Xv(YiZ)=(XvY)nZ,
dh. die multiplikative Operatiohen sind gegeneinander assoziativ.
Beweis. f(X,Y,0)=0, f(X,Y, $:Z)=Xv[(Yi Z)0ryp Y]=
=f(X, Y,Z)0c1p (X¥Y) nach (4.12) ¢(X, Y, 0)=0, ¢(X,Y, $:Z)=
=9 (X, Y, Z) 0cg (X¥ ¥),
Weil in n-RWA die Komutativitit wegfallt kann man den multipli-

kativen Operationen XvY die dualen XvVY, v=0,1,..., n—1, gegen-
tiberstellen durch:

(4.14)

X¥0=0,
X¥SuY=Xouv (XYY), p=0,1,.... n—1.

‘Um Missverstindnisse su beseitigen, werden wir im weiteren keinen
Gebrauch von dualen Operationen machen.
Der klassischen Exponentiation entsprechen in n-RWA n exponen-
tielle Operationen exp. (X, Y), v=0,1,...,n—1, die durch
expv(X, 0)=1,
(4.15) ‘
expy (X, SpY)=[exp+(X, V)]-im X, p=0,,...,n-1,
definiert sind. (Wir sehen von den dualen ab.) Speziel wird expo(X Y)
Exponentiation genannt und mit X" bezeichnet:
X°=1,
(4.16) .
XSe¥_X¥uyY, pn=01,..., n—1.
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Wenn die Anzahl der Nachfolgerfunktionen 8. X zu einer einzigen SX
herabgesunken wird, reduzieren sich alle linedre Operationen zur Addition,
alle multiplikative zur Multiplikation und alle exponentielle zur Expo-
nentiation.

5. Wir fithren auch einige Wortfunktionen ein die meistens keinen
Gegenstiick in der gewdhnlichen Arithmetik besitzen.

Die Reversion R(X) wird durch

R(0)=0,
(5.1)
R(SuX)=Su + R(X), p=0,1,...,a—1,

definiert. Sie kehrt die Reihenfolge der Buchstaben eines jeden Wortes um.

(5.5) R(X o+ Y)=R(o.Y)+R(X).
Diese Gleichung folgt aus (4.4) und der spezielleren Gleichung
(5.2" R(X+7Y)=R(Y)+R(X).

Beweis. f(X,0)=R(Y), f(X,$:Y)=S: +f(X,Y); o(X,0)=R(X),
¢ (X,S:V)=S: + (X, V).

(5.3) R(R(X))=X,
(5.4) SpR(X)=R(Su + X),
(5.5) R(X+Y)=R(X)¥ R(Y).

Beweis. f(X,0)=0, f(X,S:Y)=R(X¥S:Y)=R[(XvY) 0cy\ X]=
=R (0t~ X)+f(X, ¥); ¢(X,0)=0, ¢(X,S ¥)=R(X)¥[Sc + R(Y)]=
=R(X)¥S: + 9(X, Y)=[0c4+ R(X)]+ ¢ (X, Y). Die Behauptung folgt jetz aus,

(5.6) R (0p. X)=0u R (X).

Beweis. f(0)=0, [(S:X)=R(0xS: X)=R[Seyp 0pX] = Seyp + f(X);
9(0)=0, ¢(ScX)=0u[Sc + R(X)]=0uS: + 0p R(X) nach (4.7). Es ist aber
0p St = Srip, 50 ist @ (SeX)=Sein + 9 (X).

Die Funktion v (X), Vorldufer des Wortes X, wischt den ersten Buch-
staben des Wortes X:

v (0)=0,

(5.7)
v(SpX)=X, p=0,1,...,n-1
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Mit dieser konnen wir auch die Funktion /(X), die den letzten Buch-
staben des Wortes X abwischt, explizite definieren:

(5.8) [(X)=R[v (RCO)].

Wir werden die Anfangsgleichungen fiir /(X) erst spéter anfithren
kdnnen.

Eine der wichtigsten Funktionen der n-RWA, die der Subtraktion in
Arithmetik entspricht, ist die Differenz X = Y. Sie wird durch doppelte
Rerkursion definiert:

X=0=X,
O=8,¥=0, p=0,1,...,1-1,

(5.9) }
SuX =S¥ = {X_Y far p=r, pr=0,1,..., 01
Sp(X=—Y) fiir p=r,
Es gelten:

(5.10) 0-=—X=0,

(5.11) X—=—(Y+X)=0,

(5.12) (Y+X)=X=7,

(5.13) Z+X)=(Y+X)=Z =7,

(5.14) X—=—X=0.

Die Differenz X = Y ist so definiert dass aus X nur diejenigen Buch-
staben verwischt werden die identisch sind mit den entsprechenden Buch-
staben des Wortes Y, vom Beginn aus gerechnet. Z. B. ist

So S1 81 S0 Sy
= 85,8558 S, S,
=8080S5 00 =S8S,S,

Dabei ist irrelevant ob X nnd Y verschiedene oder gleiche Anzahl von
Ziffern besitzen.

Wir werden aber auch eine Operation definieren die von dem Worte
X genau so viele Buchstaben abwischt wieviel Buchstaben das Wort ¥
besitzt. Diese Operation nennen wir Besendifferenz X ~ Y und definieren
sie wie folgt:
X~0=X,
(5.15)
, X~SuY=v(X~Y), p=0,1,...,n-1

Publlikation de Plnstitut Mathématique 2
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Sehr leicht beweisf man

(5.16) . 0~X=0
und
(5.17) P(SpX ~Y)=X~ Y.

Diese Gleichungen gestatten uns die Anfangsgleichungen der dop-
pelten Rekursion fiir X ~ Y zu schreiben:

X~0=X,
(5.18) O~S8p,Y=0, u=0,1,...,n-1,
SpX~S ¥Y=X~Y, pv=0,1,...,n-1
Wir betonen dass es méglich ist auch die Differenz X — Y durch

primitive Rekursion zu definieren. In Beweisen ist aber diese Definition
nicht von grossem Nutzen.

Die Haupteigenschaften der Funktion X ~ Y werden wir erst nach
der Einfiihrung der ,logischen Funktion a (X) besprechen.

Bevor wir diese Funktion einfilhren wollen wir noch die Funktion
a(X), den Anfangsbuchstaben des Wortes X, definieren:

a(0)=0,

(5.19)
a(S:X)=S8:, =0,1,...,n-1

Diese Funktion erméglicht uns auch den letzten Buchstaben L(X) des
Wortes X zu finden. Es ist '

(5.20) L(X)=al[R(X)].
Die Haupteigenschaften aller dieser Funktionen werden wir nach
Einfiihrung der Funktion «(X) besprechen konnen.

6. Die Funktion a(X) ist durch

‘ «(0)=0,
(6.1) ,
a(SpX)=1, p=0,1,...,n-1,

definiert. Wir werden sie im weiteren stindig brauchen. Deswegen wird
eine Anzahl von Gleichungen mit dieser Funktion benotigt. Um aber
diese Anzahl zu bechrinken stellen wir zuerst fest dass betreffs Addition,



Rekursive Wortarithmetik 19

Multiplikation, Exponentiation und der beiden Diiferenzen mit a (X), a(Y),
als Argumenten alle Gleichungen der rekursiven Zahlentheorie gelten.
Es gelten z.B. :

(6.2) a(X)+a(Y)=a(Y)+a(X),
(6.3) o (X)+a(Y)}-a(Z)=a(X) - a(Z)+a(Y) a(Z),
(6.4) a(X)=a(Y)=a(X)~a(Y),
(6.5) [a(X)=a(Y)]-a(Z)=a(X)-a(Z)=a(Y) -a(Z),

usw. Im allgemeinen sind Beweise solcher Gleichungen trivial.

Wir heben hervor dass die Funktion 1 —a(X) auch eine a-Funktion
ist, weil

(6.6) l—a(X)=a[l —a(X)]

gilt. Deswegen gelten auch fir 1—a(X) alle Gleichungen (6.2)— 6.5).

Es folgt eine Reihe von notwendigsten Gleichungen:

(6.7) a(X)- Y=Y -a(X),

(6.8) [X=Y]-a(Z)=X a(Z)=Y -a(Z),
(6.9) [l=—a(X)]-Y=Y—a(X) Y,
(6.10) a(X) =1=0.

Ahnliche Gleichungen gelten auch fiir Besendifferenz.
(6.11) 1=—[a(X)+a(¥)]=[1=a(X)]=a()),
(6.12) a(X)+[1 =a(X)]=1,

(6.13) X-a(X)=X,

(6.14) a(a(X))=a(X),

(6.15) o a(X)-a(X)=a(X),

©6.16) [1=—a(X)]-X=0,

6.17) a(X 0 Y)=[1 —a(X)]-a(¥)+a (X),
(6.18) | @ (0vX) = (X),

(6.19) a(Xo.X)=a(X),

[1=a(X)]-a(X)-a(¥) +a(X)=
(6.20)
=[l=a(X)-a(V)]-a(X)+a(X)-a(r)=a(X),
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(6.21) : a(X-YV)=a(X) -a(V),

(6.22) l=—a(Xo,Y)=[1=a(X)] [1=a(Y)],
(6.23) {1=[1=—a(X)]'a(¥)} - a(Y) [l —a(X)]=0,
(6.24) 1 =[1=a(X)]=a(X).

Um nichttriviale Gleichungen anfithren zu konnen, definieren wir die
quasisymetrische Differenz | X, Y| explizite durch

(6.25) ' X, Y[=(X=Y)+ (Y =X).

X, Y| ist nicht kommutativ, aber wegen (6.2) und (6.7) gilt doch
(6.26) «(|X, YD)=a (¥, X ).
(6.27) {l—a(X=Y)}-{l=a(|X,Y)}=1—a(|X,Y])
_ Beweis. [1—=a(X=7Y)][1 —=a(| X, Y)]=

=[l—a(X=V)] [l =a{(X=V)+ (Y =X)}]=

=fl—a(X=Y)][l =a(X=Y)]- [l —a(Y=X)]=
=[l=—a(X=V)]-[l —a(Y =X)]=1=—a(]|X, Y]).

Es gilt auch
(6.27") l—a(Y=X)}-{l=a(|X,Y])}=1=a(|X,Y]).
(6.28) [1=—a(X)]-f (X + V) =[1==a (X)]- A(Y).

Beweis. Rekursion nach X. Spezialfall:

(6.28)  [1=a(X)]-f(X)=[1=a(X)]-f(O).

(6.29)  [l=a(U)]-f(V)=[1=a (V)] f{[1 =« ()] Y}

(6.30)  [l=aW}f(X)=[1=a(@)] - f{[l=aW)]-(V+X)}

(6.31) M=—a(U+WV)]-fY)=1=—aU+V)]-f{[1=-a(U+V)] Y}

(6.32) l=—a(U+WV]fX)=[1=—aU+V)]-f{{[1=a(U+V)]-(V+X)}
Beweise fiir die zwei letztenl Gleichungen werden durch Rekursion

nach U bzw. V gefithrt unter Benutzung der zwei vorletzten Gleichungen.
Durch doppelte Rekursion kann man leicht '

(6.33) [le—a(X=Y)] - Y=[la(X=V)] [(Y=X)+X]
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beweisen, Daraus und aus (6,27") folgt ‘
(6.34) [l=—a(X,YD]-Y=[1=—a(|X, Y] - [(Y=X)+X].
Wenn man jetzt in (6.31) und (6.32) U=X—=—Y und V=Y—-X setzt so

"sind die rechten Seiten, auf Grund von (6.34), einander gleich. So folgt
die grundlegende Gleichung

(6.35) [1—a(X, Y])]-f(X)=[1=a (X, Y])]-f(¥).
Natiirlich kann in (6.35) f noch von mehreren Parameter abhingen, etwa
(X, X, ..., X,) sein.

Multipliziert man (6.35) beiderseits mit 1 — o [f (X)], folgt wegen (6.16)

(6:36) [1=a(|X, Y] [1=alf(X)]] - f(¥)=0.
Die Gleichungen (6.35) resp. (6.36) gelten auch mit a(f(X)), a(f(Y))
resp. a(f(Y)) anstatt f(X), f(Y) resp. (V).

7. Den Begriff der Beweisschemen nehmen wir als bekannt an. Nach
(5.12) gilt dann
(7.1) X+¥=0 4 X+t¥Y=0

X=0 Y=0

Wir beweisen jetzt

——— und ——8—.
Beweis. Das zweite Beweisschema ist trivial. Das erste folgt aus
(6.34) und der Tatsache dass |X,Y|=0, Y—X=0 nach sich zieht.

(7.2)

Das Schema (7.2) gibt uns ein rekursives Kriterium der Gleichheit :
(7.3) X=Y gilt dann und nur dann wenn |X,Y|=0.

Also werden alle unsere Gleichungen die Form f(X,,...,X,)=0

haben.

a(X)=0 und X=0 .

X=0 a(X)=0

Beweis. Aus (6.13) und der Definition von «(X).

X-Y=0 und a(X)-Y=0 .

a(X)-Y=0 X-Y=0

Beweis. [2] Eq. 2.935.

(7.4)

(7:5)
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(7.5) werden wir im weiteren, besonders bei der Einfithrung von
logischen Konstanten, ohne explizite Berufung beniitzen.

[l (Xi]-a(Y) Z=0
[l=aX)-a(¥)]-a(¥)-Z=0"
* Beweis. [2] Ex. 2.471, leicht modifiziert.

(7.6)

Das Schema
f(0)=0
{I“G[f(X)]}']‘(S};X)zo, P':Oy ],...,Jl—l
(7.7)
[(X)=0

stellt das Prinzip der totalen Induktion dar und wird dhnlich wie das
entsprechende Schema in [2] Seite 35 bewiesen. Nur soll man dort g(X)
durch g(0)=1, g(Sp Xt=g (V) - {l=«a[f(X)]}, »=0,1,...n—1 definieren,
und anstatt einer Funktion #(X)=g(SX), n Funktionen A.(X)=g(S.X),
v=01,...n-1, einfithren.

Wir erwihnen noch
[le—a(X)}-Y=0
(7.8) [1—a(Y)}]-Z=0
[1—a(X)]-Z=0

und
a(X)=0
(7.9) le—a(X)]-Y=0
Y=0 '

8. Es folgen jetzt einige Gleichungen iiber Besendifferenz. Wir
beginnen mit zwei Gleichungen iiber a(X): ‘

(8.1) [lea(X;]-a((X))=0,

(8.2) a (R (X))=a(X).
Beweis. f{O)=0, f(S$:X)=a(S:+R(X))=[l=alSt} - f(X)+a(S)=1.

(8.3) a(Se X ~Y)=a(Sp X ~Y),
(8.4) a(Sp+X)=1,
(8.5) (Su+X)~V=a(Sp X ~Y) - Su+ (X~ V).
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Beweis durch doppelte Rekursion: f(X, O)=38.+X,
(O, S:Y)=8p ~S:Y=0, f(SX,SeY)=f(X,Y), o(X, 0)=8+X,
9 (0,8:Y)=a(Sp~S8:Y):Sp+0=a(0)-S.=0, o
P(Sc X, S V)=a(Sp S X ~8:Y)  Sp+(S: X ~S8eY)=
=Sp (@[S X~ )+ (X ~Y)=9(X,Y) nach (8.3).

-+

(8.6) | X~ Sp¥ =X ~ (Sp+Y).
Beweis. f(X,0)=X ~ Sg, f(X, Sc¥)=v(v(X ~ ¥))=

=X ~SuY)=v({(f(X,Y)); ¢(X,0)=X~8u, ¢(X,S:Y)=v(¢(X,Y)):

8.7) X~R(Y)=X~7Y.

Beweis. [(X,0)=X, f(X,SY)=X~[S:+R(Y)]=v(f(X,Y))
nach (8.6). ’ ‘ -

Folgerungen:
(8.7) X ~R(X)=0,
(8.7) R(X)~X=0."
(8.8) a(SpR(X)~X)=1.

Beweis. f(O)=a(Sp)=1, f(S: X)=a {SpR(S:X) ~S8:X}=
=a[R(S:X)~X]=a{[S:+R(X)] ~X}. Nach (8.5) hat man jetzt
F(SeX)=a (Se-a(ScR(X)~ X)+[R (X) ~ X]} = (S:) - a (S: R(X) ~ X) =
=a(S:R(X)~X)=Ff(X) nach (8.3). Dieselbe Anfangsgleichungen
erfilllt ¢ (X)=1. |

(8.9) a{SpR(X)~R(X~Y)}=1

Beweis. f(X,Y)=a {Sp R(X)~(X~Y)} nach (87). Also f(X,0)=
=a{SpR(X)~X}=1 nach (8.8). Weiter ist f(O,S:Y)=a(Sy)=1 und
F(SX,8Y)=a{SpR(S: X) ~(X ~Y)}=a{[Si+ R(X)+ Sp] ~ (X ~Y)}=
= {Sr-a(S[RX)+S ) ~(X~Y)+[SpR(X)~ (X ~Y)]} nach (8.5), und

wiederum nach (8.3)

F(SeX, Se¥) =a (Sc- a[Su(Sp R (X)) ~ (X -~ V)] +[SuR (X) ~ (X ~ V)]}.
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Weil a(V+W)=a(W+V) folgt jetzt nach (6.17) und (6:21)
F(SX, SeY)={l ~a(f(X,Y))} a[SuSp R(X)~(X~Y)]+f(X,Y).
Dieselbe Anfangsgleichungen erfiillt aber auch ¢ (X, ¥)=1.

(8.10)  R{[Si+RX)]~(X~¥)} =S RIR(X) ~(X~ )}
Beweis. Nach (8'5) ist

[Sp+RX) ]~ (X ~Y)={a(SpR(X) ~ (X ~Y))} - Su+{R(X) ~ (X ~Y)}=

=S+ {R(X)~(X~Y)} nach (8.9). Weil R(S,)=3S, folgt nach (5.2')

die Behauptung.

(8.11) X~Y)+R{R(X)~(X~Y)}=X.

Beweis. f(X,0)=X, f(0,S8:Y) =0, f(SX,SpY)=(X~Y)+R{[S:+
R(X)]~(X~7Y)I=8:f(X, Y) nach (8.10).

Es folgt dass M(X,Y)=R{R(X)~(X~Y)} genau das Wort is
das vom Beginn des Wortes X durch Besendifferenz mit dem Wort Y
abgewischt ist. Man kann auch leicht Anfangsgleichungen fiir M (X, Y)
anfithren:

M(X,0)=0,
(8.12) M(O,85:Y)=0, t=0,1,....n—1,
MS:X,SpY)=S.M(X,Y), p,v=0,1,..., n—1.
Daraus beweist man leicht
(8.13) X=Y=(X~Y)+[M(X,Y)=Y].
Spiter werden wir folgende Gleichungen benétigen:
(8.14) X~(Y+2)=(X~Y)~12Z,
(8.15) X~v(Y)=(SuX~Y) - a(Y)+[l=—a(Y)] X,
(8.16) a(R(X)~Y)=a(X~Y).

Beweis. f(X,0)=u(R(X))=a(X) nach (8.2).
F(0,5Y)=0, f(Sp.X,ScY)=a{[Sp+ R(X)|~ScY} = a{Sp-a[SuR(X)~
~ S Y]+[R(X)~ S:Y]} nach (8.5). Also ist f(Sp X, S:Y)=a {Sp-a[R(X)~
~ Y]+ v[R(X)~ Y]} und nach (6.17) f(Sp X, S:Y)={1=—a[R(X)~ Y]}
ca(v[R(X)~Y])+a[R(X)~Y]. Nach (8.1) ist der erste Summand
O, also f(SuX,S:Y)=f(X,Y) Dieselbe Anfangsgleichungen besitzt
(X, Y)=a(X~Y)
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Folgerungen sind

(8.17) a(RX)~R(Y))=a(X~Y)
und
(8.18) l—a(X ~Y)]-a(R(X)~R(Y))=0.
(8.19) X~S,Y=v(X)~Y.
Folgerungen:
(8.19") V(X ~Y)=v(X)~Y.
(8.19") V(SuX ~Y)=X ~Y.
(8.19") v (S; ~X)=0.
(8.20) SpX ~Y=[X~v(V)]-a(V)+[l ~a(Y)] - SuX.
(8.21) Yo v(Se+X)=Y ~X. -
(8.22) Y ~(Se+X)=v(Y ~X).
(8.23) Se~ (Sv+X)=0.
(8.24) Z~[(SetX)~(Sy+Y)]=Z~(X ~Y).

Beweis. f(Z,X,0)=Z~[(S:+X)~S])=Z~v(Sc+X)=Z~ X nach
(8.22) und (8.21). (Z, O, SeY)=Z nach](8.23). f(Z,SuX,SeY)=f(Z, X, Y).
(2, X,0)=Z~X, 9(Z,0,8,Y)=2Z, ¢(Z,5:X,S:Y)=0(Z. X, Y).

Mit Hilfe von (8.24) beweist man jetzt leicht durch Doppelrekursion
(8.25) Z~[R{X)~R(Y)|=Z~(X~TY).

Jetzt geben wir an einige Gleichungen die die gewdhnliche und
Besendifferenz vebinden. Zuerst temerken wir dass

(8.26) a(X) - v{X)=v(X)

und E

(8.27) vV X+ Y)=[X+v(Y)] - a(Y)+[l=c(Y)] v(X)
(8.28) l=—aU=V)]-a(|]V=U, V~U]|)=0.

Beweis. {(U, 0)=0 weil a(0)=0. f(0,SuV)=a(|S:V, SpV])=0.
f(SpU,S:Vy=f(W,V) fir p=vund=0 fiir p==r. Dieselbe Anfangs-
gleichungen besitzt auch ¢ (U, V)=0.

(8.29) [l=a(|V=U, V~U|)] a(V) a(U=V)=0,
(8.30) l=a(|V+U W+U)la(lV, W])=0. .
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Folgerung:

(8.30%) Y+Z=X+2Z

Y=X

Im weiteren werden wir oft die folgende Gleichung beniitzen:
Xy oo, Xy, a(U))=f (X oo, X ,O) [1=a (U)] +

(8.31)
F Xy, X, 1) - a(U).

Diese QGleichung ei‘méglicht uns die Funktion «, sei sie auch von
mehreren Parametern abhingig, aus einer Funktion ins Aussere zu tragen,
So gilt z.B. (und wird spiter beniitzt) ~

632 A[le=a(X)]+B-a(X)+R{C~[A-{l—a(X}+B-a(X)]}=
) ={A+R(C~A)}-[l—a(X)]+{B+R(C~B)} a(X),

mogen auch A, B, C noch von X abhéangen.

(8.33) Y-l=a(|X,Y)]+X -a(X,Y))=X.
Beweis. Nach (6.35) und (6.12).

9. Wir fithren jetzt die Priadikate ,Y beginnt mit X¢, ,X ist kleiner
oder gleich Y* und ,X ist kleiner als Y“ ein. '
(9.1) X <Y steht fir die Gleichung Y=(Y=X)+X.
X <Y wird gelesen: ,Das Wort Y beginnt mit dem Worte X<
X<y X=Y=0

und —ox-+,

(9.2) A=t
X=Y=0 X<vY

also; X -— Y =0 ist notwendig und hinreichend fiir X <Y.

Beweis. Aus X<Y d. h Y=(Y—=X)+Y folgt X—=Y=X—
= { (Y= X)+X}=0 nach (5.11). Aus X -=Y=0 folgt nach (6.33) Y=
=(Y=X)+X, also X<Y.

9.3) X <Y steht fiir R(X)<R (Y) d.h. fir R(Y)=[R (Y)=R(X)]+R(X).

XY wird gelesen: ,Das Wort X ist kleiner von oder gleich dem
Worte Y“. Alle Worter, die auf der Faser die X mit O verbindet

liegen, sind <X. .
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Aus (9.2) folgt
Xr und R(X);R(Ynxo.
R(X)=R(Y)=0 XY

(9.4)

Also ist R(X)=R(Y)=0 notwendig und hinreichend fiir X Y.
Diese Bedingung ist aber manchmal unbrauchbar. Wir werden spiter
eine andere finden.

(9.5) X <X+Y, speziell X< SeX.

Beweis. Man soll R(X+Y)=[R(X+Y)=R(X)]+R(X) beweisen.
Nach (5.2) ist aber R(X+Y)=R(X)=[R(Y)+R(X)]=R(X)=R(Y)
nach (5.12). Also ist [R(X+Y)=R(X)]+R(X)=R(Y)+R(X)=R(X +Y).

Es gilt aber nicht X Y+ X:

X<y
(9:6) Y<z
X<z A
Beweis. Weil R(Z)=[R(Z)=R(Y)}+R(Y)und R(Y)=[R(Y)=R(X)]
FR(X) ist R(X)=R(Z)=R(X)={[R(Z)= R(Y)]+[R(Y)~=R(X)]+
+R(X)}=0 mnach (5.11%, also X < Z.
xX<Y
Z+X<Z+Y'
Beweis. R(Z+X)—R(Z+Y)={R(X)+R(Z)}—{R(Y)+R(Z)}=
=R(X)=R(Y)=0. ,

Aus X < Y aber kann man nicht X+Z < Y+ Z schliessen. Es konnen
ndmlich diese {iberhaupt auf verschiedenen Fasern liegen.

(9.7)

In umgekehrter Reihenfolge beweist man

(9.8) Z+X<ZHY

Endlich wollen wir noch den Begriif ,kleiner® einfithren:
(9.9) X <Y stent fir die Gleichung [R(X)—=R (v (Y)]+[l—=a(¥)]=0"

Das zusitzliche Glied 1-=a(Y) stellt die Bedingung Y == O, sonst
hatte man O < O. ‘ ' ‘ '
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Also ist X < Y dquivalent mit X v (Y) und Y= 0“. Wir bewei-
sen jetzt

(9.10) [1—a(U=V)]-a[U-=(S:+ V)]=0.
Beweis. f(U, 0)=[1=a(U)]-a(U==S$)=0, (0, S:V)=0,
F(S:U,SV)y=f(U, V) fiir r=e und =0 fiir v =&,
Mit U=R(X), V=R(Y) geht die Gl. (9.10) in
(910 [1=a[RX)=R(YV)]]-a[R(X)=R(S:Y)]=0
tiber.
O11)  1=a{RX)=RE()]+[1=a(Y)]})a{R(X)=R(Y)}=0
Beweis. Wegen (6.22) und (6.24) ist die obige Gleichung
9.117, {1—a{R(X)=R@(YN}}-a(Y) ¢[R(X)=R(Y)}=0.

Jetzt ist f(X, 0)=0 und f(X,STY}z(I;a{R(X)—'-R(Y)])-a(R(X}-=-
=R (S:Y))=0 nach (9.10"),

Aus (9.11) folgt

(9.12) X<¥,
X<Y
9.13) (e (] Y,(Y=X)+ X )]« (X = ¥)=O.

Beweis. f(X, 0)=[1=~a(X)]-a(X)=0, f(0,S:Y)=0, f(SuX, §:Y)=
=f(X,Y) fir p=1, =0 fir v=p, weil in diesem letzten Fall

{S:Y =[(ScY —Sp X)+Sp X]} +{[(SY =S X)+ S X] =S, ¥V} =
=Sp({SeY =[SV =S, X))+ Su X} +{{(S: Y =S X)+ X]=Y})
und « davon gleich 1 ist.
(9.14) {l—a(X=Y)}-a(| Y, (Y=X)+X|)=0.
Beweis durch doppelte Rekursion, ahanlich (9.13).

.Wir. werden andere Eigenschaften angefiihrter Priadikate erst nach
Einfithrung von logischen Konstanten besprechen.
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10. In dieser Abteilung definieren wir natiirliche Zahlen. Wir begin-
nen mit einer Funktion, dem ,Sternprodukte*, die dazu notwendig erscheint.
X+*0=0,

(10.1)
X*S\fY=X+(X*Y), V'—_—O, 1,---, n- 1.

Auch Sternprodukt ist nicht kommutativ. Wir fiihren einige seiner
Eigenschaften an:

(10.2) 0+*X=0,

(10.3) X*Y+X=X+X*Y,
(10.4) X*(Y+2Z)=X*Y+X*Z,
und allgemeiner

(10.4") X+ (Yo Z)=X*Y+X*Z

Distributivitit von rechts gilt aber nicht.
(10.5) X*Y+X*Z=X*Z+X*Y.
(10.6) (X*Y)*Z=X*(Y+Z).

Mittels Sternprodukt definieren wir n Funktionen s, (X), v=0,1,...,n-1
explizite durch

(10.7) Sv(X)=S.*X.

Ihre Anfangsgleichungen sind
sv(0)=0,

(10.8)

: Sv(SpX) =8¢+ 5. (X), p=0,1,...,n—1.

Die Funktion s, (X) verwandelt jeden Buchstaben des Wortes X in den
Buchstaben S.. Z.B. $.(S:S,S.)=5.S8,S.. Also bewirkt s.(X) eine
»horizontale“ Projektion des Wortes X auf die §.-Axe.

(10.9) Sv(X)+ Sv =Sy + s (X).
(nicht aber fiir S, mit p==v).
(10.10) sv(XopY)=sy(X+Y).

Beweis. f (X, 0)=s5¢(X), f (X, Se¥)=5u(Seqn (XOp ¥)) =S+ £(X.Y);
(P(X: 0)=0, (P(X> STY)=SV+‘P(X7 Y).

(10.11) Sv(X+Y) =50 (X)+ (),
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also .

(10.12) Sv'X 0 Y) =50(X) + 5+(Y).
Sehr leicht beweist man:

(10.13) | $e(X) 80 (Y) = 50(Y) + 80 (X),

(10.14) S XpY)=s(X-Y)

Beweis. f(X,0)=0, f(X,S:Y)=sv[(XpY)ortpX]=F(X, V) +5.(X)
nach (10.12). ¢ (X,0)=0, ¢(X,SY)=s:[(X-Y)ocX]=9(X, V)+s5.(X)
nach (10.12).

(10.15) v (Sp X) =8 (s (X))
Beweis aus (10.9).
0 fir v=n
10.16 v(X)=—s.(X)= ,
( ) Sy (X) = sp.(X) {s\.(X) fir vep,

Beweis. f(0)=0, f(S:X)=S8:8v(X)—=— S, sp(X) nach (10.15), also fiir
p=v, f(ScX)=f(X) und far p4v, f(S:X)=Scf(X).

(10.17) ov[se (X) + sv(Y)]=0vsv(X)+0vse(Y).

Beweis. f(X) O) = Ox'sxf(x)' f(X, SrY) = 0\'[3\'(X) + S S\(Y)] =
= SepeF (X, ¥); 9K, 0)=0use(X), @ (X, Se¥) =0y $(X) + Suw0c5e(¥) =
= S\»+\- P (X, Y).

(10.18) 0v- Sy (X) + 5 (Y) - $5-(Z) = 8 (Y) - 5\ (Z) + 0+ 5+ (X).

Beweis. (X, Y, 0)=0\.5-(X), f(X, Y,S:Z) = 0y 5v(X) + (V) - Sv-5+(2)
=0 Sv(X)+ 5 (Y) s (Z) +ovse(Y)=f(X, Y, Z)+ 0,5, (Y).
P(X,Y,0)=0vs:(X), o(X,Y,8:Z)=5.(Y) 8v(Z) + 08 (Y)+ 05 (X) =
=sv(Y):sv(Z)+ov[sv(Y)+5v(X)] nach (10.17). Weiterist ¢ (X, Y. S:2)=
=85 (Y) - sv(Z) +ov[sv(X)+5-(Y)] nach (10.13) und wieder nach (10.17)
(X, Y, S:2)=9(X,Y,Z)+o0.-5.(Y).

(10.19) A {sv(X)+5v(Y)} - sv(Z)=5v(X) - 5+ (Z2) + 5 (Y) - 5:-(2),

also gilt fiir s, das rechte Distributivititsgesetz.

~ Beweis. {(X,Y,0)=0, f[(X,Y,$Z)={(X, Y, Z)+ov{sv(X) +s¢(Y)};
¢(X,Y,0)=0, ¢(X,Y,8:2Z)=5.(X)-5(2) +0v8v (X ) +5v(Y) 5v(2) +
+0vsv(Y)=9 (X, Y)+0v{sv(X)+5.(Y)} nach (10.18).
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(10.20) Sy 5v(X)=sv(X)-Sv.
Beweis. f(0)=0, f(S:X)=f(X)+0+Sv; ¢(0)=0, ¢(S:X)=
[sv(X)+Sv]- Sv=0 (X)+ S+ Sv=9(X) +0+Sx.
(10.21) Sv(X) s (Y)=5¢(Y) - sv(X),
also gilt fiir diese Multiplikation das kommutative Gesetz.

Beweis. (X, 0)=0, f(X,$Y)=f(X, Y)+o,(sv(X)); ¢ (X, 0)=0,
¢ (X, $:Y)=[Sv+5¢ (V)] sv(X) = [sv(Sv) +5v (V)] - s (X) = [se (V) +5v(SV)] -
-sv(X)=¢ (X, Y)+ o5 (X) nach (10.20).
(10.22) sv(X) ~ 5 (X)= 0.
(10.229) Sv(X)=s-(Y)=sv(X~7Y).

Wir betrachten jetzt speziel die Funktion s,(X) und definieren:

,X ist eine natiirliche Zahl* steht fiir die Gleichung X = s,(X).

Aus (10.11) folgt:

(10.23) Die Summe zweier natiirlichen Zahlen ist wieder eine natfirliche Zahl.

Wir beweisen jetzt:
(1024) 50 (X) + S0 (Y) =56 (X - Y).
Beweis. f(X, O), FIX S Y)=s0(X)+f(X, Y); (X, 0)=0,
¢(X,;STY)=SO(X"' Y+X)=s5,(X)+9(X, Y). :
Also fblgt:

(10.25) Das Produkt von natiirlichen Zahlen ist wieder eine natiirliche Zahl.

Man beweist leicht:
(10.26) Wenn X und Y natiirliche Zahlen sind dann gilt
X=Y=X~Y=s5,(X=Y)=s(X~Y).
~ also:
(10.26") Gewdhnliche und Besendifferenz [allen fur natiiflic_he
Zahlen zusammen und ergeben wieder eine natiirliche Zahl.

(10.27) $o (S0 (X)) =0 (X).
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(10.28) [s0 (X)] 2 =5, (X).
Beweis. f(X.0)=1, f(X,S:Y)={(X,Y)-5(X); ¢(X,0)=1,
P(X, S:Y) =50 (X :X) =5 (X" -X) =9 (X, ¥V) 50(X).

Also:
(10.28)  Wenn X und Y natirliche Zahlen sind, ist X* wieder

eine natiirliche Zahl,

Wir beweisen noch
(10.29) $o (€Xpv (X, Y)) =50 (X)" ) =5, (X").
Beweis. Ahnlich (10.28).

(10.30) : R (50 (X)) =30 (X),

Beweis. f(0)=0, f(S:X)=R|[So+55(X)]=R[$o{X)]+So =S, f (X).
Dieselbe Anfangsgleichungen besitzt ¢ (X)=s,(X). :

(10.31) Se+[s0 (X) +So] = Se+ 5 (X) + Se
(10.32) Se-50(X) = ¢ (X).

Aus den angefiihrten Gleichungen folgt dass, betreffs Addition, Mul-
tiplikation, Differenz und Exponentiation die natiirliche Zahlen genau den
Gesetzen der rekursiven Zahlentheorie gehorchen. Rekursive Zahlentheorie
erscheint so als ein partielles System der n-RWA und ist in ihr enthalten.
Wir konnen deswegen die Relationen zwischen natiirlichen Zahlen unein-
geschrankt aus der rekursiven Zahlentheorie borgen.

11. Vor Einfiilhrung der logischen Konstanten wollen wir noch einige
Gleichungen iiber die Funktionen v(X), /(X), a(X) und L(X) aus dem
Punkte 5. anfithren und auch £ und [T definieren.

(11.1) V(S}L"'X)‘—‘[Sp,‘{“' vV (X)] . G(X) =Sp. a(X)-f Vv (X).
Beweis. f(0)=0, f(S:X)=Sp+X; 9(0)=0, ¢ (St X)=Su+X.

- 1(0)=0,

(11.2) '
1(S:X) =[S [(X)] - @ (X).
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Beweis. [(S:X)=R[v{R(S:X)}]=R[v{S:+R(X)}]=R[{S:+v(R(X))}-
ca (R(XN]=R[Sc+v (R(X))]-R(a (X)) =[R( (R(X))) +Si]- a(X) =[S {(X)]-
- a (X).

(11.3) R (v (X))=I(R(X)).

Beweis. f(0)=0, f(S:X)=R(X); »(0)=0, @(S:X)=I[Sc+R (X)]=
=R(X) mnach(11.4).

(11.4) S+ X]=X.

Beweis. f(0)=1(S)=0, f(SuX)=1(Sp(Se+X))=[Sul(Se+X)]-a(Su) =
= Suf (X).

(11.5) a(X+Y)=a(Y)+a(X) - [l=a(Y)].
L(0)=0,
(11.6)
L(S:X)=L(X)+[1=—a(X)]S:.
(11.7) LX+Y)=LX)+L(Y) [1=a(X)].

Jetzt definieren wir = und 1. Wieder kann man je n solche Funk-
tionen einfithren (und ihnen duale dariiber):

>F(0)=f(0),
7 (SpX)= 27 (X) ovf(SpX), w=0,1,...,n—1.
I17 (0)=7(0),
[ s, X)= [T (X) ¢ F(Su X), p=0,1,..., n—1

und dual mit verdnderten Faktoren in zweiter Reihe jeder Definition.

(11.8)

(11.9)

Wir wollen doch nur =% und I1} in Betracht ziehen:
27(0)=£(0),

(11.8')
2r(SaX)=2r(X)+f(SpX), p=01,..., -1,

I1;(0)=1(0),

(11.9)
[T (S X) =TI (X) - F(Sp. X), p=0,1,..., n—1.

Wir werden oft Z;(X) in der Form 2%_o f(Y) und I1;(X) in der Form
I1$_o f(Y) schreiben, besonders wenn f mehrere Parameter enthillt.

Publlication de 'Institut Mathématique 3
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2,(X) ist die Summe aller f(Y) fiir O Y <X, beginnend mit f(O).
Z.B. Z4(S5;5:80)=1(0) +F(So) +F(81S0) +7(81 81 So)-
(11.10) [l=—a(f(X)}-I1; (X)=0.

Beweis. F(0)=[l—a(f(O)]-f(0)=0, F(S:X)={l—al[f(S:X)]}-
LX) - £(SeX) =TT (X) - [1 =~ (£(Se X))] -/ (Se X) = O, nach (6.7) und (6.16).

Man beweist leicht dass die £ und 11 von natiirlichen Zahlen wieder
natiirliche Zahlen sind:

X X
(11.11) ¥ so[f(Y)]=so( > f(Y))-
y=0 Y=0

Beweis. F(0)=$,(f(0)), F(S:X)=F(X)+5[f(S:X)]; ®(0)=s,[f(0)},
P (Se X) =50 (Z,(X) + £ (Sc X)) = D (X) + 5, [ (S X)] nach (10.11).
Khnlich:
X
(11.12) IT solf (Y)] =50 (I1; (X))

Y=0

Wenn wir also £ und I1 mit der Funktion o (X)=a(f(X)) bilden
arbeiten wir dann immer nur mit Gleichungen mit natirlichen Zahlen,
weil a(X) eine natiirliche Zahl ist:

(11.13) So(@(X))=a(X). -

Man darf doch diese Gleichungen nicht ohne weiteres aus der rekursiven
Zahlentheorie borgen, besonders wenn dazu die Ralationen < und <
eine Rolle spielen.

(11.14) a(g(X))=£}(X)-
Doch gilt nicht «(Z(X))=2a, (X) sondern nur
(11.15) T (X) =5 (T (X))
& Cp
(11.16) la-a(%(X))zuﬂaf(X). |

Beweis. F(0)=1-q(0), F(S:X)=1-a(Se,(X)+ (S X)) =
= [1 = (Za, (X)] - [1 = (SeX)] = F (X) - [1 =0y (S X)] nach (6.22). ®(0)=
=120/(0), ®(S:X) = (X)- [1 <0/ (S: X)),
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Weil 1 =]l —a(X)]=0,(X) folgt aus (11.16)

(11.17) H(X) —l—a( ¥ (X))-
_(Zj
Folgerungen:
(11.18) [l—a( IT (X)) [1—a(E(X))]
und B
(11.19) [l—a(H(X))] [l—a( ¥ (X))]=0.
_aj
(11.20) [l=—a(XBX)] s (X)=0.
o

‘Beweis. F(0)=[1-—a;(0)]- /(0)=0, F(S:X)=F(X)-[l=0;(S:X)]
. q, (S:X)=0.

(11.21) [1_-_(§;(x+2)}]-a(g(X))=o.

(11.22) Ea(P q(V))=a(P)- Ea(q(Y))

Y=0
Beweis. F(O)=a (P)-a,(0), F(S:X)=F(X)+a(P) as(S:X); ®(0)=
=a(P)-ay(0), ®(S:X)=a(P)-{ s @(q(N))+g(S:X)| = (X) +a(P)-ay(SeX)

weil

(11.23) o(X) [A+B]=a(X)-A+a(X) B
gilt.
(11.24) [1+a(y§=;0a(1>+q(y)))]-[a(P)+a<y§ aq(Y))]

Beweis. F(0)=0 nach (6.3) und (6.16). F(S:X)=F(X)-[l=~a(P)]-
D1y + |10 3 «(P+g ()] (1 +a(P)-[1-ay(S0]

ey (S X)=F(X) - [1=—a(P)]-[1=a,(S:X)]; also gelten: F(O)=0 und
{1=—a[F(X)]}-F(S:X)=0 fir ©=0,1,...,n—1. Daraus, folgt nach (7.7)
F(X)=0.

(11.25) [1=—a(P)]-[1=a(T(X))] -a( fj a(P+q(Y))) =0.

Beweis, F(0)=0, F(S:X)=F(X) [l =a,(S:X)]+O.
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(11.26) il_-_a(ﬁ a[p(Y)+q(y)])}-{a<E(X)) +a(aZ(X))} -0.

Y=0 o,
Beweis. F(O)=0,
F(S:X)=F(X) [l =—a,(S:X)]- [l =—a, (S:X)]+O.

(11.27) {léu(%‘(X))}-{1;a<§(X)>}-a(éoa[p(Y)+q(Y)])=O.

(11.28) {1+a(§()<))}-{1_-.1;1()()}~a(ylia[p(Y)+q(Y)]):0.
* Beweis. Weil lflaqzl—a(Eliaq) soll man

(11.28) [1..--a(2(X)>}-a( » (X))-a(yéoa[p(Y)+q(Y)]) 0.

(Xp I==ct

beweisen. Wir haben hier F(O)=0, F(S:X)=F(X)-[1—a,(S:X)-
-, [S: X]+ O, also ist F(X)=0.

(11.29) T X)=a(X) T, v (X) +f(X).

12. Wir sind jetzt in der Lage logische Konstanten einzufiihren.

Wenn A und B Worter sind und die Gleichung |A, B|=0 (also
auch die Gleichung o(|A,B|)=0) beweisbar ist, werden wir A =B eine
wafre Aussage nennen. Wen o(|A, B|)=1 beweisbar ist werden wir A=B
eine falsche Aussage nennen. Also ist jede Aussage entweder wahr
oder falsch.

Wenn p die Aussage A=B und ¢ die Aussage C=D ist, so defi-
nieren wir:

pVq als die Aussage «(|A,B|)-a(|C,D|)=0,

p &q als die Aussage o(|A,B|)+a(|C,D|)=0.
(12.1) — p als die Aussage 1-~a(|4,B]|)=0,

p—q  als die Aussage {l1—=a(|A,B|)}-(|C,D]|)=0,

p<»>q als die Aussage p—>q & g—p.

Wir haben die Definitionen (12.1) so gewihlt dass Aussagen immer
die Gleichungen mit lauter natiirlichen Zahlen sind, Deswegen gelten fiir
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unsere logische Konstanten alle Formeln auf den Seiten 80, 81 und 82
des Werkes [2], von 3 bis 3.093 und koénnen genau wie dort bewiesen
werden — wenn man nur anstatt x,y,z usw. mit a(X), a(Y), a(Z) usw.
arbeitet.

Unter anderem hat eine jede Aussage die Form a(A)= 0, wobei A
ein Wort ist, es gelten distributive Gesetze fiir \/ und &, Kommutativitit
bei der Disjunktion und Konjunktion usw. '

Wir heben einige Schemata und Formeln hervor:

(12.2) __ P9
p
(12.3) p—>q.
q
p—*q
(12.4) qg—r.
p—>r
(12.5) =1 =Ip>p.
(12.6) pVger m(—p&—g).
(12.7) p&qge> —(—p\/ —yg).

Gesttatet man dass A, B, C,.... Funktionen sind, also A = A (Xj,..., Xn),
B=B(X,,..., Xn),..., usw. bekommen wir gleich den Begriff der Aus-
sagenfunktion p=p(X,,..., Xn), ¢=q¢ (X, ..., Xn) usw. Wieder gelten alle
Formeln iiber feste Aussagen auch fiir Aussagenfunktionen, und eine jede
Aussage mit Aussagenfunktionen hat die Form a(f(X ..., Xn))=0.

Aus (6.36) folgt

(12.8) X=Y—(p(X)—=>p(Y)),
und aus (7.7) das Prinzip der totalen Induktion

p(0)
(12.9) p(X)—=p(SpX), p=0,1,...,n-1

p(X)
So folgt aus [l —a (X -Y)]-a(X)-a(¥Y)=0, d.h. aus
{1=a(1X-¥, 00} -a(|X,0)-a(¥,0)=0
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die Aussage
(12.10) X Y=0—-+X=0V Y=0.
Aus der leicht beweisbaren Gleichung
(12.11) {1=—a(|X, Y )} a(jf(X),f(V)[)=0
die aus (6.35) folgt, bekommt man die Aussage
(12.12) X=Y = f(X)=f().
Begrenzte All- und Existential-Operatoren definieren wir wie folgt:
A¥[f(Y)=0] steht fir X, (X)=O0;

(12.13)
E¥[f(Y)=0] stent fir Ils (X)=0.

Es gelten:
(12.14) p(X)—~E¥p(Y), [(11.10)].
(12.15) —ASp (V) EF —p(Y), [(11.16), (11.18)].
(12.16) E¥p(Y)— =A% —p(), [(11.19)].
(12.17) A¥p(Y)—p(X), [(11.20)}.
(12.18) Ay AT (Y), [(11,.21)).
- ~>g(Y
(12.19) ﬁ%ﬂ%,
wobei Y nicht in p erscheint.

Beweis. [2], Ex. 3.84.

Ahnlich beweist man

g(Y)—p

(12.20)

EYq(Y)—p’
wobei Y nicht in p erscheint,
(12.21) AYp(Y)=>[Z=X—p(2)].

Beweis. Man soll die Gleichung

(12.21) [1.-_a(§; (X))]-[l—:—-a(]Z,Xl)]-ap(Z)-_-O
%p
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beweisen. Es ist F(X, 0, =[1+0(Zq, (X))]-[1=a(X)]-a, (0). Fir ¥(X)=
=F(X,0) ist ¥(O)=[l=0, (0)]-a,(0)=0 und VY(S:X)=0 also ist
F(X,0)=0. Weiter F(O,S:Z)=[1=0a,(0)]-[1=a(S:2)] a,(S:Z)=0
weil a(S:Z)=1. Endlich

O fir p=rv, wegen [l=—a(|S:Z,SpX]|)]=0,
F(SpX, S:Z)=
|1=(z (x>)].[1;a,, S0 (1= (12, X)]- (512),
%p fir t=p.

Auf Grund von (6.35) ist aber [1—a(|Z, X|)-a,(SpZ)=[1=—a(]|Z, X])]-
@ (SpX) also fir p=r1 F(SpX,SpZ)=[l=a(Z, (X))]-[1=a(]|Z, X])]-
1=, (SpX) g, (Sp X)=0. Damit ist F(X,Y)=0 bewiesen.

Aus (11.22) folgt

(12.22) A¥IPV q(Y)] <> pV A¥q(Y),

und daraus, mit — p statt p folgt

(12.23) A¥lp—=q (V)] (p—> AT q(Y)).

( ) p—=(g—>A¥r(v))

(12.25) p—>AY[PVq(Y)].

Aus (11.24) und (11.25) folgt

(12.26) AY[P&g(V)] >p & AT q(Y),

und aus (11.26) und (11.27)

(12.27) A¥[p (V)& q(¥)] > AYp(Y)& AT q (V).

Schreibt man (12.27) in der Form
AF[—p(Y) &1 g(Y)] > A¥ —p (Y) & AT —1g(Y)
so folgt daraus nach (12.2)
=AY [P & (V) > [AF T p (V) & AT g (V)]

was, nach (12.15)
(12.28) E¥[p(Y)\/q(Y)]«>Exp(Y)\V E¥q(Y)
ergibt. Aus dieser Gleichung folgt noch
(12.29) E¥[p(Y)—q (V)] [AT —p(Y)>EFq(Y)]
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Aus (11.28) folgt
(12.30) A¥p(Y)&EFq (V) —~E¥[p (V) &g(V)].
Daraus, mit —¢g(Y) statt ¢g(Y) folgt
A¥p(Y) & — AT q(Y) > mAF{—p(Y) V q(V)}

und nach
(12.31) — P9
—1g—>Tp
(12.32) A p()— q(V)} = {A¥p () > A¥q (V).

Weitere Aussagen werden wir erst nach einer eingehenden Untersu-
chung der Relation < und < geben konnen. Auch den Minimumquantor

L¥[f{(Y)=0] werden wir erst nach Einfihrung von py(X) untersuchen
konnen.

13. Wir kehren zur Relationen  und < zuriick. Jetzt ist es
klar dass

Y < X fir die Aussage YV < v(X)& X == O steht.

Dabei

(13.1) X == 0 steht fir —(X=0).
Aus (9.11) folgt jetzt

(13.2) X<Yy—-Xgy,

und aus (9.13) und (9.14)

(13.2) R(X)-=R(Y)=0+«»XY.

(13.3) {l1=—a[(B+Cy==Dl}a’'C=D)=0.

Beweis. f(B,C,0)=[1 =~a(B)] [l =a(C)] - a(C)=0,{(B,0,S:D)=0,
f(B,S:C,S:D)=0 fur t==p, =f(B,C,D) fiir t=p.

(13.4) [fe—a(U=WV][l=—a(V=W)]. 0« (U=W)=0.
Beweis. Nach (6.33) ist
[1—a(U==V)] [l —a(V==W)]=
=[l—a(U=V)]-{l =a[{(V=U)+U}= W]},
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also ist die linke Seite von (13.4) gleich
[l=—a(U-—=- V][l =a({(V=U)+U}=W)}-a(U=-W).
Diese Funktion ist aber nach (13.3), mit B=V-=U, C=U und D= W Null.
Wenn man in (13.4) U=R(X), V=R(Y), W=R(Z) setzt so bekommt
man gleich
(13.5) XLY&Y L Z-X L2
Wir beweisen jetzt
(13.6) X=Y > R(X)=R(Y),
dh. die Gleichungen
(13.6") {(t=—a(|X, Y )}-a(|R(X),R(Y)[)=0,
(13.67) {(1=a(IR(X), R(Y) )} -a (| X,V |)=0.
(13.6") folgt aus (12.11), und (13.6”) aus (13.6") durch Ubergang zu
- Reversionen.
(13.7) {1—a(U=[S:+ VD) -a(|Se+V,U|)-a(U==V)=0.

Beweis. {(U,0)=[1 <a(U-=S:)] a(S;=—U)-a(U)=0. f(0,S:V)=0,
f(SpU,SvV)=0 fir p=Ev, =f(U,V) fir p=v.

Aus (13.7) folgt
(13.7) {1 =a[R(Y)=R(S:X)]} - a(;R(S:X), R(Y) ) -a[R(Y)=R(X)]=0.

(13.8) {l—a(|S:+U, V) a(V=U)a(V=[S:+U})=0.

Beweis. f(U,0)=0,f(0,8.V)={l —a(V)]-a(V) fir p=1, =0 fiir
pt; f(SUSV)=f(U,V) fir p=v, =0 fir p==v.

Wenn man in (13.8) U=R(X), V=R(Y) setzt folgt

(188) [1==a(]| R(S:X), R(Y) )] -a[R(Y) =R (X)]-a[R(Y) =R (S: X)] = O.
Jetzt konnen wir

(13.9) Y <X (Y =X)V (¥ < X),

dh. auf Grund von (13.6)

(13.9) [1=a(RY)=RX)]-«(IR(X), R(Y) ) - a{[R(Y)=R(v{(X)]+
Hl=a(X))=0
beweisen.
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Beweis. F(Y,0)=[1==a(R(Y))]-a(R(Y))=0, F(Y,S8:X)=
=[l=a{R(Y)=R(S:X)}]-a(|R(S:X), R(¥)!)-a(R(Y)~R(X))=O nach
(13.7).

Wir bemerken dass die Aussage Y =X #dquivalent mit der Aussage
R(Y)=R(X) ist (nach (13.6)), und wir konnen dquivalente Aussagen eine
fiir andere einsetzen. (Beweis: [2], 3.34, Seite 60, 61).

(13.10) =X)V{<X)»YLX
Beweis. Man soll

(13.10) {V=afa(|R{X,R(Y)[)-{[R(Y)=R (v (XN]+[1=a(X)]}]} -
a{R(Y)=R(X)}=0

beweisen. Es ist f(Y,0)=[l —a(Y)]-a(Y)=0, f(Y,S:X)=0 nach (13.8).
Aus (13.9) und (13.10} folgt
(13.11) Y<Xea2=X)V (¥ <X).

Wir haben schon bemerkt dass R(Y)—=—R(X)=0 fiir Y < X ziemlich
unbequem fiir Beweise ist. Deswegen wollen wir eine, manchmal beque-
mere dquivalente Aussage fiir ¥ { X finden.

Setzt man in (829) V=R(Y) und U=R(X) und bemerkt man dass
a(R(X))=a(X) ist, so bekommt man

(13.12) [1=a(|R(Y) =R (X), R(Y) ~R(X) )] a(¥)-a[R(X)=R (V)] = O,
dh. die Aussage

(13.13) RY)=R(X)=R(Y)~R(X) & Y=0—>XY.
Weil aber nach (8.30)
(13.13) U+V=U+W—V=W

gilt, folgt aus (13,134, (13.13) und (13.6)

(13.13") X+R[R(Y)=—R(X)|=X+R[R(Y)~X] & YO0 —=X Y.
Aus ‘

(13.14) Y=X+Z&X+Z=X+U—-Y=X+U

folgt daraus endlich
(13.13") Y=X+R[R(Y)~X] & Y+=0—~X<Y.

Aber es gilt auch
(13.13%V) Y=X+R[RY¥)~X] & Y=0->X<Y,
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dh. die triviale Gleichung
{lma (|Y, X+R[R(Y) ~X] )} {1 =a(¥)} - a{R(X)=R(Y)}=0.

Wenn man die Gleichung (13.13'V) mit der ensprechenden Gleichung fiir
(13.13") addiert, bekommt man

(13.15) Y=X+R[R(Y)~X]—>XY.
Wir haben noch (13.14), dh.
(13.16) A=B & B=C — A=C
zu beweisen, dh.
(13.16)  {l=a(|4,B])}-{l=a(|B,C|)} a(}4,C])=0.

Diese Gleichung folgt aus (6.35), weil nach dieser Gleichung
[1—a(]|A,B)]-[1-=a(|B,C)]=[l—a(]4,B])]-[l=a(|4,C])]
ist, und {1 =—a(]A,C|)] -a(]A,C|)=0 ist.

Wenn man in (8.28) U=R(X) und V=R(Y) setzt folgt
(13.17) {1 =a[R(X)=R(V)]}-a(|R(Y)=R(X),R(Y) ~R(X)|)=0,
dh. die Aussage
(13.17) XLY—>RY)=~R(X)=R(Y)~R(X),
dh.

(1317 XLY = [RY)=R(X)]+R(X)=[R(Y) ~R(X)1+R(X)
und durch Reversion '
(13.17') XLY—=X+R[RY)=R(X)|=X+R[R(Y)~ X].

XY ist aber die Aussage R(Y)=[R(Y)=R(X)]+R(X), dh. die
Aussage Y =X+R{R(Y)=—R(X)}. Daraus folgt endlich

(13.18) XY =Y =X+R[R(Y) ~ X].

Aus (13.15) und (13.18) folgt die gesuchte Aquivalenz:
(13.19) X<Y <> Y=X+R[R(Y) ~ X].
(13.20) (1 —a[(Spt+U)=V]}-{l=a(V~U)}=0

Beweis. Durch Doppelrekursion.
Mit U=R(A), V=R(Y) wird (13.20)
(13.20") {1=—a[R(SpA)y=R(V)]}-{l —a(Y ~A)}=0
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weil «(R(Y) ~ R (A))=a(Y ~ A).

(13.21) {1 =a[R(A)=RY)]} {l —a[¥ ~v(A)]-a(A)}-a(4)=O.
Beweis. f(Y,SpA)=0 nach (13.20').
(13.22) {l—c[R(A)=Rw (Yl -aY) - a(ja(Y ~A),1)=0.
Beweis. Weil a(Y ~ A)-=1=0 ist, soll man nur
(1322  {1=a[R(A)=RE )]} -a(¥) a[l —a(Y ~A)]=0
beweisen. Es ist f(4,0)=0,f(A4,S.Y)={l =—a[R(A)=R(Y)]}:
ca[l == (S ¥ ~A)]. Nach (8.20) ist S¢¥Y ~A=[Y ~v(A4)]-a(4)+
+[1=0a(4)]-S:Y, also f(A,8:Y)={l —a[R(A)=—R(Y)]} - {1 =—a[¥Y ~v(A)]
-a(A)}-a(A)=0 nach (13.21).
Aus (13.22) folgt
(13.23) ALY —>a(Y ~A)=1.

Diese Aussage werden wir spiter beniitzen.

14. Jetzt fithren wir die Funktion p,(X), dh. das kleinste Y, OY<CX

fiir welches f(Y)=0 ist, ein. Wir beginnen mit n Hilfsfunktionen @7 (X),
v=0,...,n~1 die explizite durch

(14.1) 07 (X)= IT(x) = TI(8. X)= [1(X)- {1 =0y (. X)}
5 “f “f
definiert sind. (Vergl. die ensprechende Def. in [2]). Offenbar sind alle
©;(X) o-Funktionen und es gilt
(14.2) [1=0}(X)]-0}(X)=0, v=0,1,...,n—1.

Es gelten auch alle Gleichungen aus §6, mi Oy als «-Funktion.
ps (X) ist durch
pr(0)=0,
(14.3) ,
B (Sy X)=[1-=0F (X)] - ps (X) + OF (X)- S+ X, v=0,1,...,1~1

definiert. Obwohl diese Definition eine direkte Generalisation der ent-
sprechende in [2] ist, kdnoen wir in Beweisen keine Analoga der Technik
aus [2] verwenden. Auf ei:er einzigen Stelle (beim Beweis von (14.12))
konnten wir uns der Technik vom Herrn Goodstein bedieuen.
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Aus (14.3) und (14.2) folgen

e [1-=0F (X)] - oy (Sv X) = [1=- 05 (X)) - py (X).
0F (X) 1y (Sv X) =05 (X) - S X.

die fiir jedes v=0,1,...,n—1 gelten.
Wir betrachten jetzt die Funktion
(14.5) O (X) =1 (X) + R[R (X) ~ s (X))
Esist ®(0)=0 und ®(S. X)={{l —OF (X)] - w(X)+ 05 (X) - Sv- X} +
+R{R(SvX) ~[[1 =05 (X)]- s (X) + 07 (X)- S\ X]}.
Aus (8.32) folgt d)(S\.X):{p,(X)+R[R(SvXj~pf(X)]}-[1-:-@}'(X)]+
+{SvX+R[R(SvX) ~ SvX]} - 07 (X) und nach (8.17) und (8.7)
(145) (S X)={ (X)+R(R(S+X) ~w(X)}} - [1 =07 (X ] + 07 (X)- S+ X.
Nach (8.5) ist
(1457 R(SvX) ~ pr(X) = a[SeR(X) ~ 1 (X)]+ Sv+[R(X) ~ py (X)]-
Wir beweisen jetzt
(14.6) a(SyR(X)~Y)=a(S,. X ~Y).
Beweis. {(X,0)=1, f(X,S:Y)=a(R(X)~Y)=a(X~Y); ¢(X,0)=1
(X, $:Y)=a(X ~Y).
Also gilt
(14.6) a[ Sy R(X) ~ s (X)] =[S0 X ~ s (X)),
Wir beweisen noch
(14.7) {l1—a[l ~a(Sy X ~B)]} - {l =a(S: 8+ X ~B)}=0.
Beweis. F(X,0)=0,F(0,5:B)={1 —[1 —a(S,.~S, B)]} -
[1=a(S:Sy~B)]=0, weil S.~8uB=0; F(S:X,SuB)=F(X,Y).
Wenn also
(14.8) p(X)=1-=a[Sy X ~p(X)]
ist, so gilt p(O)= 0O und .
p(S:X)=1=-0{S.S: X~ (8$: X)} =
=1 a{SvSe X ~ [[1 =07 (X)] - ps (X) + OF(X) - Sc X]}
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was gleich
OH(X) - p(S:X)=0,
[1=07(X)]- p(Se X)=[1 = (S Se X ~ s (X))] - [1 = OF(X)]
ergibt, und durch Addition (weil (1 —a)+a=1)
P(SeX)=[1 = a(SySe X ~p (X)) [1 = OF(X)].

Aus (14.7) folgt
{1=afp(X)]}-alp(S:X)]=0,

was mit p(0)=0, nach (7.7), p(X)=0 ergibt.

Also ist 1 =—a[S. X~ p;(X)]= 0. Daraus folgt
(14.9) & (Sy X ~ 1y (X)) = & (Se-R (X) ~ (X)) = 1.

Somit verwandelt sich (14.5”) in

. R (SvX) ~ps(X)=Sv+[R(X) ~ns (X)],
also ist

(14.6) RIR (S¢X) ~ 1 (X) | =S R[R (X) ~pay (X)].
Damit verwandelt sich (14.5) in
(14.5") (S, X) =[S+ @ (X)]-[1 —6F (X)] + 67 (X) - S\ X.

Diese Anfangsgleichungen erfiillt aber ¥(X)=X, weil
[1=0f (X)]- S+ X + 07 (X)- Sv X =5\ X.
Also ist ®(X)=X, dh.
(14.7) X=ps (X)+ R[R(X) ~ps(X)].

Daraus und aus (13.9) folgt
(14.8) w(X) < X
Wir wollen auch
(14.9) by (%) <y (Sv X),
dh. die Gleichung
(14.9) #r (Sv X) = 1 (X) + R{R [t/ (Sv X)] ~ pr (X))
beweisen. Bezeichnet man die rechte Seite dieser Gleichung mit ® (X), so ist
® (X)=py (X)+R{[OF (X) - R (S X)+[1-=0F (X)] - R [y ()] ~ s (X))-
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Es gilt also

[1=07 (X)]- ®(X) = [1=0F (X)] - {py (X) + R [R (ps (X)) ~ps (X)]} =
(14.10)
=[1=07 (X)] ps(X),

07 (X) - @ (X) =05 (X) - {ir (X) + R[R (S X) ~ ps (X)]}-

und

Es gilt aber p/(X) <X und X SvX also auch ps(X) < S+ X, dh.

(14.11) SeX =1y (X)+R[R (Sy X) ~ s (X)]
und somit
(14.12) 07 (X)- P (X)=07(X)-S. X.

Addition von (14.10) und (14.12) ergibt
O (X)=[1=07 (X)] - ws (X) +0F (X)- Sy X =ps (v X)
womit (14.9') bewiesen ist.

Wir beweisen jetzt

(14.13) EZ[f(V)=01V (4 (X)=0),
dh. die Gleichung
(14.13') [[ls, (X)) ps(X)=0.

Beweis. F(0)=a,(0) -1, (0)=0, {1=—alF (X)]}-a(F(S:X))=
= {1 =Tl 1 X) - (g (X))} - [af(X) - 0y (Se X)- o [1 = OF (X)] - s (X) +OF (X) -
e X)) = {1 = (py (X)) Tt (X))} - e, (X) - 17 (S X) - 05 (X), weil
[1-=a(p (X)) - Ta, (X)]- T, (X) -1y (X) = O ist. Aber a (S X)- 0 (X)=
=0 (ScX) - [1 —as (Se X)} - [T, (X)= O und somit {1—a(F(X))}-
-o[F(S:X)]=0. w.z. b.w.

(14.14) [f(X) =0]—E¥[f(¥)= 0],
dh.
(14.14") [1—a (X)]-ILs, (X) = 0.

Beweis. F(O)=[1=—0a;(0)}:a;(0)=0, F(S:X)=[1-=-o;(S:X)]}-
- g (Se X) - e (X) = 0.

(14.15) E¥[f(Y) =0]—E¥T*[f(Y)=0],
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dh.
(14.15)) (=0, ()} [Ta, (X+2)=0.
Beweis. F(X,0)={1-=Tls (X} -Tla,(X)=0, F(X, $:2)=F (X, 2)
s (X +S¢Z) und nach (7.7) folgt F(X, Z)=0.
(14.16) EX[f(Y)=0] =0} (X)=0, v=0,..., n—1,
(14.16") {1=Ie, (X0} - 07 (X) =
Beweis. aus (14.1)
Aus (14.4) folgt

(14.17) (107 (X)]- o« (| (X), 9 (S+X))=0,
dh.
(14.177) 0F (X)=0 —ps (Sv X) =ps(X).

Aus (14.16) und (14.17") folgt
(14.18) EZ[f(Y)=0)—n (Sv X)=ps (X),
dh.
(14.18) (1Tl (X)] - @ (11, (S X), p(X)))=0

Daraus folgt
(1Tl (X +A)} - a(py (X +SvA), (X +A4)[)=0-

Weil, nach (14.15"), [l—--Haf(X)]-Haf(X+A)=O ergibt sich nach
Schema (12.4) ' :

(14.19) [1 == Tla, (X)]- @ (|3 (X +ScA), pr(X+A4)])=0.
Wir beweisen das Schema

a(B)-a(|X,Y])=0
a(B)-a(]Z,X|)=a(B)-(|1Z,Y])

(14.20)

Beweis. Aus (6.35) folgt
=X, YD]-a(|]Z,X])=[1=—a(X, Y]] -«(IZ,Y]).

Wenn man jetzt diese Gleichung mit «(B) miltipliziert und die obere
Gleichung (14.20) anwendet folgt die untere.
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Aus (14.19) folgt nach (14.20)
{1—'-Haf(X)}'a(H1/(X)’ pr(X+A)]) =

= {1 =TT (X0} - (' (X), 1y (X + S0 A) ).

(14.21)

Bezeichnen wir die linke Seite dieser Gleichung mit ® (X, A) so ist
®(X,0)=0 und nach (14.21) ®(X,S.A)=d (X, A)}also P(X,A4)=0.
Somit hat man

(14.22) [1=1lo, (X)] - o (s (X +A), 1 (X) )= O,
dh.
(14.22)) E¥[f(Y)= 0] —>w (X +A) =, (X).

Bemerkung. Der Beweis von (14.22") verfolgt den Beweis derselben
Gleichung in [2]. Nur der Beweis von (14.20) weicht vom Beweise des
Herrn R.L. Goodstein ab.

Man kann leicht beweisen
(14.23) XY=0 & X+0—>Y=0.

Aus (14.13') folgt dann
(14.24) pr(X) # O —EY[f(Y)=0].

Jetzt beweisen wir

(14.25) by (X) 3= 0 — [ (5 (X)) = O,
dh.
(1=[1 = a(p (X))} o, (v (X)) =0,
dh.
(14.26) o (pr (X)) - e, (17 (X)) = 0.

Beweis. F(0)=0, F(S:X)=a{[l=067(X)]-p (X)+0}(X) S X}
e {[1=0F:X)] 1y (X) + 0F(X)- S X}. Also ist F(S:X) von der Form

O (U) =a{[l =a(V)]- A +a(U)-B} Ty {[l —a(U)]- A +a(U)-B}=
=a(A)-Ma (4) - [1 = (V)] +(B) - Tg, (B) -« ().

Publications de I'Institat htém Mautique 4
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Somit ist, weil a(S:X)=1

F(S:X)=F(X) - [1=05(X)] + Ly, (S X) - 0F(X).
Der zweite Summand ist das leere Wort O, also gilt

{(1—a[FX)]}-a{F(S:X)}=0, t=0,1.., n—1, also F(X)=0.
Aus (14.24) und (14.25) folgt

(14.27) pr(X) £ 0 — ([, (X) = 0) & [T, (1, (X)) = O},
dh.
(14.27') pr(X) = 0 —Ilo, () =Tl (us (X)) = 0,
weil
(14.28) A=0&B=0—>A=B
gilt.
Wir beweisen auch
(14.29) pr(X) == 0 = f[ps(X)]= 0,
dh.
(14.29) a[pr (X)] - a7 [ (X)] = O.

Beweis. F(0)=a[p,(0)]- 0 (1 (0)]=a(0) - a;(0)=0, F(S:X)=
=a{[1=@F (X)] 1 (X)+07(X) - Se X} - as {[ 1 =OF (X)) 1y (X) + OF (X) - S X} =
=F(X)-[1=07(X)]+07(X) o/ (S: X)=F(X)-[1 —0F(X)]. Also ist
F(X)=0.

(14.30) {l —a[R(Y)=R(v(X))]}-a[R(Y) =~ R(X)]=0. o
Beweis. {(Y,0)=[1=—a(Y)]-a(Y)=0, F(Y,S:X)=0 nach (9.10).
Also gilt

(1431 {1=a[R(Y)=R{»[(X)}]} -« {R(Y) = R[1(X)]} = O,
dh.

(14.31) Y < vlpr ()] =Y < pr(X).

Weil p/(X) <X folgt aus Transitivitit von <
(14.32) | Y vl (X)] > ¥ <X,
dh.

(14.33) {1=a[R(Y)=R{v[i (X)]}]} - a[R(Y) = R(X)]=O.
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Diese triviale Gleichung wird uns doch vom Nutzen sein.
Jetzt beweisen wir
(14.34) {1=a[R(Y)=RX)]} - a{R(Y)=R[v(p; X))} - I (X)=O.
Beweis. ®(Y,0)=[1=a(Y)]-a(Y)-2s(0)=0, ®(Y,S:X)=
={l=a[R(Y)=R(S: X)I} - « {R(Y) = R(X)} - [T, (Sc X)] - ©F (X) +
+® (Y, X) o (Sc X) - [1 = OF(X)].
Es ist aber
e, (5:X) - 07(X) =Ta (X) - o (S X) - TTe,(X) - [1 == (S X)] = O,

also ®(Y,S:X)=@(¥,X) - (S: X)-[1 = 0F(X)]. Dieselbe Anfangsgleichun-
gen besitzt auch y(Y,X)=0.

(14.35)  {1=a[R(YV)=R{»[ps(X)}]} -1 = s (V)] =[1 =as(V)]- [l == a(V)].
Beweis. ®(Y,0)={1=—a(Y)}:[1 =—a;(Y)]=¥(Y,0); O,S:X)=
1= a[R(Y) = R{v [y (X)}]} - [1 == s (V)] - [1 == OF (X)) +
+{1=—a[R(Y)=R(X)]} - [l =—os(Y)]- ©F(X). Also ist, teilweise mittels
(14.34) und der Gleichung ©7(X)=Ils (X)-[1 = (S: X)),
D(Y,85:X)-a{R(Y)=R[v(i (X)]}=0

und

OV, S X) Al =a[R(Y) =R {v (e, (X)]}]} =
={l =a[R(Y) = R{v[p, (X)]}]} - {[1 = ar (V)] - [1 = OF(X)] +[1 = s (V)]

. 07 (X)) =D (Y, X),
weil

{1=a[R(Y)=R {v[p, (X))} - (1 =a[R(Y)=R(X)]} =
={1=a[R(Y)=R{v[p (X)]}]} +
+{l=a[R(Y)=R{v[n (X)]}]} -« {R(Y) =R (X)},
und der zweite Summand rechts gleich O nach (14.33) ist.
(14.36) [1=a,(0)]- I, (X)=O.
Folgerung:
(14.37) (1 =as(0)]-07(X)=0.
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Jetzt beweisen wir ,
(14.38) [1 = (0)] - afpes (X)] = O.

Beweis. F(O)=0, F(S:X)=[l1 —a;(0)] - a[ps(X)]-[1 = OF(X)]+
+[1—'-af(0)]n®}(X):F(X)-[l-'—@}(X)], also F(X)= 0.

(14.39) ol (X} - (1= (¥)]- [1 —(¥)] = O,
Beweis. F(X, O)=0 nach (14.38); F(X,S$.Y)=0.
(14.34)—(14.39) sind vorbereitende Gleichungen fiir

(14.40) Y < w(X)=f(Y)£0,
dh. fir die Gleichung

(1440 {1==a[R(Y)=R{v[w (X)I}]} - afps (X)] - [l = (Y)]=O.
Beweis. Nach (14.35) ist die linke Seite gleich
| [l =ay (V)] - [L=a(¥)]- alp (X)],
also gleich O nach (14.39).
- Wir beweisen noch
(14.41) fY)=0&Y <X —p(X) <X,
dh.

(14.41')

{1=a[R(Y)=R[v(X)]}} - a(X) - [1 =as (V)]
“a{[R [k (X)] = R(X)]+ [l =—a(X)]}=O.

Wegen a(X) - [l =a(X)]=0 soll man nur
(14.417) {1 = 0 [R(Y) = R (X))]} - (X) - [ = (V)] - e R (s (X)] = R(X)} = O
beweisen, was trivial wegen R[ps(X)]=R(X)=0 ist.

Wir bemerken noch dass aus (14.14) durch Negation

= E¥[f(Y)=0]—p/(X)= 0,
also

(14.42) AF[f(Y) =+ 0] > p(X)=0
folgt.

Aus den angefithrten Gleichungen kann man schliessen: ps(X) ist
das kleinste Wort Y, O Y < X, fiir welches f(Y)=0 ist, und wenn kein
solches Wort existiert so ist w(X)=0,



Rekursive Wortarithmetik 53

15. Wir kehren nochmals zur logischen Konstanten zuriick und
definieren

(15.1) LY[f(Y)=0] steht fir ps(X).

Es folgen:
(15.2) Lyp(Y)< X, [(14.8)),
(15.3) Ay=p(Y)—~[Lyp(Y)]=0, [(14.42)],
(15.4) Ly p(Y) == O —p(ps (X)), [(14.29)),
(15.5) p(Y) &Y< X—>L3piZ)<X, [(14.40)],

Wir bemerken dass aus (14.35) und (14.36)
(15.6) {1=a[R(Y) =R {v[p (X)} - {1=ar(Y)} - o) (X)= O
folgt, und daraus, durch Multiplikation,

(15.7) {1=a[R(Y)=R(X)]} - {1 =a[R(Y) =R {v [, (X)]I]} -
(l=—e,()]-ITe, (X)= 0.

Auf Grund von (14.34) folgt daraus

(15.8) {1=a[R(Y)=RX)]}-[1=0, ()] 1L, (X) =0,
dh.

(15.8") Y <X &p(Y)—~>EZp(Z).

Weiter gilt

(15.9) AYp(Y) = (Z< X —~p(2)),

dh. :

(15.9) [1—a(Ze, (X)]-[1=a{R(Z)=R(X)}]-a;(2)=0.

Diese Gleichung ist nimlich die bewiesene Gleichung (15.8) mit
1 —a; statt q;.

(15.10) ﬁj a(|X, Y +R{R(X)~Y}!)=0.

Y=0
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Beweis. Nach (11.29) und (9.10).
(15.10) sagt aus dass

(15.11) Av (Y < X)

gilt.

Wenn wir (15.8), (15.9) und (15.11) besitzen koénnen wir jetzt die
entsprechende Beweise des Herrn R. L. Goodstein aus [2], Seite 177, 178
und 179, wiederholen und

(15.12) AF(Y <X —=p(Y)) > A¥p(Y),
(15.13) EY(Y <X &p(Y) - EYp(Y),
(15.14) AV {p (V)= g (")} = (E¥p (Y) = E¥ q(Y)),
(15.15) A¥{p(Y) <> q(V)} —=(E¥p (V) «» E¥ q(¥)),
(15.16) AY(p(Y)—>q} > {E¥p (V) g},
(15.17) AVAZp(Y,2) > AZ AYp(Y, 2),
(15.18) EYEZp(Y,Z)«>EZEZp(Y, 2),

und

(15.19) E¥AZp(Y,Z)—~AZE¥p(Y, 2),
beweisen,

16. Bevor wir die Division der Worter behandeln, wollen wir eine
neue rekursive Definition einfiihren.

Definition 16.1. F(X,Y) ist mittels der reversiv umgesteliten Rekur-
sion definiert, wenn folgendes System von n+1 Anfangsgleichungen
vorhanden ist:

F(X, 0)=a(X),

(16.1)
F(X,8.Y)=b,(X,Y,F(Sv+X,Y)), v=0,1,...,n—-1.

Wir wollen beweisen dass diese Rekursion mittels umgesteliter Rekur-
sion eliminiert werden kann.

Sei F(X,Y) mittels (16.1) definiert. Wir setzen & (X,Y)=F (R(X),Y).
Dann ist & (X,0)=a(R(X))=A(X) und & (X, S, Y)=
=byv(R(X),Y,F(S++R(X),Y))=b(R(X),Y,P(S+X,Y))=B.(X,Y,® (S X,Y))
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v=0,1,..., n—1 also ist ®(X, Y) durch umgestellte Rekursion definiert.
Natiirlich sind A (X) und alle B, rekursive Funktionen wenn es a(X) und
alle b, sind. Jetzt ist F(X,Y)=® (R(X),Y) also wieder eine rekursive
Funktion.

Somit bringt reversiv umgestellte Rekursion kein neues Axiom in
unsere Arithmetik der Worter.

, 17. Wir definieren endlich r(X,Y) — den Rest bei der Division des
Wortes X durch das Wort Y, und ¢ (X, Y) — den Quotienten dieser Division:

(17‘1) r(O, Y)———O,
r(SpX,Y)=[Spr(X,¥)]-a(|Sur(X,Y),Y)), p=0,1,...,n-1.
(17.2) q (O, Y)= O)

g(Sp X, Y)=q(X,Y)+{l=—a(|Spr(X,Y), Y|)}, n=0,1,..., n—1.

Diese Definitionen entsprechen genau den klassischen Definitionen
der .rekursiven Zahlentheorie. Mit ihnen gilt

(17.3) ~ X=Y q(X,V)+r(X,Y).

Beweis. ¢ (0,Y)=0, ¢(SpX,Y)=Y . q(X,Y})+Y .
Al (|Spr (X, Y), Y DI+ [Spr (X, Y)] - a (| Spr (X, Y), ¥ )=
=Y. q(X,Y)+Sur(X,Y)=Spe (X.Y) nach (4.12) und (8.33).

Aus (17.3) ist ersichtlich dass r(X,Y) immer am Beginne des Wortes
X steht. Dazu gilt: ¢(X,Y) ist immer eine natiirliche Zahl, dh.

(17.4) So(g (X, Y))=q(X,Y).
Weiter folgt aus (17.3)
(17.5) r(X,¥Y)=0—>X=Y-q(X,Y).
Wir wollen jetzt
(17.6) X=Y-5,2)&Z+0—->Y <X,
dh.
(17.6)  {1=a(|R(X), R(Y) - 50(Z) )}« (R(2))- {R(Y) =R (X)} = O
beweisen. Dazu geniigt es zuerst
(17.6") {l—a(|UA+V|)}-a(V=U)=0

durch doppelte Rekursion nach V und U zu beweisen und dann folgt
(17.6’) aus

(17.6") M=o (U, V-552) )] a(Z)-a(V=U)=O.

Diese Gleichung aber wird durch einfache Rekursion nach Z, mittels
(17.6”) leicht bewiesen.
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Aus (17.5) und (17.6) folgt
(17.7) rX,Y)=0&q(X,V)=0—>Y¥ <X.

Also: wenn ein Wort X mit einem Worte Y fteilbar ist so liegt Y immer
unter X. Teilbarkeit kann nur bei Wortern auf derselben Faser stattfinden.

(17.8) F(s6(X), So) = O.

Beweis. f(0)=0, f(So X)=[Ser (5¢(X), So*] - a (! r(s0(X), Sy), O)=
=[S, f(X)] - a[f(X)]. Dieselbe Gleichungen erfiillt ¢ (X)=0.

(17.9) , r(X,0)=0,
also: jedes Wort ist durch das leere Wort teilbar.

Wir braucten noch einige Formeln iiber a(X). Es ist leicht
(17.10) [a(X)=0es>a(Y)=0]—a(X)=a(Y)
zu beweisen. Weil aber

a(JU,V )=0esa( R(U),R(V)|)=0

gilt, so folgt
(17.11) : al U, V' Yy=a( R(U),R(V)|).

Man beweist durch Umrechne:
(17.12) a(llU, V+Uj)y=a(V)
Daraus und aus (17.11) folgt o (| R(U), R(U}+ R (V)| )=a(R(V)), dh.

(17.13) Ca(IX, X+Y )=aly).
Jetzt konnen wir

(17.14) r{iX, X+Y)=X-a(¥)

beweisen.

Beweis. f(O,Y)=0, f(StX,Y)=r(S: X, X+(Sc +Y))=[Ser(X, X +
F(Se+Y N a(|Ser (X, X+(S: +Y), S X+Y ) =[S f(X, S +Y)]-
(| Sef(X,S:+Y), S X+Y|). Dieselbe Gleichungen fiir reversiv umge-
stellte Rekursion besitzt ¢ (X, Y)=X-a(Y), wenn man bemerkt dass nach
(17.3) a(|S: X, Sc X+ Y )=a(Y) und dazu a(S, +Y)=1 ist.

Aus (17.14) folgt
(17.14) rX,X)=0
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und iiberhaupt dass ein ‘Wort mit keinem Worte das nach ihm folgt
teilbar sei.

(17.15) r(Y+X, V) =r(X,Y).

Beweis. f(O, Y)=r(Y,Y)=0,f(S: X, Y)=[Scf(X, V)] a(| S f(X,Y), Y)).

Wir bemerken

(17.16) X-s50(SuZ)=X+X-50(Z)
und daraus
(17.16" Y $o(Z)+ Y=Y+ Y 5,(Z).

Jetzt konnen wir
(17.17) r{Y.s,(£),V)=0
beweisen.

Beweis. f(O,Y)=0,f(SuZ,Y)=r(Y+ Y -$4(2),Y)=r(Y 5,(2), Y)=
=f(Z,Y) nach (17.16") und (17.15).

Wir schliessen: das Produkt aus einem Worte und einer natiirlichen
Zahl ist durch jenes Wort teilbar. (Spezialfall: das Produkt zweier natiirli-
chen Zahlen ist mit jedem der Faktoren teilbar.)

Aus (17.17) folgt nach (12.12)

(17.17") X=Y5,(2)—>r(X,¥)=0.

Wir widmen uns jetzt dem Quotienten zu.
(17.18) g X, X+Y)=[1l=—a(¥Y}] -a(X)

Beweis. f(O,Y)=0, f(S:X,V)=f(X,Se+ V) +{l —a( S X,S: X+ Y|)}=
=fX,Sc+ V) +[1=a(Y]. o0, V)=0, ¢(S5: X, V)=0+[1l —a(Y)]=
=X, Sc+ V) +[l —al))), weil 1 =S+ ¥)=0 ist. Hier ist zum zweiten-
(und letzten) mal reversiv umgestellfe Rekursion angewendet.

Folgerung:
(17.18) ¢(X,X)=a(X), dh. ¢(0,0)=0 und ¢(Sp X,SpX)=1.
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(17.19) g(Y+X,Y)=q(X,Y)+a(Y).

Beweis. f(O,Y)=a(Y),f(S:X,V)=f(X,Y)+
+{l—a(|Scr(Y+X, V), YD) =f(X, V)+{l=—a(|S:r(X, ), Y|)}.
9(0,V)=a(Y), 9(ScX, V)= (X, V) +{l =a(]|Ser(X,Y),Y [)}.

(17.20) g(Y - 50(Z), Y)=5,(Z) - a(Y).
Beweis. (0, Y)=0, f(S:Z,Y)=q(Y+ Y -5,(Z),Y)=f(Z, Y)+a(Y) nach
(17.19). @(0, YV)=0, ¢(S:Z,Y)=a(Y) - SoSe(Z)=9(Z, Y)+a(Y).
Also gilt
X=Y -5,(Z)—>q(X,Y)=5,(Z)- a(Y)
und dann auch
(17.21y X=Y 5,(Z)&Y+E0—q(X,Y)=5(2) a(Y),
dh.
(17.21) [L==a(]X, ¥-50(2) )] a(¥)-a(1g(X, V), 5(2) - a(Y) )= O.
Aber es gilt
(17.22)  a(|A,B-a(Y)])=a(|A,B]) - a(Y)+a(A)-[l=—a(Y)]
und wenn man a(Y)-[l =—a(Y)}=0O beriicksichtigt folgt aus (17.21’)
(17.23)  [1=a( X, Y 5(Z) )] a(¥)-a(]q(X,¥),5(2)])=0,
dh.

(17.24) X=Y-5(Z)&Y = 0—q(X,Y)=5,(Z).
Aus (17.17") und (17.24) folgt
(17.23) X=Y 5,(D)&Y=0—->r(X,Y)=0&q(X,Y)=5,(2).
Mittels (17.17") beweist man leicht durch Rekursion nach A
(17.26) r(Y -sq(Z)+A,Y)=r(A,Y),
dh.
(17.26") X=Y -5(Z)+A—r(X,Y)=r(A,Y)
Daraus folgt
(17.27) X=Y se(D)+A&r'A,Y)=A—r(X,Y)=A.

Aus X=Y -g(X,Y)+r(X,Y) und den beweisbaren Aussagen
X=A+B&A=0—X=8B

(17.28)
X=A+B&X=B—>A=0
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folgt
(17.29) gX,)=0er (X, Y)=X.
Jetzt beweisen wir
(17.30) g(Y s (Z)+A,Y)=5,(Z)-a(Y)+q(A,Y).

Beweis. f(O,Y,Z)=q(Y -5, (Z), Y)=5,(2Z) -« (Y) nach (17.20).
f(SrA,YEZ):f(A,Y,Z;+{l-'—a(1S,r(A,Y), YD}' CF(O’ Y, Z):SO(Z)'C((Y),
O(SeA, Y, D)= (A,Y,Z) +{l—a(|Scr (A, Y), Y] )}

Aus (17.30) folgt
(17.31) X=Y 5 Z)+A&YFO0—>q(X,Y)=5(2)+¢q(A,Y)
und daraus
(17.31) X=Y-SG(Z)+A&Y#O&q(A,Y)zO-—-»q(X,Y)st(Z)

Daraus, aus (17.27) und (17.29) folgt endlich
X=Y 5(Z)+4&Y+0&q(A,Y)=0—
> (X,Y)=A & q(X,Y)=5,(2).

Diese Aussage unterscheidet sich etwas von der Aussage in der die
Bedingung Y0 & ¢(4,Y)=0 durch A <Y ersetzt ist, und die der
klassischen mehr édhnlich ist.

Weil aber r(A,A+R{R(Y)~A})=A-a(Y~A) und nach (13.23)
A<Y—a(Y ~A)=1, so bekommen wir auch
(17.33) X=Y -50(Z)+A&A<Y—>r(X,Y)=4 & q(X,Y)=35,(2).

Diese Aussage aber besagt weniger als (17.32).

(17.32)

Wenn wir
(17.34) QX)=L¥{Y £ 0 & X =5,(X) & r(X,Y) =0}
definieren, aus (14.40) folgt
(17.35) Xso(X)&Y+=0&Y <Q(X)—>r(X,Y)=0,
dh.: Wenn X keine natiirliche Zahl ist so ist Q(X) das kleinste Wort
==0 durch welches X teilbar ist.

Also, wenn Q(X)=X gilt, ist X ein Primwort. Weil aber nach (14.19)
r(X,Q(X))=0 gilt, kann man scnliessen dass jedes Wort, das keine
natiirliche Zahl ist, entweder ein Primwort ist, oder gleich dem Produkte
aus einem kleineren Primwort und einer natiirlichen Zahl ist. Fiir natiir-
liche Zahlen kann man die tibliche Faktorisation gewinnen.
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18. Wir glauben genug Tatsachen angebracht za haben um das
System der rekursiven Wortarithmetik genau beschreiben za konnen.
Natiirlich, stellt unsere Untersuchung den ersten Schritt im Studium dieser
Arithmetik. Fast alle Probleme der klassischen rekursiven Zahlentheorie
haben ihr Gegenstiick in der rekursiven Wortarithmetik. Doch, kann die
Verfolgung solcher Analoga nicht als Endziel derrekursiven Wortarithmetik
betrachtet werden. Diese soll vorwiegend als eine Maoglichkeit, den
Zugang zu der Theorie der Algorithmen ganz zu formalisieren, betrachtet
werden. Unter dieser Formalisation denken wir an die Mdoglichkeit alle
Aussagen iiber Worter eines Alphabets durch entsprechende Gleichungen
der rekursiven Wortarithmetik 2u ersetzen und jene Aussagen als Inter-
pretationen solcher Gleichungen zu betrachten.

Eine zweite Moglichkeit bezieht sich auf eine Vereinfachung der kon-
kreten Algorithmenprogramme. Wenn man nidmlich die rekursiven Wort-
funktionen als unmittelbar ,berechenbar betrachtet so kann man die
umstindliche Programme z. B. bei Markofischen Algorithmen (die dadurch
verursacht werden das eine einzige rekursive Wortfunktion bei den Umior-
mungen verwendet wird) durch einfachere, mit passenden rekursiven
Wortiunktionen, ersetzen.

Damit ist auch eine dritte Maoglichkeit, die der Verallgemeinerung
des Begriffes Algorithmus, eng verbunden. Dazu bemerken wir dass Herr
G. Asser schon frither ([6]) die Begriffe der primitiv-, allgemein- und
partiell-rekursiven Wortfunktionen eingefithrt hat, wobei sich seine primitiv-
rekursiven Wortfunktionen mit unseren decken. Wenn man den Begriff
des Algorithmus verallgemeinern will ist zweckmassiger die allgemein-
und partiell-rekursiven Wortfunktionen heranzuziehen. Diese Moglichkeit
wurde i1 einer gemeinsamen Arbeit von Herrn G. Asser und uns, die in
der Zeitschr. fiir. math. Logik und Grundlagen der Math. erscheinen wird,
untersucht.
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