SUR LA SOMMABILITE DES DEVELOPPEMENTS PROCEDANT '
SUIVANT LES FONCTIONS CARACTERISTIQUES
DE L’OPERATEUR DE LAPLACE

MANOJLO MARAVIC (Sarajevo)

1. Soit D un domaine ouvert et borné dans l'espace -euclidien
E.(n>>2). Soient P(x},x3,..., x0) et Q(x,,X,,..., x,) deux points dans
D, a dista=ce r, c.a. d. L

= Q- P = (= xl)f - (xy— X)  (x — xa)’s

Supposons que la frontiere B de D est suffisamment réguliére de
sorte que le probléme aux limites

Au+du=0 dans D

6y
u=0 sur B, o
olt
. nog2y
H(Q)Eﬂ(xl’xzy"-sxn); A&: E""”‘é‘"a
= ox;
admet une infinité de valeurs caractéristiques positives
O<h, <l =00, v—r 00,
avec les fonctions caractéristiques correspondantes
O (Q) 2:(Q) -, 20 (Q) e @)

Nous allons supposer que {$.-(Q)} forme un systéme orfhon’orm,é et com-
plet dans l'espace (L?) des fonctions f(Q) dont le carré est intégrable
dans D. '

Soit f(Q)EL2(D) et soit o
Q) ~ X a- D(Q), (3)
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oil

ay= f F(Q) +(Q) dVq,
D

dV, désignant I'élément de volume dans E,.

2. Plusieurs auteurs ont récemment appliqué au développement (3)
le procédé de sommabilité de Riesz (Bochner, Minakshisundaram, Titch-

marsh, Levitan et Avadhani), respectivement le procédé G¥ (Avakumovié
et Maravi¢) défini par

GF (%) = Z{1 - exp[(rv - x) x|} o

V\x

OLr <A < <My < vvs 00, 1= 00),
avec
0ol et »>0,

ou bien par
X

GF(x) = [{1-expl(t—x) =] a{A (),
0
ot A(t) est une fonction a variation bornée dans tout intervalle fini.
Ainsi, Minakshisundaram [7] a montré que si f(Q)€L2(D)
et k>n/2 la moyenne de Riesz (A, k) (du type A\ et d’ordre k) de (3) au
point P€ D ne dépend que du comportement de la fonction f au point P.

Titchmarsh [9] a démontré, que cela est vrai déja pour &k >n/2, et
Levitan [3] e¢ Avadhani [l] méme pour k> (n—1)/2.

Dans le méme ordre d’idées Avakumovié [2] a montré que si
f(Q)ELY(D) et n=2, la sommabilité-Gy de (3) est une propriété locale

lorsque 1/2<<8<1 et x>%(29—1)-1.

3. D’abord quelques notations et résultats dont nous avons besoin
dans ce qui suit:

(i) o*(x) est la moyenne de Riesz d’ordre & de A (¢) (A (0)=0), a savoir

ok (x) = f( —ﬂ) (A D).
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(i) fp(r) est la moyenne sphérique de f(Q) sur la sphére du rayon
r et du centre P, & savoir

fo ()= Ta/2) = [1(Per)de, @
S
ot
P+Er=(X?+E1’: xg—H;zr, veey x2+gnr)'

S étant la sphére unité

et doz étant I'élément de volume de S & (n—1) dimersions.

(iii)
g @) =21 ), (5)
dz

ott J.(2) est la fonction de Bessel de premiére espéce et d’ordre v [10].

(iv) Si 2>0 et si n est un entier nonnégatif, alors [8]
Jut12(2) = V2 (m2) 12 {P, (1/2) sin (z — an/2) + Qa(1/2) cos (z — nx/2)Y}, (6)
oit P, et Q, sont des polynomes en 1/z d’ordre au plus n tels que

P,—»1, @Q,—0, lorsque z— .

(v)
e s-+2m
I (2)=Js(i2) exp<~-- % RSi ) = 2_:0 n(zz'/(i):mﬁ)!

(7
(vi) Si s est un entier nonnégatif, alors la fonction modifiée de
Bessel d’ordre s [10] admet la représentation

1D (- D)n(s—m-1)!
K@=y X i zy—en

Cvesr & (z/2)stem
(= ,,,zz:om!(s+m)!

flog (5 2) - 5 ¥me - ¥eemin) ®

olt ¥ désigne la dérivée logarithmique de la fonction gamma.
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(vii) Si arg z§<%rr, alors [10]

(9)

Ky (2) ~ YV (22)12e~* {1 P S o\t Gt o }

1182 21(82)2

(viii) pp est la distance du point P de la frontiere B, et p est un
nombre satisfaisant-a 0 <p < pp.

Qp est l'intérieur de la sphére du rayon p dont le centre est au
point P.
(ix) Par définition
P
ao (1) = 2172 (T (n/2)}* f”/“ff"'z“‘ln/z(fW) {fe(r)—f(P)}dr. (10)
0
(x) Soit
0, si |Q-Pz=r2>p
g(Q)={ ov—n2g—ni2[ (4 1) rh—n2frid—p2 Jy 100 (rV 1),
si |Q-Pr=r<pret p>-12 (1)
et soit f(Q)€L2(D). (11) et (4) donnent [I]

ff(Q)g(Q)dVQ=
D

o
= Q0H1=n2T (. + 1) {T (n/2) ) ~1 tmd—p2 f rb=\ 2 gy e (PN E) fp () dr. (12)
! 1]
(xi) LEMME A [5). De
6t (x)=0(x"3), x— 0 (13)
résulte
6’ (x)=0(x"3), x—> o0 (14)

00 0< k<K et 0<8L 14k

(xii) THEOREME A [5]. De
ok (x)=0 {x—k1—9)}, x — 00 (15)
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résulte
G%(x):o(l), X — 00

- pour tout x>k, k étant un nombre naturel.

(xiii) Levitan [3,4] a démontré que
) :

§k(x) = Of (1 - i—)" d,{ S 4 b (P)~ ! F(Q) (2 7)=n2 (ol =2 (rvT?)va}z

VS

_ te=r—1)2)
=0|x 2 , X— 00, (16)

4, RESULTATS:

LEMME 1. Si la fonction a,(t) est sommable-Gy vers zéro pour un p
(O < p<pp), alors

H, = f {1—exp[(t—x) x—]y*@r) 7" -

0

. d’{ff(Q) it r_—n,anIZ(rVT)dVQ]=O(1)’ X —> 0o, (17)

Qo

LEMME 2. Si s est un entier nonnégatif et r >0, alors

F(r;x)=(2n)~~ "25"2f{1 —exp[(t—x) xS *d { (VI 1oy (rV )} =
0

=0(1), x— oo (18)
pour tout '
1/2<C0<1 et x>»~é— (2s+1)(20~1)-1. (19

LEMME 3. Si s est un entier positif et r >0, alors

X

T(f;x):(27‘)—3“”2"23'11{1“‘eXP[xf"—’f)x“"’]}xdz (Vs HRI L (rV ) =
0

=0(l), x-»00 (20)
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pour tout
17201 ef v >(s+1)(20-1)-". 21

En appliquant le résultat de Levitan (16), le lemme A, le théoréme A
et les lemmes 1, 2 et 3 jai démontré le théoréme suivant sur la somma-

bilité-G¥ du développement (3).

- THEOREME. Soit f(Q)€L2(D) et soit

12<0<1 etx>év(n+l)(2e~1)“1. (22)

Pourque la série Ta.®..(P) soit sommable-G% vers f(P), il est néces-
saire et suffisant que pour un p(0<p<pp) la fonction oy(t) soit som-
mable-G¢ vers zéro.

Donc, si 6 et x satisfont a (22), la sommabilité-G¥ du développe-
ment (3) au point PED est une propriété locale de la fonction f(Q)€L2(D).
Cette propriété locale de la fonction f(Q) est ici exprimée par

f{l —exp[(t—x) xSt dag () = 0 (1), x— co.
0

Ce théoréme j'ai déja démontré dans [6] en s’appuyant sur les résul-
tats d Avadhani [1] sur la sommabilité de Riesz de (3). Ici, je pait des
résultats de Levitan, ces derniers étant plus commode pour déterminer
les intervalles (22) pour 6 et %, car dans ce cas on peut faire I'usage du
lemme A.

5. Démonstration du lemme 1. Sans restreindre la généralité, on peut
supposer f(P)=0. Pour n=0 de (11) et (12) suit

(2r)—n2 f F(Q) ¥4 r—a2 J (PN T) d Vg =
Qp
P
= Q1-n12 (T (n/2)}—1 4 f P21 o (PVT) £ (r) dr = cto (£).
0
En tenant compte de I'hypothése faite sur la fonction «,(f), résulte
Paifirmation.
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Démonstration du lemme 2. Or, d’aprés (5)

VD ey (VD) = 2V D0V ) (23)
de sorte que

F(r;x)= é—(?n)"s"l e J’ (1—exp[(t—x)x=]*(rVI)sd, (FVT) dt. (24)
0

Pour évaluer (24), nous envisageons lintégrale curviligne dans le plan
complexe w,

H=(2ni)~1(2n)=—1 r=25 §{1 — exp[(w—x) x=0* (V= w) K(rV —w)dw. (25)

w]m=x

En tenant compte de (7) et (8) on obtient

2K, (2)=(~ 1)+t exp(~ é—sni) = J,(i2) logz+C, (%), (26)

oit C,{(z?) est une fonction entidre. En introduisant z=rY—w dans (26),
résulte

(Y —-w)lKs(rV—w)= ‘}g‘“(f\’i—t;)”s(fv_ﬁ'—)*og (=w)+C(w),  (27)

C(w) étant une fonction entiére.

En utilisant (27), (25) prend la forme

H= —(4ri)~—1 (2r)~s-1r-2 § {1—exp[(w— x) x=]}*(rVw ) Js (r¥ w) log (—w)dw.

jwl==x

En intégrant le long du circle [w]|=x et la partie positive de I'axe réelle
t, on obtient

H= «%(2::)‘3‘1 - f (1 - exp[(t—x)x= (V¥ Js (V) dt = — F(r;x). (28)
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Par conséquent, 1'évaluation de l'intégrale (24) est ramenée 2 celle
de (25). En posant w=xe® dans (25), il suit

H=2r)-s"2r~sxi+si2exp(— —; swi) -

2

- [(1 ~explxi= (exp (3i) ~ DI} exp[(1 +5/2) @il K, (¥ = X exp (91) ) d- (29)
0

En tenant compte de (9), résulte
(Ko (rV = xexp (pi))i < Mr=12 xexp (i) | exp {—rR(V —xexp(vi))} =
<M =32 x=lexp { — r{ xsin(p/2)},
oit R(z) désigne la partie réelle de 2.
Or, [2]
[ 1--exp {3172 exp (pi) 1]} < 6.x1-2sin (p/2),
de sorte que

2n
H My r—s—12 xS!2‘f‘3!4’H’—0)7-fsin7~ (9/2) exp { —rV x sin(p/2)} dp=
0
yve 1
K AM, s xs:2+3:4+ﬂ-em( f + f ) (w* exp (¥ x u) (1 — u?)='?) du=
9 VT 7
L Qi+ Qs (30)
D’abord
e V2

fu‘/» exp(-rVxu)(1—u2)y2du< V?fu* exp(—~rV¥ x u)du=
0

rVxz

VT (rV x )1 f trexp(—1)dt <
0

x©

<V (rVx )%t f thexp (—1)dt =
L]

LKV2 T+ 1) r—#-1x-twthyz)
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de maniére que
Qy < M, r—s=%-382 xsi2H14-(—1/2%.

Donc, r > 0 entraine
Qi=0(1), x—» (31)

pour tout 8 et » satisfaisant a (19).

Ensuite
1 1

fu"ﬁ exp (—rV x u)(1—u)~12du < exp(—rYy x/V2) f (1 —u2)-"2dy=
1/1/172* 0

< ;4 mexp(—rVx/V2).

Ftant donné qu’on peut toujours déterminer un a,=x,(r) de sorte que

exp(—rVx/V2)<r-%1x-t+b2 pour tout x> x,,
on a

d Qs < My r—s=%=32 xs2H14—26-12  pour tout x > x,
‘ol
Q:=0(1), x—2o00 (32)

pour tout & et » satisfaisant a (19).
De (30), (31) et (32) résulte alors
H=-F(r;x)=0(l), x— o0 (33)
pour tout @ et w satisfaisant a (19), ce qui démontre le lemme 2. |

Démonstration du lemme 3. Afin d’évaluer

X

G¥(A;%) = f {1-exp[(t—x)x—*]}*d{A (1)}, (34)

. 0
ou

A(ty=(rV) 2RI (rVt),
nous allons évaluer

c"(A;x):f(l ~—;-)kd{A(t)}. (35)
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En intégrant (35) k fois par parties et en appliquant chaque fois la formule
(23), on obtient

of(A;x=(2r-2)k—1 gl x =k f (rV £y 120 1 (rVT) dt. (36)
0

De (6) résulte que 1'évaluation de (36) se raméne A I’eévaluation des
intégrales de la forme

S(r;x)=x"‘f(r\/7)s+’<‘1sin (rVt)dt, (37)
et ’
C(r; x) =x—kf(rv7)s+k—1 cos (rV1) dt. (37")
0
Or, il est facile a voir que
NP ki —vsak [ €os(rVx) sin(ry x)
S(rx)=2r-2(s+ k) lx—*(r{x o+ [ TR TR
— QS_EVET) , 81 s+k est pair
cos (rV x) .. (r¥x)
(s+k=2)1(rV x 2 sin(rVx)| o
W , 81 s-+k est impair.

Donc,
S(r;x)=0 (x=G¢=92);  C(r;x)=0 (x~*=92), x— oo,

Par conséquent,
6" (A;x)= 0 (x~¢*=92) = o (x—k—s—€)2) x—3 0o (38)
pour tout e > 0.
Afin que de (38) résulte
Gy (A;x)=0(1), x—- oc, pour tout x > £, (39)

il faut, d’aprés le théoreme A, que

;_ (k—s—e)=k(1—0), cad k=(s+e)-(26-1).— (40)
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Or, il est toujours possible de déterminer e=¢e(8) dans (0,1) de sorte
que k soit un entier. Alors on a (39) pour tout 0 et x satisfaisant a (21)

ce qui démontre le lemme 3.

Démonstration du théoréme. Sans restreindre la généralité soit f (P)=0.

D’une part, d’aprés le lemme A,

o (x)=o {x~ k-@—DR2}  x_, oo
entraine
glil+t (x) =0 {x-(k—(n—l)/Z)/Z}’ X —> 00
et, d’autre part, d’aprés le théoréme A, de

otk (x) = 0 {x—UH+D=8) x5 oo
résulte
G¥(x)=0(1), x - oo pour tout x> [k]+1.

Par conséquent, afin que (42) entraine (43), il faut que
—é-{k——(n-l)/z}=([k]+1)(1—e), Qo 6=1 -
Etant donné que k > (n- 1)/2, de (44) résulte que

1/2<9< 1.
En posant k={k]+8, ott 08 <1, on obtient

[4]+1 =—;—(n+1~26)(26-1)“‘.
Dong,
[K]+1 <é—(n+1)(29-1)-1
de sorte qu'on a x> [k]+1, si

x>%(u+1)(29—1)‘1.

k—(n—-1)2
2k +1)

(41)
(42)

(43)

(44)

(45)

(46)

D’aprés le théoréme A et (16), on a pour tout @ et x satisfaisant 2

(45) et (46)

f {1 exp[(t— x) x—9])* dy {kE tavd)\-(P)—

v 5

- f £(Q) (2r)=n2 714 =112y (1Y 1) dVQ}zo(I ), X~ 00
D

c.a.d.
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2 {l-exp[(h—x)x—}*a, . (P) =
AKX

= [ -expl(r—) sl @) | [1(Q) 4 da(rV ) Ve |+ (1) -
0 D i

X

- f{l—exp[(t—-»x) x—9]}7-(2n)'”/2d,{( f +

5 Go
+f )f(Q)t"“r—"/zj,z/z(r\/?)dVQ]+0(1):H1+H2+0(1), X0,  (47)
D—0p
Or, d’aprés le~ lemme 1,
H =0(l), x—> oo. (48)

Il reste a évaluer I'intégrale

x

Hy= [(1—expl(=0x @ 2a| [ F(Q 2 (V1) aVe -
0 D—-Qp

X

= f 1(Q) dVq(2my—n2r=n [ {1—exp[(t — x) x~O)d, (N TV R ne (rV 1)} =

D—Qp 0

= f F(Q) W (r; x)aVyq, (49)

D-—Qp
ol
W(r; x)=(2r)="2rn f {1—exp[(t—x) x=0]}%d,{(rV "2 Jna (rV 1)}
0

Supposons d’abord que n est pair, c.a.d. n=25+2, s=0,1,2,... Etant
donné que r >0, du lemme 2 résulte

W (r; x) = (@n)=s~1 f“"”f{l —exp[(t—x) x O d {(rV )+ S 1 (rV 1)} = 0(1),

X—> o (50)
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pour tout

12<6<1 et x> ~;—(28+1)(29— 1)t = é (n-1)(25-1)-,

Si n est impair, c.a.d. n=2s+1, s=1,2,3,..., Tlapplication du
lemme 3 nous donne * . : .

W (r;x)= (2ny—s-12 =21 f{l —exp [(t—x) xS d {(rV 1) PRI rV E)) =
0

=0(l), x o0
pour tout

1/2<0<1 et x>(s+1)(20 1)-1= f;—(n+l)(29—l)‘1. (51)

De (49), (50) et (51) résulte

Hy=0(1), x— oo (52)
pour tout
1/2 << <1 et x>—é—(n+l)(29~1)“1.

Enfin (47), (48) et (562) donnent l'affirmation du théoréme.

(Recu le 1 octobre 1960)
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