Grundlegendes zum axiomatischen Aufbau der
speziellen Relativitadtstheorie.

Von
M. RADOJCIC.

Einleitung.

Fir den mit ,Relativitiistheorie* bezeichneten Zweig der
neueren Physik ist das kritische Eingehen in Begriffe und Zu-
sammenhinge, die man vorhin a priori hinnahm, besonders cha-
rakteristisch. Vor allem handelt es sich um das Trennen desje-
nigen, das in der dusseren Natur wahrhatt vorliegt und sich durch
physikalische Erscheinutgen dem Menschen kundgibt, von dem-
jenigen, das genauer betrachtet in den physikalischen Erschei-
nungen gar nicht enthalten ist, sondern, den menschlichen Denk-
gewohnheiten gemédss, hinzugedacht wird. Dieses Hinzuge-
dachte hat gewiss einen Zweck: Einerseits erleichtert es die Bil-
dung gewisser Vorstellungen iiber die Dinge, anderseits ermog-
licht es den Methoden der Mathematik eine freiere Anwendung;
da es aber nicht aus den Dingen selbst hervorquillt, kann es
sich mit dem Fortschritte der experimentellen Wissenschaft als
unzuldnglich erweisen.

Das geschah eben mit dem physikal'schen Zeit- und Raum-
begriffe. Der entscheidendste Schritt ward vollzogen als Ein-
stein, die Unzuldnglichkeit der apriorischen ,absoluten Zeit“
zur Beschreibung gewisser physikalischen Vorgidnge erkennend,
einen Zeitbegriff einfilhrte, der sich auf Erscheinungen griindet
und folglich mit diesen im Einklange steht. In der allgemeinen
Relativitdtstheorie wurde nachher auch der Raum auf erschei-
nungsmdssige Grundlagen gestellt, indem statt der a priori an-
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gewandten Euklidischen Geomelrie eine aligemeine, stetige Raum-
Zeit-Mannigfaltigkeit herangezogen wurde, deren Eigenschaften
von physikalischen Verhiltnissen abhidngen.

Aber gerade im Begriffe der stetigen Raum-Zeit-Mannigfal-
tigkeit begegnet uns wieder ein breites Feld von Vorstellungen,
die, streng genommen, nicht aus den Erscheinungen stammen,
sondern bloss hinzugedacht werden. Ein Beispiel wird das ge-
meinte am bessten erkldren:

Es entstehe aneinem Orte A der Aussenwelt ein augenblick-
licher Lichtstrahl A und dieser werde an einem anderen Orte B
wahrgenommen. Die beiden Orte sind eigentlich durch materi-
elle Kdrper gegeben, ausser denen kein physikalischer Licht-
strahl entstehen und keiner wahrgen o mmen werden kann,
Der Einfachheit wegen denken wir die beiden Korper klein in
Bezug auf ihre gegenseitige Entfernung und nennen sie ma-
terielle Punkte. Der Raum zwischen A und B sei leer,
d. h. frei von materiellen Korpern. Nun stellen wir uns gewohn-
lich vor, dass sich der Lichtstrahl 2 von A bis B im Raume ,fort-
pilanze“. Aber diese ,Fortpflanzung“ ist eigentlich durch keine
Erscheinung gegeben, — wie es z. B. die Bewegung eines
fallenden Steines, oder die Fortpflanzung einer Kreiswelle an der
Wasseroberfliche ist. Wenn wir dennoch von der ,Fortpflan-
zung“ des Lichtstrahles & sprechen, und mithin von einzelnen
,Orten“ zwischen A und B, an denen sich A auf seinem Wege
von A nach B, augenblicklich belindet, so fithren wir in unse-
ren Vorstellungen ungefihr das folgende Experiment aus:
Wir bringen einen bloss vorgestellten, materiellen
Punkt X in den ,Raum“ (den wir uns sogleich hinzugedacht
haben als wit das Wort ,Ort* horten), wir unterschieben sozu-
sagen den materiellen Punkt X dem Lichtstrahle 2 auf seinem
Wege. Da aber X ein materieller Punkt sein muss, heben
wir ihn sogleich auf weil der Raum zwischen A und B, nach
Voraussetzung, leer ist. Mann kann auch sagen, dass wir den
leeren Raum mit einer abstrakt hinzugedachten Ma-
terie ausfilllen, die uns in gewisser Hinsicht berechtigt,
ihn dennoch als leer anzusehen.

Ahnlich ist es immer, wenn vom leeren Raume, in dem sich
Licht ausbreitet, die Rede ist, gleichgiiltig ob der Raum Eukli-
disch ist, oder nicht. Diese Ausbreitung ist, samt dem leeren
Raume, streng genommen, keine physikalische Tatsache. Der
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,leere Raum* ist, wie gesagt, ein mit erdachter Materie ausge-
fillter Raum, in dem die Lichtausbreitung und alles iibrige
Geschehen stetig verfolgt werden kann., Wir brauchen ihn,
um die Unstetigkeit, die in der Natur ncben der Stetigkeit wal-
tet, auszuwischen und eine liickenlose Stetigkeit an ihre Stelle
zu setzen, ohne der die mathematische Analyse, die auf Ste-
tigkeitsbegriffen beruht, die Anwendungsmoglichkeit verlore.

Auch die stetige Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit ist, im Grunde
genommen, eine Weiterfithrung der angedeuteten Gedankenkon-
struktion. Durch die Hinzufiigung einer vierten Dimension wird
jeder materielle Punkt in eine Linie verwandelt, deren Punkte
augenblickliche Lichtereignisse im betreffenden materiellen Pun-
kte darstellen. Es ist also in dieser Mannigfaltigkeit ausser der
Vorstellung eines ,materieerfiillten leeren Raumes“ noch in
gewissem Sinne die einer Materie enthalten, in der sich an je-
der Stelle, unaufhorlich Lichtereignisse abspielen, d. h. die von
(in materiellen Punkten staitfindenden) Lichtereignissen zeit-
lichund rdumlich ganz erfallt ist.

Durch diese Bemerkungen wollten wir bloss einen der lei-
tenden Gesichtspunkie des vorliegenden axiomatischen Aufbaues
andeuten, Wir werden von einigen elementaren Erfah-
rungstatsachen der Physik, die dann in den Axiomen
ihren Ausdruck finden, ausgehen, um aus ihnen allmihlich die
Begtiffe und Zusammenhinge der speziellen Relativitatstheorie
abzuleiten. Dabei wird kein Raum, keine Zeit und iberhaupt
keine stetige Mannigfaltigkeit, in der die physikali-
schen Elemente ,eingebettet" wiren, vorausgesetzt. Ausser den
zeillichen Begriffen sollen also auch die geometrischen und mit-
hin auch die Bewegungsbegriffe erst vom Grunde aus aunfge-
baut werden. Gegeben sind nur physikalische ,augenblick-
liche Ereignisse* die in ,materiellen Punkten*
,stattfinden“ und wieder in ,materiellen Punkten“ ,er-
scheinen® Als Erscheinungsmittel gilt das Licht, allgemei-
ner: die ,Ausbreitung elektromagnetischer Schwingungen® und
zwar im ,leeren Raume“.

In der vorliegenden Arbeit konnten nur die allerersten
Grundlagen aufgestellt werden. Sie enthalten das Axiomensy-
stem und elementare Sidtze, die sich auf vormetrische Zu-
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sammenhinge beziehen. Ubrigens mag es erwihnt werden, dass
ihr Geltungsbereich nicht an den der speziellen Relativititstheo-
rie gebunden ist. Der Metrik (,Lichtmetrik*), die darauf folgen
soll und die unifer anderem auch zu den Lorentztransiormatio-
nen fithrt, werden wir eine besondere Arbeit widmen, Eine Kri-
tik der Axiome, die sich auch mit ihrer Widerspruchsireiheit und
Unabhangigkeit befassen wiirde, muss ebenfalls auf eine spitere
Arbeit verschoben werden

Was andere Arbeiten anbelangt, die sich mit der Grundle-
gung der Relativilatstheorie befassen, bestehen, meines Wissens,
nur zwei, die der vorliegenden Arbeit in gewissen Punkien
geniigend nahe kommen, so dass sie an dieser Stelle erwéhnt
zu sein brauchen, Das sind: C. Carathéodory, Zur Axio-
matik der spezicllen Relativitdtstheorie (Berliner Sitzungsberichte
1924) und H. Reichenbach, Axiomatik der relativistischen
Raum-Zeit-Lehre (,Die Wissenschaft, Bd. 72, Vieweg 1924). Die
Berithrungspunkte mit der Arbeit Carathéodorys beziehen
sich auf seine Axiomgruppen I und II (der ,Zeitfolge“ und der
,Lichtausbreitung®). Ein grundsitzlicher Unterschied erscheint
aber in der Axicmgruppe llI, die einen dreidimensionalen Raum
yvon aussen® einfithrt und in dem die materiellen Punkte ein-
gebeltet vorausgesetzt werden. Die Berithrungspunkte mit dem
Werke Reichenbachs beziehen sich hauptsichlich auf me-
trische Zusammenhidnge; von ihnen wird in einer ndchsten Ar-
beit die Rede sein.

1. Die fiinf Grundbegriffe und die sechs Axiomgrixppen.

Der vorliegende axiomatische Aufbau unseres Gegenstan-
des setzt allein Begriife der reinen Mathematik ohne Geometrie
voraus. Zu diesen Begriffen treten nun insgesamt liinf neue
Grundbegriffe hinzu; alle iibrigen Begriffe werden aus diesen
abgeleitet.

Erkldrung 1. Wir denken zweierlei ,Dinge“ und drei-
erlei Grundbeziehungen zwischen diesen ,Dingen®; die einen
.Dinge“ nennen wir maferizlle Punkfe und bezeichnen sie mit
A, B, C,...; die anderen nennen wir augenblickliche Ereignisse
und bezeichnen sie mit «, B, y,...; die Grundbeziehungen zwi-
schen materiellen Punkten und augenblicklichen Ereignissen be-
zeichnen wir mit den Worten ,erscheinen“, ,statifinden“ und
SJriiher”.
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Erkldrung 2. Die Menge aller materiellen Punkie und
augenblicklichen Ereignisse, die infolge der genannten drei Grund-
beziehungen mit einander verkniipit sind, werden wir einfach
eine Mannigfoltigkeit nennen.

Die genaue und fiir unsere Zwecke hinreichende Beschrei-
bung der gegenseitigen Beziehungen zwischen den augenblick-
lichen Ereignissen und materiellen Punkten erfolgt durch zwolf
Axiome. Diese Axiome konnen wir in sechs Gruppen teilen und
diese Gruppen in folgender Weise benennen:

I Axiom des Erscheinens,

II 1—2. Axiome des Stoftfindens,

I 1—3. Axiome der zeitlichen Anordnung,

I\Y% Axiom des Ankniipfens,

V 1—4. Axiome der Homogenitdt,

VI Axiom der Stetigkeit.

Bemerkungen. Statt von augenblicklichen Ereignissen,
wird in anderen Schriften oft von ,Signalen® oder ,Lichisigna-
len* gesprochen. Da aber das Wort ,Signal“ die Bedeutung ei-
nes vom Menschen absichilich erzeugten Ereignisses hat (das
nicht einmal augenblicklich sein braucht) und wir die Tatsachen
bloss beschreiben wollen, ohne nach den Ursachen ihrer
Entstehung zu fragen, scheint es uns besser das Wort ,Signal“
zu vermeiden. — Es bedarf wohl kaum einer Erwdhnung, dass
unsere Mannigtaltigkeit mit der vierdimensionalen Raum-Zeit-
Mannigfaltigkeit schon deshalb nichts zu tun haben kann, weil
sie in der Regel keine stetige ist; ihre Elemente sind nicht
»Punkte®, sondern materielle Punkte und ausserdem augen-
blickliche Ereignisse. Wir setzen iiberhaupt keinen Raum und
keine Zeit voraus und werden von keiner stetigen Mannigfaltig-
keit sprechen, in der die materiellen Punkte und die augen-
blicklichen Ereignisse ,eingebeltet* wiren. — Es sei noch aus-
driicklich bemerkt, dass die verschiedenen materiellen Punkte und
augenblicklichen Ereignisse, von denen in einer Erkldrung, in
einem Axiom oder in einem Satze die Rede sein wird, stets ei-
ner und derselben Mannigfaltigkeit angehdren.

2. Axiom des Erscheinens.

Das Axiom des Erscheinens begriindet eine Beziehung zwi-
schen den augenblicklichen Ereignisser einerseits und den ma-
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teriellen Punkten anderseits; dabei wird der Grundbegriff ,er-
scheinen® erkldrt.

. fedes augenblickliche Ereignis erscheint in jedem mate-
riellen Punkte.

Das Erscheinen eines augenblicklichen Ereignisses « in
einem materiellen Punkte A (d. h. die Tatsache, dass a in A er-
scheint) werden wir mit «A bezeichnen und auch augenolick-
liche Erscheinung nennen.

Bemerkungen. Das Axiom | besagt, dass unsere au-
genblicklichen Ereignisse, die ,Lichtereignisse“ sind, sichibar
sind und dass die materiellen Punkte, wegen ihrer ,Punktior-
migkeit*, nie die Sichtbarkeit wegschaffen konnen. — Es wiirde
hier auch die Tatsache gehoren, dass die augenblicklichen Erei-
gnisse nur in materiellen Punkten erscheinen. Damit wire das
Wort ,erscheinen noch niher bestimmt, aber nicht im Sinne
einer Beziehung zwischen augenblicklichen Ereignissen und ma-
teriellen Punkten, weswegen diese Tatsache in unserer Darstel-
lung nicht zu den Axiomen gezdhit werden kann.

3. Axiome des Stattfindens.

Auch die Axiome des Stattfindens begriinden eine Bezie-
hung zwischen den augenblicklichen Ereignissen einerseits und
den materiellen Punkten anderseits; dabei wird der Grundbegriff
,Stattfinden® erkldrt.

I 1. Zu jedem augenblicklichen Ereignisse gibt es einen ma-
teriellen Punkt, in dem dieses augenblickliche Ereignis statifindet.

Il 2. Zu einem augenblicklichen Ereignisse gibt es nicht
mehr als einen materiellen Punkt, in dem dieses augenblickliche
Ereignis staftfindet.

Das Stattfinden eines augenblicklichen Ereignisses o in ei-
nem materiellen Punkte A (d. h. die Tatsache, dass o« in A statt-
findet) werden wir mit A« bezeichnen. Falls « ausserdem in ei-
nem materiellen Punkie B erscheint, werden wir AaB schreiben.
Falls mehrere augenblickliche Ereignisse nicht miteinander ver-
wechselt werden konnen, werden wir statt Ao« und AaB kurz A,
bzw. AB schreiben.

Bemerkung. Anschaulich gesprochen, driickt II 1 die
Tatsache aus, dass die ,sichtbaren Ereignisse® von den mate-
riellen Gegeunstinden herrithren. I 2 bringt eine naturgemisse
Vereinfachung des Begriffes des augenblicklichen Ereignisses.
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Der nachstehende Satz sei als eine unmittelbare Folgerung
aus den Axiomen I und Il 1 ¢rwéhnt:

Satz 1. Jedes augenblickliche Ereignis erscheint auch im
materiellen Punkte, in dem es stattfindet.

4. Axiome der zeitlichen Anordnung.

Die Axiome der zeitlichen Anordnung begriinden eine Be-
ziehung zwischen den augenblicklichen Erscheinungen in einem
materiellen Punkte; dabei wird der Grundbegriff ,friiher“ er-
klart.

IIl 1. Erscheint in einem materiellen Punkte ein augenblick-
liches Ereignis o jrither als ein augenblickliches Ereignis 3,
dann sind o und B zwei verschiedene augenblickliche Ereignisse.

Il 2. Erscheint in einem materiellen Punkte A ein augen-
blickliches Ereignis « jrither als ein augenblickliches Ereignis
B, dann erscheint in A nicht B friither als «.

Erkldrung 3. Erscheinen in einem materiellen Punkte
A zwei augenblickliche Ereignisse « und 8, und zwar o nicht
frither als B und B nicht frither als «, so werden wir sagen: «
und B erscheinen gleichzeitig in A.

Il 3. Erscheinen in einem materiellen Punkte A drei augen-
blickliche Ereignisse o, B, v und zwar o friither als 8, B friiher
als v, dann erscheint in A auch o frither als y.

Erscheinen in einem materiellen Funkte A drei augenblick-
lichz Ereignisse «, B, v und zwar o und g gleichzeitig, B und
y &leichzeitig, dann erscheinen in A auch o und y gleichzeitig.

Statt zu sagen: in A erscheint « frither als 8, werden wir
auch sagen: in A erscheint g spédter als a.

Statt zu sagen: in A erscheinen « und B gleichzeitig, wer-
den wir auch sagen: in A erscheint « gleichzeitig mit
B, oder: in A erscheint « im Augenblickeda gin 4
erscheint, oder kiirzer: in A erscheint « im Augen-
blicke ,BA“; usw.

Erscheint « in A frither, oder spiter als 3, so werden w'r
schreiben aA<BA, bzw. adA>BA4; erscheinen o und 8 gleichzei-
tig in A, so werden wir schreiben ad =BA.

Aus den Erklirungen der Worte ,spiter und ,gleichzei
tig¢ folgen die Beziehungen: Ist aA=pBA, so ist BA =ad; ist
dA<BA, so ist BA>ad; ist aA>BA, so ist BA<cA.
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Erkldrung 4. Falls im materiellen Punkte A, in dem «
friither, oder spater als B erscheint, « oder 3, oder beide stait-
finden, werden wir auch sagen: « findet in A friiher, bzw. spd-
ter statt, als § in A erscheint usw., und werden dafiir Aa<<pA,
baw. Aa>BA usw. schreiben. — Falls « und B gleichzeilig in
A erscheinen, werden wir in solchen Fillen sagen: o« findet in
A stait, im Augenblick als B in A erscheint usw. und werden
dafiir Aa=BA usw. schreiben.

Bemerkungen. Das Axiom Il 1 driickt die anschauli-
che Tatsache aus, dassin einem und demselben materiellen Punk-
te ein augenblickliches Ereignis nicht in zwei verschiedenen
Augenblicken erscheint. Mehrfaches Erscheinen, das durch ,Spie-
gelungen“ bewirkt wire, fassen wir als eine Menge verschie-
dener Ereignisse auf. Auch die entsprechenden Umstinde, die
sich in der allgemeinen Relativititstheorie aus der Annahme ei-
ner endlichen ,Welt“ usw. ergeben, schliessen wir aus. — Er-
scheinen in einem materiellen Punkte zwei augenblickiiche Ereig-
nisse gleichzeitig, dann ist nach der Erklarung 3 moéglich, dass
sie identisch sind, d. h. ein und dasselbe augenblickliche Ereig-
nis darstellen. — Aus den Worterkldrungen folgt unmittelbar,
dass ein augenblickliches Ereignis im materiellen Punkte, in dem
es slaitfindet, gleichzeitig stattiindet und erscheint.

Aus dem Axiom Il 2 folgt unmittelbar der Satz:

Satz 2. Erscheinen in einem materiellen Punkte A zwei
augenblickliche Ereignisse « und B, so gilt stets eine und nur
eine von den drei Beziehungen aA<BA, aA>pA, ud=BA.

Aus dem Axiom III 3 ergibt sich der folgende Satz:

Satz 3. Erscheinen in einem materiellen Punkte A drei
augenblickliche Ereignisse «, B, y und ist cd<<BA und BA=v4,
so ist ad <yA.

Beweis. Es ist nach Satz2 entweder «A <yA oder A >vA
oder aA=yA Wire aA>yA, so wire zugleich yA<ad und
aA<BA, also nach Il 3 yA<BA, was der Voraussetzung BA=vA4
widerspricht. Wire ad=v4, so wire, da auch yA=84 ist, nach
Il 3 aA=BA, was der Voraussetzung oA < 8A widerspricht. Also
ist ad < yA.

Durch die Axiome der zeitlichen Anordnung wird aus ir-
gend einer Menge augenblicklicher Erscheinungen in einem ma-
teriellen Punkte eine Menge, die bis zu einem gewissen Grade
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,einfach geordnet* ist. Die augenblicklichen Erscheinungen kon-
nen nidmlich bis auf solche, die miteinander gleichzeilig sind,
in einer bestimmten Weise angeordnet werden. Diese Anord-
nung werden wir die zeitliche Anordnung der betreffen-
den augenblicklichen Erscheinungen in A nennen. Es gelten
diesbeziiglich, erstens, die nachstehenden zwei Satze, die wir
elementar beweisen werden, dann aber der allgemeine Satz 6,
zu dessen Beweis wir uns an die aligemeine Mengeniehre stiit-
zen werden.

Satz 4. Erscheinen in einem materiellen Punkte A zwei
augenblickliche Ereignisse, so lassen sich dieselben stets mit «
und B bezeichnen, so dass ad=8A ist. Ist nicht «A=pA, so ist
diese Bezeichnung nur in einer Weise moglich.

Beweis. Es seien ¢ und { die beiden augenblicklichen
Ereignisse. Es ist A4 <A oder pA>VA oder pA="VA. Ist pA=
=4, so schreiben wir « statt ¢ und B statt {; ist pA>VA, so
schreiben wir B statt ¢ und « statt . Dann ist jedenfalls ad < pA.
Die Eindeutigkeit folgt unmittelbar aus dem Axiom I 2.

Satz 5. Erscheint in einem materiellen Punkte A eine end-
liche Menge augenblicklicher Ereignisse, so lassen sich dieselben
stets mit «, 8, v,..., & bezeichnen, so dass aA<PA=yA= ...
<EA ist. Ist nicht «A=BA oder BA=yA usw,, so ist diese Be-
zeichnung nur in einer Weise moglich.

Beweis. Wir greifen irgend zwei Elemente der Menge
heraus. Nach Satz 4 konnen wir sie so mit ¢ und x bezeichnen,
dass pA=xA ist. Dann greifen wir noch ein Element { heraus.
Es 1st entweder JA<oA, oder pA=VA=<xA, oder xA < VA. Ist
das erste der Fall, so schreiben wir 2 stait {, u statt ¢, v stait
x; ist das zweite der Fall, so schreiben wir 2 statt ¢, u statt \,
v statt x; ist das dritte der Fall, so schreiben wir A statt ¢,
statt %, v statt . Dann ist jedenfalls 2A=pA=<vA. Nun greifen
wir wiederum ein neues Element heraus usw. Die Eindeutigkeit
ist im Beweise schon enthalten.

Bemerkungen. Besteht in einem materiellen Punkte
nur eine endliche Menge augenblicklicher Erscheinungen, so kdn-
nen dieselben im angegebenen Sinne zeitlich angeordnet wer-
den. Diese Anordnung stellt dann, sozusagen, die ganze Zeit
in A dar, welche aussarhalb der augenblicklichen Erscheinungen
keine physikalische Existenz hat — Anders ausge-
driickt, besagt der Satz 5, dass jeder endlichen Menge augen-
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blicklicher Erscheinungen in A die endliche Folge ganzer Zah-
len n=1,2,..., N zugeordnet werden kann, so dass den Be~
ziehungen ,gleichzeitig® und ,frither die Grodssenbeziehungen
.gleich* bzw. kleiner“ entsprechen. Damit wird aber einerseits
der Sinn des Zihlens, der die Zeit voraussetzt in eigentiimlicher
Weise angedeutet, anderseits werden die allerersten Anlagen zu
,Zeitkoordinaten“ getroffen. Der Begrifi einer ,stetigen Zeit*
ergibt sich erst aus dem Axiom der Stetigkeit.

Wendet man die Begriffe der Mengenlehre an, so kann
man den Satz 5 auch auf die allgemeinsten Mengen augenblick-
licher Erscheinungen in einem materiellen Punkte erweitern. Zu
diesem Zwecke fiihren wir den Begriff eines allgemeinen Zeit-
parameters ein:

Erkldrung 5. Es sei {pA} irgend eine Menge augen-
blicklicher Erscheinungen in A; wir werden die, auf einer Menge
{t} reeller Zahlen definierte Verdnderliche ¢ einen, der Menge
{pA} zugeordneten CZeifparameter nenunen, fulls die drei
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. Jeder augenblicklichen Erscheinung ¢A entspricht ein
und nur ein° Wert von £.

9. Jedem Werte von f entspricht eine augenblickliche Er-
scheinung @A.

3. Sind ¢,A und ¢,A irgend zwei Elemente der Menge
{pA}, f, und #, die entsprechenden Werte von £, und ist ;A <
oder > oder =q,A, dann ist £, < bzw. > bzw.=1,.

Es gilt nun der folgende Satz:

Satz 6. Jeder Menge augenblicklicher Erscheinungen in
einem materiellen Punkte kann ein Zeitparameter zugeordnet
werden.

Beweis. Es sei {p,A} eine Teilmenge der gegebenen Men-
ge {pA}, die dadurch entsteht, dass von jeder Gruppe gleichzei-
tiger Elemente von {pA} ein einziges Element beibehalten wird.
Die Menge {p,A} ist auf Grund der Beziehung ,frither* eine
einfach geordnete Menge; sie hat einen bestimmten Ordnungs-
typus und es besteht nach den Prinzipen der Mengenlehre eine
,ahnliche“ Menge reeller Zahlen {¢}, die ihr ein-eindentig zuge-
ordnet werden kann, so dass, wenn ¢,A, ¢,A irgend zwei Ele-
mente von {pA} und #,, #, die entsprechenden Elemente von {#} sind,
den zeitlichen Beziehungen ¢,A <, > und=¢,A die Grossenbe-
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ziehungen ¢, < bzw. > bzw.={, entsprechen. Damit ist ein Zeit-
parameter bestimmt.

Wir definieren noch einige Begriffe, die im Laufe dieser
Betrachtungen Anwendung finden werden:

Erkldrung 6. Erscheinen in einem materiellen Punkie
A drei augenblickliche Ereignisse «, 8, vy und ist cA=BA=+A,
so werden wir sagen: B erscheint zeitlich zwischen o und v,
oder zwischen vy und «.

Erkldrung 7. Erscheint in einem materiellen Punkte A ein
augenblickliches Ereignis « zeitlich zwischen zwei augenblicklichen
Ereignissen einer gewissen Menge augenblicklicher Ereignisse,
so werden wir sagen: « erscheint wdhrend dieser Menge in A, oder:
diese Menge umfasst in A das augenblickliche Ereignis c.

Erkldrung 8. Eine Menge augenblicklicher Ereignisse
werden wir allum/assend nennen, falls alle augenblicklichen Ereig-
nisse der betrachteten Mannigfaltigkeit, in jedem materiellen
Punkte derselben, von dieser Menge umfasst werden.

5. Axiom des Ankniipfens.

Das Axiom des Ankniipfens begriindet eine Beziehung zwi-
schen dem FErscheinen und Stattfinden in einem materiellen Punk-
te verschiedener augenblicklicher Ereignisse,

Erkldrung 9. Findet in einem materiellen Punkte P
ein augenblickliches Ereignis g im Augenblicke statt, da ein ande-
res augenblickliches Ereignis «, welches nicht in P stattfindet, in
P erscheint, dann werden wir sagen: in P kniipft sich 8 an « an.

IV. Erscheint in einem materiellen Punkte P ein augen-
blickliches Ereignis «, welches nicht in P stattfindet, dann gibt
es stets ein augenblickliches Ereignis B, welches sich in P an «
ankniipft.

Bemerkungen. Anschaulich gesprochen, begriindet das
Axiom IV eine Art kausaler Verkettung, die darin besteht, dass
jedes ,Lichfereignis® in allen materiellen Punkten unaufhérlich
Jreflektiert” wird. Eigentlich abstrahieren wir, wie gesagt, vom
Begriife der Ursache. Das Ankniipfen eines augenblicklichen
Ereignisses B an ein anderes, «, ist fiir uns eine Tatsache, gleich-
giiltig ob sie physikalisch von « bewirkt wird oder nicht. —
Dieses Axiom haben wir eingefiihrt nur um eine Vereinfachung
in den Schilderungen zu erzielen. — Wir kdnnten das Wort ,an-
kniipfen“ statt des Wortes ,erscheinen zum Grundbegriffe er~
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heben, wodurch an Stelle der Axiome [ und IV ein einziges
kdme. Diese Vereinfachung haben wir nicht unternommen um
der Anschauung niher zu bleiben.

6. Begriff der Ereignisreihe.

Wir fithren den Begriff der Ereignisreihe ein, dem
in unseren Betrachtungen eine grundlegende Bedeutung zu
kommt:

Erkldarung 10. Ist {As} (n=...,p—1L, p,p+1,...)
eine Folge materieller Punkte *) und { on } (n=..., p—1, p,p+1,..)
eine Folge augenblicklicher Ereignisse; findet on in An statt
n=...,p—=1,p,p+1,...) und kniipft sich an in An an o,
an (n—1,n=...,p—1,p,p+1,...), dann werden wir die Folge
{an} (n=..., p—1,p,p+1,...) kurz Ereignisreihe nennen und
mit [..., ap-1, ap, Opt1,...] oder, falls die Bezeichnung ein-
deutig ist, mit [. . ., Ap_1, Ay, Apy1, . ..] bezeichnen.

Erklarung 11. Von der Ereignisreihe [...,Ap-1, Ap,
Apy1, ... ) werden wir sagen dass sie von der Folge {Aa}
(n=...,p—1,p,p+1,...) getragen wird. — Gibt es unter den
n ein kleinstes, n=r, so werden wir A, den Anfangspunkt, o,
das Anfangsereignis dieser Ereignisreihe nennen; gibt es unter
den n ein grosstes n=s, so werden wir As ihren Endpunkt, os
ihr Endereignis nennen. — Hat eine Ereignisreihe ein Anfangs-
und ein Endereignis, so werden wir sie eine endliche, sonst
eine unendliche Ereignisreihe nennen. Hat eine unendliche Ereig-
nisreihe kein Aufangsereignis, so werden wir sie anfangslos
nennen, hat sie kein Endereignis, so werden wir sie endlos nen-
nen.

Da es sich als zweckmissig erweist, in der Bezeichnung eines
augenblicklichen Ereignisses, das als Endereignis einer Ereignisrei-
he aufgefasst werden kann, die Besfandteile dieser Ereignisreihe
hinzuzuschreiben, fiihren wir die folgende Bezeichnung ein: Ist an
das Endereignis der Ereignisreihe [...,ap_1, op}, die von der
Folge { Ax) (n=..., p—1, p) getragen wird, so werde das augen-

*) Nach der Bezeichnungsweise, an die wir uns in der vorliegenden
Arbzit halten werden, kann diese Folge endlich oder unendlich sein. Be-
steht irgend #in Ausdruck aus unendlich vielen Elementen, so werden
wir es ausdriicklich erwdhnen.
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blickliche Ereignis «p mit ... 4p_1 ap—1 /p ap bezeichnet. Ebenso
werde die Erscheinung von op in einem materiellen Punkfe B
mit ... Ap—1 a1 Ap op B bezeichnet. — Falls keine Verwechslun-
gen geschehen kdnunen, werden wir, in Ubereinstimmung mit der
schon eingefithrten Bezeichnung, die Zeichen fiir avgenblickli-
che Ereignisse teilweise oder ganz weglassen, indem wir iiber
jeden links neben einem weggelassenen Zeichen stehenden la-
teinischen Buchstaben einen Punkt setzen. Also z. B.. AB statt
AaBB, ABC statt AaBBC, A, A, ... Ay statt A,cdycty . . . An o,
An@Ami10y. . . Avhngr . .. Ap_idp stalt Am o Amiic, ... An B,
Any1Bs. . . Ap—1Bp—ndp usw.

Schliesslich filhren wir eine noch kiirzere Bezeichnung fiir
den Fall ein, dass eine Gruppe von Zeichen mehrmals hinterein-
ander vorkommt. Wir schliessen eine solche Gruppe in Klam-
mern ein und fiigen die obere und untere Grenze hinzu, zwi-
schen denen ein Index variiert, der die Elemente der Gruppe
durchliuft. Also z. B: [...,P,..., (4, A 4,..., Q] statt [...,
B...,ABAB . ...,ABA...,Q|, [(4B)"] stait [...

R |

A, B, A, B] (wenn es sich um eine anfangslose Ereignisreihe
me-1 m

3

handelt) und ebenso: A... (MN)n ... P statt A ... MNA\@/ o
m  m--i
MN ...P, (AB); A statt ABAB ... ABA.
1 2 n
Bemerkungen. Zwei benachbarte Elemente einer Fol-
ge materieller Punkte, die eine Ereignisreihe tragt, sind stets
zwei verschiedene materielle Punkte; sonst kdanen in einer Ereig-

nisreihe die materiellen Punkte in irgend einer Weise wieder-

n

holt vorkommen. — Irgend eine Gruppe aufeinanderfolgender
augenbdlicklichen Ereignisse einer Ereignisreihe macht wieder eine
Ereignisreihe aus. — Ist das Endereignis einer Ereignisreihe

zugleich das Anfangssreignis einer anderen Ereignisreihe, so bil-
den die beiden Ereignisreihen eine einzige.

Voriibergehend erwihnen wir einen Satz, der aus dem Axi-
om IV unmittelbar folgt: ,

Satz 7. Ist A, B,..., N irgend eine Folge materieller
Punkte und findet in A ein augenblickliches Ereignis A statt,
dann besteht die Ereignisreihe [4, B, ..., N].
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Im Anschluss an den Begriff der Ereignisreihe fithren wir
noch zwei Begriffe ein, denea ebenfalls eine grundlegende Be-
deutung zukommt: die augenblickliche Vereinigung
zweier materiellen Punkie und die angenblickliche Kon-
junktion materieller Punkle in Bezug auf einen materiellen
Punkt.

Erkldrung 12, Sind A und B zwei verschiedene mate-
rielle Punkte und besteht fiir ein augenblickliches Ereignis A die
Beziehung ABA ~ A, dann werden wir sagen, dass A im Augen-
blick ,A“ mit B vereinigt ist; in Zeichen: (4, B) A.

Die Tatsache, dass ein materieller Punkt in einem Augen-
blicke mit einem anderen materiellen Punkte vereinigt ist, wer-
den wir eine augenblickliche Vereinigung nennen.

Bemerkung Damit wird bloss auf Grund unserer sicht-
baren Ereignisse, erscheinungsmdssig, das ,Zusammenfallen“ und
.Zusammentreften® materieller Punkte definiert. Unser Begriff
deutet zunichst auf eine augenblickiiche Tatsache hin, da
noch iiberhaupt von keiner Dauer die Rede sein kann. Wesent-
lich ist, dass die Vereinigung zweier materiellen Punkte durch
Ereignisse bedingt ist, die in beiden materiellen Punkien statt-
finden miissen.

Erkidrung 13. Erscheinen alle augenblicklichen Ereig-
nisse einer Ereignisteihe [ .., M, N] gleichzeitig in einem ma-
teriellen Punkie P, dann werden wir sagen, dass die materiellen
Punkte dieser Ereignisreihe in Bezug auf P, im Augenblicke
JNP* (oder ,MP*, usw) in Konjunktion sind; in Zeichen:
[...,M, N]P.

Die Tatsache, dass gewisse materielle Punkte, in Bezug
auf einen materiellen Punkt in einem Augeublicke in Kon-
junktion sind, werden wir eine augenblickliche Kon-
junktion nennen.

Um die Ausdrucksweise zu vereinfachen, fithren wir noch

die folgende Bezeichnung ein: Ist in einer Konjunktion [..., L,

M, ..., N] P der materielle Punkt L, oder N, im betreffenden

Augeunblicke L, bzw. N, mit dem nichsten materiellen Punkte
M, bzw. P nicht vereinigt, dann werden wir das Zeichen,;*“

einsetzen und [...,L; M,...,NJPbzw. [..., L, M,..., N;] P
schreiben. So bedeutet z. B. [4; B;] C, dass woh![4, B] C, aber
weder (A, B) A, noch (B, C) B ist.
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Bemerkung. Die augenblicklichen Ereignisse einer
Ereignisreihe erscheinen in jedem materiellen Punkte in einer
gewissen zeitlichen Anordnung, die im allgemeiner nur fiir die-
sen materiellen Punkt gilt. Erscheinen alle augenblicklichen Ereig-
nisse einer Ereignisreihe gleichzeitig in einem materiellen Punkte,
so ist das ein besonderer Umstand, der bei den Punkten einer
,geraden Linie* vorkommt, falls man diese durch das Licht be-
griindet denkt. — Die Vereinigung und die Konjunktion haben in
unserer Darstellung die Bedeuntung einer topologischen
und einer projektiven Elementarbeziehung. Spiter soll noch
eine dritte, die ,metrische Elementarbeziehung “(ABA = ACA)
hinzukommen, die aber eine ,stetige Zeit* voraussetzt. - Die
augenblicklichen Veteinigungen und Konjunktionen bieten uns
die Elemente fiir eine erscheinungsmissige Begriindung der Be-
wegungsbegriffe Wirkonnen, natiirlich, im allgemeinen von
keiner Bewegung als einem stetigen Vorgange sprechen. Ist aber
ein materieller Punkt P in gewissen Augenblicken ,oP*; ,BP*,
» TP ... mit gewissen materiellen Punkten A, B, C,... verei-
nigt und ist z. B. «P<BP<yP <..., dann kann gesagt wer-
den: P bewegt sich, erstens von A zu B, dann von B zu
C usw.“ Von der ganzen Bewegung bestehen also nur augen-
blickliche ,Zeichen“, die Vereinigungen bedeuten. Ahnlich kon-
nen auch die augenblicklichen Konjunk!i-nen als gewisse ,Bewe-
gungszeichen* aufgefasst werden.

7. Axiome der Homogenitit.

Die Axiome dieser Gruppe begriinden gewisse Beziehun-
gen, die das Stattfinden und das Erscheinen augenblicklicher
Ereignisse in mehreren materiellen Punkten miteinander ver-
kniipfen. Man kann sagen, dass die gedachte Manaigfaltigkeit
ersf durch diese Axiome ,homogen® in allen ihren materiel-
len Punkten wird.

V 1. Findet in einem materiellen Punkte ein augenblick-
liches Ereignis « friiher als ein augenblickliches Ereignis B statt,
dann erscheint in jedem materiellen Punkte o« friiher als 8.

Finden in einem maferiellen Punkte gleichzeitio zwei au-
genblickliche Ereignisse « und 3 statt, dann erscheinen in je-
dem materiellen Punkte o und B gleichzeitig.

Bemerkungen. Der erste Teil dieses Axioms kann auch
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so ausgesprochen werden: Findet in einem materiellen Punkte
ein augenblickliches Ereignis « spiter als ein augenblick-
liches Ereignis B statt, dann erscheint in jedem materiellen Punk-
te o spéter als 3. — Das Axiom VI bringt in erster Reihe jene
Erfahrungstatsache zum Ausdrucke, die als eine Art zeitlicher
Homogenitat der ,Lichtausbreitung® aufgefasst werden kann und
die darin besteht, dass sich zwei ,Lichistrahlen®, die aus einem
und demselben materiellen Punkte in verschiedenen Augenblik-
ken ausgehen und ,durch den Raum dahineilen®, nie gegen-
seitig iiberholen. Zugleich ist damit die Tatsache, dass die Zeit
itberall dieselbe ,Richtung® hat, umfasst. Mit anderen Worten,
die zu den Erscheinungen o« und B hinzugedachten ,Kugeln“
der Lichtausbreitung bleiben in konstanten topologischen Bezie-
hungen zu einander. Von anderen Mbglichkeiten, die in der
allgemeinen Relativitatstheorie vorkommen kénnen und die dem
Axiome V 1 widersprechen wiirden, wird ebenfalls abgesehen.

V 2. Findet in einem materiellen Punkte A ein augenblick-
liches Ereignis o staft und kniipft sich an o in einem anderen
materiellen Punkte B ein augenblickliches Ereignis 3 an, dann
erscheint B in irgend einem materiellen Punkte C nicht friiher
als o.

Bemerkung. Das Axiom V 2 enthilt jene Grundeigen-
schaften der ,Lichtausbreitung“, die man als Fortpflanzung des
Lichtes langs ,gerader Linien“ und als Endlichkeit
der Lichigeschwindigkeit aufzufassen pflegt.

V 3. Sind A, B, C drei bestimmte augenblickliche Ereignisse
und ist [A, B] C und [B, C|A zugleich, dann ist B im Augenblicke
B¢ vereinigt mit C.

Bemerkung. Um den Sinn des Axioms V 3 anschau-
lich zu deuten, sei bemerkt, dass ihm in der Elementargeome-
trie jener Satz entspricht, welcher besagt: Sind A, B, C drei Punk-
te und liegt B zwischen A und C, dann liegt nicht C zwischen
B und A, sei es denn, dass B und C zusammenfallen, was schon
durch eine zweckmdssige Erklirung des Wortes ,zwischen“ aus-
geschlossen wird.

V 4. Sind A, B, C, D vier bestimmte augenblickliche Ereig-
nisse,

ist [A, B;] C und [B; C] D, dann ist stets [A, C] D;
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ist [A; B C und [A; B] D dann ist [A, C] D oder [A, D] G;
ist [A, C;)D und [B, C;] D dann ist [A, B] C oder [B; A] C;
ist [A, (f] D und [A, B | D dann ist [A, B] C oder [A', C] B.

Bemerkungen. Das Axiom V 4 fithrt in die befrach-
tete "Mannigfaltigkeit eine gewisse Gleichfdormigkeit ein,
welche die ,gerade Linie“ aus-

* e .. zeichnet. Der Satz aus der Ele-
a A B ¢C D mentargeometrie, der ihm eini-
o co e germassen entspricht, lautet: Vier
b . . Punkte, die auf einer Geraden
A B CD) DI(C) liegen, konnen ‘stets mit A, B,

o o C, D bezeichnet werden, so dass
) . B zwischen A und C und auch

AB) Bl ¢ D zwischen A und D, und ferner
C zwischen A und D und auch
zwischen B und D liegt. Den
Axiomen V 3 und 4 entsprechen

*o—8

d T Rees b

S —- . also in der Elementargeometrie

€ 4 B ¢ D grundlegende Tatsachen der Ili-
nearen Anordnung. — Um das

f) ° o e .o Axiom V 4 besser zu veranschau-
A B ¢ D lichen, konnen wir die vier Fil-

le die es enthilt, der Reihe nach
durch a), b), ¢), d) in der ne-
benstehenden Figur symbolisieren. Zu e) und j) gehdren zwei
Fille, die mit alleiniger Hilfe der Axiomel — V 2 bewiesen wer-
den kdnnen (sieche Satz 30). So ist auch ersichtlich, warum in
den Fillen a), b), ¢) gefordert wird, dass B mit C, bzw. A m t
B, bzw. C mit D nicht vereinigt sei: weil sonst die vier Punkle
der entsprechenden Figur nicht auf einer Geraden zu liegen
brauchten. ‘

Fig. 1.

8. Einige Folgerungen aus den Axiomen I bis V 2.

Aus den Axiomen [ —V 2 folgen zunichst die nachstehen-
den Sitze:

Erstens, eine Umkehrung des Axioms V 1:

Satz 8. Finden die augenblicklichen Ereignisse « und §
in einem und demselben materiellen Punkte A statt und ist aP<,
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> oder =8P in einem materiellen Punkte P, dann ist ebenfalls
Aa<<, bzw. >, bzw. =AB.

Beweis. Es sei z. B. aP<BP. Wire nicht Aa<<AB, so
wire nach VI nicht «P<BP. Ahnlich in den beiden anderen
Fallen.

Also besteht der folgende allgemeine Satz:

Satz 9. Finden die augenblicklichen Ereignisse « und 3
in einem und demselben materiellen Punkte A statt und ist «P <,
> oder =8P in einemr materiellen Punkte P, dann ist aQ <,
bzw. >, bzw. =8Q in jedem materiellen Punkte Q.

Beweis. Nach Satz 8 gilt Satz 9, falls Q=A ist; nach
V1 gilt er folglich allgemein.

Satz 10. Ist . .. PQA<, > oder =...RSA und ist Birgend
ein materieller Punkt, so ist auch ... PQAB <, bzw. >, bzw,
=...RSAB, und umgekehrt.

Der Beweis folgt unmittelbar aus den Axiomen IV, V 1
und dem Satze 8.

Bemerkung. Auf Grund der Erklirung 10 und des Sat-
zes 10 folgt die nachstehende Regel, die in den Beweisen oft
angewendet wird:

Ist zB. P...QA<, > oder =R ... SA, dann darf: 1. auf
einer oder auf beiden Seiten der erste Buchstabe fortgelassen
werden; 2. ein neuer Buchstabe links vorgesetzt werden, falls
die damit bezeichnete Ereignisreihe existiert (z. B.. MP...QA <
<R...SA); rechts, auf beiden Seiten der Beziehung, ein und
derselbe Buchstabe hinzugeftigt werden; 4. falls Q= S, der letzte
Buchstabe A fortgelassen werden.

Aus dem Axiome V 2 folgen erstens Sitze die entstehen,
wenn man C=A oder C=B setzt (infolge der Erkldrung 9
kann nicht A= B sein). Ist C= B, so besagt das Axiom V 2
dass AB= AB, was schon in der Erklirung 9 enthalten ist. Der
Fall das C=A ist, bringt hingegen etwas neues; wir driicken ihn
im folgenden Satze aus:

Satz 11. Findet in einem materiellen Punkte A ein augen-
blickliches Ereigniszi statt und ist B ein anderer materieller Punkt,
dann ist ABA= A.

Nun erwdhnen wir drei Sitze, die als Verallgemeinerungen
des Satzes 11 gelten konnen:

Satz 12. Sind A, B, C irgend drei materielle Punkte und
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findet in A ein gewisses augenblickliches Ereignis A statt, dann
ist ABCA=A.

Beweis. Nach Satz 11 ist ABA= A und nach V 2 ist
ABCA= ABA, also ist ABCA=A.

Satz 13. Ist A, A,, 4, ..., Au irgend eine endliche Men-
ge materieller Punkte und findet in A, ein gewisses augenblick-
liches Ereignis statt, dann ist AjA4, . .. As A=A,

Beweis. Nach Satz 12 ist A,A4,4,4,= A,. Da nach V 2
AAA, = AA, ist, ist auch A,A,A,4,4, = A,; usw., bis auch A,
einbezogen wird.

Satz 14. Ist B, A,, A,, A,, ... irgend eine, endliche oder
unendliche, Menge materieller Punkte und findet ein gewisses
augenblickliches Ereignis A, in A, statt, dann ist A,B< A,A,B<
<AAAB=. ..

Beweis. Nach V 2 ist A,B=A,A,B, AB=AAB usw.,
woraus Satz 14 unmittelbar folgt.

Bemerkung. Der Satz 14 enthilt in einer gewissen Wei-
se den eigentlichen Sinn der Vorstellung von der Lichtausbrei-
tung als einer allmidhlichen Ausbreitung im RPaume. Sie beruht
auf einer hinzugedachten Menge materieller Punkte A,, A,, 4,, ...,
di2 eine Ereignisreihe tragt, welche dann aus einem materiellen
Punkte B wahrgenommen wird. Um die Vorstellung zu vervoll-
stindigen, brauchen wir, die Punkte A4, A,, A,, ... nur beliebig
»dicht* und auf einer ,Geraden“ gelegen denken.

Dem Axiom V 2 konnen in folgender Hinsicht zwei weitere
Sitze zur Seite gestelll werden: Fasst man die Bedingung des
Axioms V2 so auf, dass zwischen zw ei augenblicklichen Ereig-
nissen A und p, die in A stattfinden, und .einem augenblick-
lichen Ereignisse v das in B stattfindet, die Beziehungen

Ahz=Ap. und pB=Bv
bestehen, dann behauptet des Axiom, dass vC=27C ist. In 4 und
B wird also je eine Gleichzeitigkeit vorausgesetzt. Man kann aber

ebanso die Gleichzeitigkeit in B und C, oder in C und.A for-
dern, d. h. die Bedingungen

pB=Bv und vC=AC, bzw. vC=2C und A2r=Ap

aufstellen und fragen ob dann etwa
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Ar=Ap, bzw. pB=By

ist. Die zwei folgenden Sidtze beantworten diese Frage:

Satz 15. Sind A, B, C irgend drei materielle Punkte, fin-
den in A zwei augenblickliche Ereignisse A und p statt und ist
AMBC = Ap.C, dann ist A< Ap.

Beweis. Nach V 2 ist AAC<AMBC, also ist ANC=ApC
und nach Saiz 8 AX=Ap.

Satz 16. Sind A, B, C irgend drei materielle Punkte, fin-
det in A ein augenblickliches Ereignis p, in B ein augenblickli-
ches Ereignis v statt und erscheinen die beiden gleichzeitig in
C, dann ist ApB=Bv.

Beweis. Nach V 2 ist ApnC=ApBC, also ist ApBC=BvC,
folglich, nach Satz 8, ApB=Bw.

Satz 17. Ist ein materieller Punkt A im Augenblicke da
ein augenblickliches Ereignis ¢ in A erscheint, vereinigt mit ei-
nem materiellen Punkte B und erscheintin A ein augenblickliches
Ereignis { frither, oder spiter als ¢, oder gleichzeitig mit o,
dann erscheint ¥ auch in B frither, bzw. spiter als ¢, bzw.
gleichzeitig mit ¢.

Beweis. Ist pA<VA, so ist, da pABA=0oA ist, pABA <
<VyA. Nach V 2 ist yA=VBA und pB<gAB, also ist g ABA<
<\BA, folglich, nach V 1, pAB<VB, also B < 8. Ahnlich be-
weist man den Fall dass ¢A>VA ist; aus beiden Fillen folgt
daon unmittelbar der dritte.

9. Sétze iiber augenblickliche Vereinigungen materieiler
Punkte,

Eine grundlegende Eigenschaft der Vereinigung zweier ma-
terieller Punkte driickt der folgende Satz aus:

Satz 18. Ist ein materieller Punkt A in einem gewissen
Augenblicke ,A* vereinigt mit einem materiellen Punkte B, dann
ist B im Augenblicke ,AB* vereinigt mit A.

~ Beweis. Aus A= ABA folgt nach Axiom IV und Satz 11
AB= ABAB Setzen wir AB=B, so ist also B= BAB, d. h. (BA) B.

Als Gegenstiick zu Satz 18 besteht der folgende Satz:

Satz 19. Ist ein materieller Punkt A in einem gewissen
Augenblicke ,A* mit einem anderen materiellen Punkte B nicht
vereinigt, dann ist ABA > A.
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Beweis. Da nicht ABA=A ist, ist nach Satz 11 ABA> A.

Bemerkung. Der Satz 19 driickt in einfacher Weise
die Endlichkeit detr Lichtgeschwindigkeit aus.

Wird im Axiom V 2 angenommen, dass im betreffenden
Augenblicke zwei unter den drei materiellen Punkten vereinigt
sind, dann bekommt man die folgenden zwei Sitze.

Satz 20. Ist ein materieller Punkt A in einem gewissen

Augenblicke ,,A“ vereinigt mit einem materiellen Punkte B, dann
ist in irgend einem materiellen Punkte C ABC=AC (. h.
[4, B]C).

Beweis. Da ABA=A ist, ist ABAC=AC; da nach V 2
BAC=BC ist, ist ABAC= ABC, folglich ABC< AC. Nach V 2
ist aber AC= ABC, also ist ABC=AC.

Satz 21. Findet in einem materiellen Punkte A ein augen-
blickliches Ereignis A statt, ist ein materieller Punkt Bim Augen-
blicke ,,AB“ vereinigt mit einem materiellen Punkte C, dann ist
ABC-AC . h. [4, B]O).

Beweis. Da ABCB- AB ist und nach V 2 AB=ACB,
so ist ABCB<ACB, also nach V1 ABC= AC. Nach V 2 ist aber
ABC=AC, also ist ABC=AC.

Daran schliessen sich die beiden, im ndchsten Satze ent-
haltenen Umkehrungen der letzten Sitze:

Satz 22. Ist [, B]C (d. h. ABC=AC) und ist (4, C) A,
oder (C, A) AC, dann ist (4, B) A.

Beweis. Aus ABC=AC und ACA =4 folgt ABCA-4;
danach V 2 BCA=BA ist, ist ABA< A. Nach Saiz 11 ist aber
ABA=A also ist ABA=A. — Wird (C, A) AC vorausgesetzt, d. h.
ACAC=AC, so ist nach V 1 ACA=A4A, d. h. (4, C)A und
wir habeun den vorigen Fall.

Der tolgende Satz driickt die Transitivitit der Vereinigung

materieller Punkte aus:

Satz 23. Ist ein materieller Punkt A in einein gewissen
Augenblicke ,A“ vereinigt mit zwei verschiedenen materiellen

Punkten B und C, dann ist B im Augenblicke ,AB“ vereinigt
mit C.

Beweis. Nach V 2 ist BC= BAC und CB= CAB, fiir be-
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liebige AnfangsereignisseB und C. Also ist, nach Zusammenset-
zung der beiden Beziehungen, BCBéBA'C‘AB folglich ist

meinte ist. Da ABA A ist, ist ABACAB ACAB und da
ACA= A ist, ist ACAB= AB, also ABCB= AB. Nach V 2 ist

aber ABCB=AB, also ist ABCB=AB, was eben unser Satz be-
hauptet.

Aus Satz 23 ergeben sich unmittelbar die folgenden zwei
Satze:

Satz 24. Sind A, A,, A,, ... untereinander verschiedene
materielle Punkte und ist A, in einem gewissen Augenblicke

JA.¢ vereinigt mit An(n=1,2,...), dann ist iiberhaupt A; im
Augenblicke ,A,4i" vereinigt mit Ax (i, k=0, 1,2, ...; i=k).

Satz 25. Ist A,, A,, A,, ... irgend eine Menge materieller
Punkte, ist A4, in einem gewissen Augenblicke ,,Ao“ vereinigt
mit A, ist A, im Augenblicke ,A A,“ vereinigt mit A, usw., dann
ist iiberhaupt A; im Augenblicke ,A,A:“ vereinigt mit Ax (i, k =
=0, 1, 2,...), inwiefern A; verschieden von Ay ist.

Die folgenden drei Sitze bestimmen niher jene Beziehun-
gen, die in den Sitzen 12, 13 und 14 festgestellt werden.

Satz 26. Ist ein materieller Punkt A in einem gewissen
Augenblicke ,,A“ vereinigt mit zwei verschiedenen materiellen
Punkten B und C, dann ist ABCA = A. Ist hingegen A im Augen-
blicke ,A“ nicht zugleich mit B und mif C vereinigt, dann ist
ABCA> A.

Beweis. Nach V 2 ist ABC=ABAC. Da ABA=A ist, ist
nach V 1 ABAC-AC, also ABC= AC. Nach V 2 ist aber
ABC=AC, also ist ABC=AC, folglich, nach V2, ABCA - ACA .

Da aber ACA=A ist, ist ABCA = A. — Ist hingegen ABA>A,s0
ist, da nach V 2 ABCA=ABA ist, ABCA>A. Ist ACA>A, so

ist, da nach V 2 ABCA=ACA ist, wieder ABCA>A.
Satz 27. Ist A,, A,, A,, ..., A, irgend eine Menge ma-

terieller Punkte und ist A, in einem gewissen Augenblicke ,,A
vereinigt mit allen iibrigen Elementen dieser Menge. dann ist

A A A .. An A= A Ist hingegen A, im Augenblicke A “ nicht
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vereinigt mit allen diesen materiellen Punkten, dann ist AOA,Az v
An A0>A0‘ e .
Beweis. Nach dem Satze 26 ist A 4,A4,4, - oder >A,, j°
nachdem ob (4, 4,) /iﬂ und (4, 4,) Ao ist, oder nicht. Im ersten
Falle ist AOAiAzAaAJ =A0A3Ao. also AoAlAzAgA(,:oder>Ao, je nach-
dem, ob auch (A,, A;) A, ist oder nicht. Also ist A,A,A;A,A,=
oder >A0, je nachdem, ob A, im Augenblicke .,Ao“ zugleich

vereinigt mit A,, A, und A, ist oder nicht. Durch Wiederholung
derselben Betrachtungen wird der Satz bewiesen.

10 S#tze {iber augenblickliche Konjunktionen materieller
Punkte.

Im Axiom V 3 wird die Existenz zweier Konjunktionen

[A, B]C und [B, C] A vorausgesetzt und daraus die Vereinigung
der materiellen Punkte B und C gefolgert. Andert man in einem
von den beiden Ausdriicken die Anordnung der Elemente, so
gewinnt man neue Sidtze, die jedoch mit alleiniger Hilfe der
Axiome I —V 2 bewiesen werden konnen. Es bestehen insge-

samt die folgenden fiinf Falle (in denen A, B, C drei bestimmte
augenblickliche Ereignisse bezeichnen):

a) [4, B|C, [B,(]A,
b) [4, B] C, [C, A]B,
0 [A4,B]C, [C, B)A,
d) [4,B] C, [B, A]C,
e) [A,B]C, [A, C]B.

Der Fall a) ist Gegenstand des Axioms V 3; b) ebenfalls,
was einleuchtet, wenn die Zeichen 4 und C miteinander ver-
tauscht werden; c) kann auch ohne Vereinigungen bestehen; d)
und e) liefern hingegen die zwei folgenden Sitze:

Satz 28. Sind A und B zwei bestimmte augenblickliche
Ereignisse, C ein materieller Punkt, und ist [A, B] C und [B, A]C
zugleich, dann ist (4, B) A.

N Be_tweis. Da einerseits AB=B, anderseits BA=A ist, ist
ABA=A, d. h. (4, B) A.
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Satz 29. Sind A, B, C drei bestimmte augenblickliche Ereig-
nisse und ist [4, B] C und [A, C] B zugleich, dann ist (B, C) B.

Beweis. Da AB=B, AC= BC, AC=C und AB=CBist,so
ist C=CB, B=CB=BCB, d. h. (B, C) B.

Bemerkung. Den Sitzen 28 und 29 entspricht in der
Elementargeomeirie (ebenso wie dem Axiom V 3) jener Satz,
welcher besagt, dass unter drei Punkien nur einer zwischen den
beiden anderen liegen kann.

Im nichsten Saize sprechen wir die in der Figur 1 unter
e) und f) angedeuteten zwei Fille aus, die den Behauptungen
des Axioms V 4 analog sind und auf Grund der Axiome I—V2
bewiesen werden koénnen:

Satz 30. Sind A4, B, C drei bestimmte augenblickliche Ereig-
nisse und bestehen entweder die Beziehungen [A, B] C und

[4, C] D oder die Beziehungen [A, B} D und [B, C] D, dann be-
stehen zugleich alle diese vier Beziehungen.

Beweis. Ist [4,B]C und [4, C)D, d. h. AB-B, AC =
=BC, AC=C, A'D=CD, so ist erstens BC=C, zweitens ist nach
V2 BD=BCD, d. h. BD=C(D, drittens ist CD - AD= ABD, d. h.
CD = AD=BD. Also ist CD=-AD = BD. Aus BD=CD und BC=C
folgt [B, C] D und aus AD-BD und AB-B folgt [4, B] D.

Ist [A, B] D und [B, C| D, d. h. AB=B, AD=BD, BC-C,
BD=CD, so ist erstens AD-CD, zweitens ist wegen AC=
< ABC, ACD< ABCD - CD, also wegen AD=ACD, AD=CD.
Da AD=CD ist, ist AC=ABC und AD=ACD, d. h. AC=BC
und A=AC. Aus AC=BC und AB=B folgt [4, B] C und aus

A=AC und AD=CD folgt [4,C)]D.

Eine besondere Gruppe von Sitzen entsteht, wenn in den
6 Fillen, die im Axiom V 4 und dem Satze 30 enthalten sind,
Vereinigungen unter den materiellen Punkten vorkommen. Wir
werden in diese Sitze nicht eingehen. Es sei nur erwihnt, dass
sie alle ohne V 3 und 4 bewiesen werden konnen, mit Aus-
nahme eines einzigen, der des Axioms V 3 bedarf und der fol-
gendermassen lautet:
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Satz 31. Sind 4, B, C drei bestimmte augenblickliche Ereig-
nisse, ist [A, B] C und [B, C‘] D und ist (4, D) A oder (D, A)BD,
dann ist (B, C) B.

Beweis. Ist (4, D) A, soist AB=ADAB, also nach V 2
AB=ADB, und danach V2 AB= ADB ist, ist AB= ADB. Schrei-
ben wir AD =D, dann ist, da AB- B ist, B- DB. Ahnlich folgt
aus AC = ADAC zunichst A.(,:::A‘DC, dann AC=AbC; da AC=
- BC ist, ist also BC- DC, was mit B=DB die Beziehung
[D, B] C bildet. Also ist [D, B] C und [B, C] D zugleich, folg-
lich ist nach V 3 (B, C) B.

Ist (D, A) BD, so ist BD=BDAD, also nach V 2 BD=
=BAD, und da nach V 2 BD< BAD sein muss, BD=BAD. Da
BD-CD ist, ist auch CD = CDAD, also beweist man 4hnlich,
dass CD - CAD ist. Wegen BC=CD ist also BAD= CAD, folg-
lich, nach V 1, BA=CA, was mit AB=B die Beziehung [B, C]A
bildet. Also ist [4, B] C und [B, C] A zugleich, folglich ist nach
V 3 (B, 0B

Der nichste Satz stellt einigermassen eine Ergdnzung zu

Axiom V 4 und Satz 30 dar. Zu seinem Beweise geniigen die
Axiome [ —V 2:

Satz 32. Sind A, B, C drei bestimmte augenblickliche Ereig-

nisse und bestehen irgend drei unter den vier Beziehungen
[4, BIC, [A, B D, [A, (] D, (B, C) D,

dann bestehen alle diese vier Beziehungen und es ist auch

(4, B, C] D.

Beweis. Es bestehen vier verschiedene Fille:

1. Ist [4, B] C, [A,B] D und [4, C] D, so folgt aus dem
ersten und dem dritten Ausdrucke: AC=BC, AC=C, also BC=
=C, und aus dem zweiten und dritten: A‘D=B'D, AD - CD, also
BD=CD, was mit BC=C den Ausdruck [B, C] D bildet.

2, Ist [4, B] C, [A,B] D und [B, C] D, so folgt aus dem er-
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sten und dem dritten Ausdrucke: AC=BC, BC=C,also AC=
- C, und aus dem zweiten und dritten: AD=BD, BD-CD, also
AD=CD, was mit AC=C den Ausdruck [A, C] D tildet. -

3. Ist [4,B] C, [A,C]D und [B, C] D, so folgt aus dem
ersten Ausdrucke AB=B und aus dem zweiten und dritten:
AD=CD, BD=CD, also AD=BD, was mit AB=B den Ausdruck
[A, B] D bildet.

4. Ist[A, BI D, [A, C| D und [B, C] D, so folgt aus dem er-
sten Ausdrucke AB=B und aus dem zweiten und dritten: AC=
m(f, BC=C, also AC=BC, was mit AB=B den Ausdruck

[4, B] C bildet,
Also bestehen in jedem Falle alle vier Ausdriicke. Wir fas-

sen nun ins Auge nur [4, B] D und [B, C] D. Daraus folgt einer-
seits AB = B, BC = C, anderseits AD=BD = CD, also ist
[4, B, C] D.

Aus Satz 30 ergibt sich die folgende Umkehrung des vo-
rigen Satzes:

Satz 33. Ist [4,B, C] D, so ist [4, B] C, [4,B]D, [4, CID
und [B, €] D.

Beweis. Es ist AB=B, AD=BD, also [A, B] D. Ferner
ist BC=C, BD=CD, also [B, C] D. Folglich ist nach Satz 30

auch [4, B] C und [4, C] D.
Dem Axiom V 4 samt dem Satze 30 kann auch die fol-
gende Wendung gegeben werden:

Satz 34. Sind A4, B, C,D vier bestimmte augenblickliche
Ereignisse und bestehen irgend zwei unter den vier Beziehun-
gen

[4; B;) C, [4; B D, [, G| D, [B; C;] D,
dann bestehen nach geeigneter Bezeichnung der materiell en
Punkte A, B, C, D mit P, Q, R, S alle vier Beziehungen

(M P, QIR [P, QIS [PRIS QRS
Beweis, Wir bezeichnen die sechs moglichen Fille (vier
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in V 4 und zwei in Satz 30) der Reihe nach mit a), b),..., f),
wie es auch der Fig. 1 entspricht.

Im Falle a) sei A=P, B=Q, C=PR, D=S. Dann gelten
nach V 4 und Satz 32, 3. alle vier Beziehungen ().

Im Falle b) ist nach V 4 [A, C] D oder [A. D] C. Gilt das
erste, so bezeichne man wie in a), gilt das zweite, so sei A= P,
B=Q, D=R, C=S. Beidesmal ist Satz 32, 1. anwendbar und
es bestehen alle vier Beziehungen (1).

Im Falle c) ist [A, B] C oder [B, A] C. Gilt das erste, so be-
zeichne man wie in a), gilt das 2zweite, so sei B=P, A=Q,
C=R, D=S. Beidesmal gilt der Satz 32,2. und es bestehen
alle vier Beziehungen (1).

Im Falle d) ist [A, B] C oder [4, C] B. Gilt das erste, so be-
zeichne man wie in a), gilt das zweite, so sei A=P, C=0Q,
B=R, D=S. Beidesmal gilt der Satz 32, 1. und es bestehen
alle vier Beziehungen (1).

In den Fillen e) und f) bezeichne man wie in a); nach
Satz 30 gelten dann alle vier Beziehungen (1).

Die folgenden zwei Sitze konnen als Verallgemeinerungen
des Satzes 22 gelten:

Satz 85.1st[A,, 4,,. .., Am-1] Am (m>2) undist (4,,Am)A,,
dann ist diberhaupt (4;, A A G, k=1,2,..., m; i=k).

Beweis. Da A A,An=A,An und A,AsA, = A, ist, ist
A A,AnA = A AnA, = A,, also ist nach Satz 26 (4,, 4,) 4, und
nach Satz 23 (A, Am) Ay. Da AyAAn=AAn und AAnA,= A,
ist, ist AyA;AmA,=A,AnA,=A4,, also ist (A, A) A, usw.. Im
ganzen ist (A, Am) 4, (Ay Aw) Agr...,(Amt, Am) A1, also nach
Satz 18 (Am, 4,) AAm, (Am, Ay) Aghm, .+ .., (Amy Am-1) Am_1Am
und da A,Am- AAm=...= An_1An ist, ist nach Satz 23
(A, A) AAcdr, d. b (A, AA G, k=1,2, ..., m; i#k).

Satz 36 Ist [...,Ap, Apst, ..., Aptr,... ] A; und ist

(Ap, Ar)Ap, dann ist iiberhaupt (4, A A (G, k=p,p+1,..,p+r;
i#k).
Beweis. Es ist [Ap, Api1, .« +, Aptr—1}Apir (Weil Ap Appt

=Aptty... und ApApir = AptiAppe—....ist) also gilt Satz 35,
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der die Behauptung beweist.

Die Behauptungen des Axioms V 4 konnen auf beliebig
viele materielle Punkte verallgemeinert werden. Als Beispiel brin-
gen wir eine Verallgemeinerung, die dem Falle a) entspricht und
folgenderweise lautet:

Satz 37. Sind Ay, Ay, ..., Am—1 (M>3) m —1 bestimmte

augenblickliche Ereignisse, ist Am noch ein materieller Punkt
und bestehen die Beziehungen

(1) [An, Antss] Auge (2=1,2, ..., m—2),
dann bestehen alle (3) Beziehungen
@) [4p, Ad] A (12p<q<r<m).

Beweis. Es sei [Ap, Aq] Ar irgend eine von den Bezie-
hungen (2). Nach (1) ist im allgemeinen [4,, A;,H;] Apy2 und
[Apt1, Apts;] Apts, also nach V 4 [Ap, Apys;] Apes und, da auch
[Api2, Aprsi] Appaist, ist [Ap, Apys;] Appa usw., folglich auch
[Ap, Ag; ] Aqqr- Es ist anderseits nach (1) [Ar_g, Ar—1} Ar und
|Ar—s, Ar—5;]Ar~1, also nach V 4 [Ar_s Ars] Ar und da auch
[44jhmm4i% ist [Ar—s, Ar_s] Ar usw., folglich auch
[Ag, Agt1] Ar . Aus [Ap, Aq;] Aqer und [Aq, Aqpi] A folgt aber
nach V 4 [4,, Aq] Ar .

Endlich beweisen wir den folgenden Satz:

Satz 38. Sind A,, 4,,..., An—t (M>2) m—1 bestimmte

augenblickliche Ereignisse, sind Am und B weitere materielle
Punkte und bestehen die Beziehungen

1 [An, Anps;] Ange  (n=1,2,..., m—2),

ist ausserdem [Ap, Ap+1;] B fiir ein gewisses n =p, dann ist iiber-
haupt

@ [Aq,, Ag] B (1=4,<gy=p+1),

Ist hingegen nicht [Ar, Ar1;] B fiir ein gewisses n=r, dann ist
tiberhaupt nicht

(3). [As,, As)] B (r=s,<s,<m).
Beweis, Die Ausdriicke (1) fir n-1,2,,..,p+1 bilden
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mit [Ap, Aps1:] B eine Menge, die der Menge (1) des Satzes 37
gleichkommt. Also bestehen nach Satz 37 die Beziehungen (1)
des Satzes 38. Ebenso hilden die Ausdriicke (1) ficn=r,r+1,...,m
mit [Ar, Ary1;] B eine Menge (1) des Satzes 37. Also bestehen
nach Satz: 37 die Beziehungen (3) des Satzes 38.

11. Uber Freignisreihen, die von nur zwei materiellen
Punkten getragen werden.

Die folgenden Sitze beziehen sich auf Ereignisreihen

[ (4, B)], welche von nur zwei materiellen Punkten A und B
getragen werden; dabei darf r endlich oder —e und s endlich
oder +o vorausgesetzt werden. Solche Ereignisreihen sind
gewissermassen die einfachsten und werden besonders in der
Begriindung der Metrik in Anwendung kommen.

Satz 39. Besteht eine Ereignisreihe [(4, B)J] und ist A im

Augenblicke eines bestimmten augenblicklichen Ereignisses A
dieser Ereignisreihe vereinigt mit B, dann ist A im Augenblicke

eines jeden augenblicklichen Ereignisses A dieser Ereignisreihe

vereinigt mit B und alle diese augenblicklichen Ereignisse A
finden in A gleichzeitig statt. Ausserdem ist auch B im Augen-

blicke eines jeden augenblicklichen Ereignisses B derselben
Ereignisreihe vereinigt mit A und alle diese augenblicklichen

Ereignisse B finden in B gleichzeitig statt.
Beweis. Es sei im Augenblicke des augenblicklichen

Ereignisses A= (AB)i A A vereinigt mit B. Dann ist (AB)} A =
=(AB)*'A und nach V1 (ABiM'=(AB)"?, (AB)'A-= (4B)?A

usw.. Nach Satz 8 ist auch (AB) =(AB)™, (AB)'A = (AB) A
usw , also ist einerseils: ...=(AB)'A= (AB)'A = (AB)\M'A=...,
anderseits: ...=(AB) ' = (AB)l = (AB)it'=

Bemerkung. Insbesondere konnen alle die genannten
gleichzeitigen augenblicklichen Ereignisse A miteinander identisch
sein; ebenso alle augenblicklichen Ereignisse B.

Satz 40. Besteht eine Ereignisreihe [(A, B)i] und ist A im

Augenblicke eines bestimmten augenblicklichen Ereignisses A
dieser Ereignisreihe nicht vereinigt mit B, dann ist A im Au-
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genblicke keines einzigen augenblicklichen Ereignisses A dieser
Ereignisreihe vereinigt mit B und es ist: ...<(AB)A<
<(AE’ YHA<... Ausserdem ist auch B im Augenblicke keines
einzigen augenblicklichen Ereignisses B derselben Ereignisreihe

vereinigt mit A und es ist: ...<(A By< (4B <.
Beweis. Es seiim Augenblicke des augenbhckhchen Ereig-

nisses A =(/11§)§A A nicht vereinigt mit B. Nach Satz 19 ist
(AB)A< (AB)T'A, also nach V 1 (AB)'< (AB)YY, (AB)TA <
<(/§ BY?A usw.. Nach Satz 8 ist auch (AB) < (/—11:?)”'1
(AB)"1§4<(AB):A usw., also ist einerseits: ... <<(4B)™!
<ABA<@BiM'<..., anderseits: ...<(AB)'< (AB)3<

<(AByt'<

Satz 41. Erscheinen in einem materiellen Punkte A zwei
augenblickliche Ereignisse o und B, ist A im Augenblicke ,oA“
vereinigt, bzw. nicht vereinigt mit einem materiellen Punkte B
und ist «aA=BA= «ABA, dann ist A auch im Augenblicke ,RA*
vereinigt, bzw. nicht vereinigt mit B.

Beweis. Ist aA= «4BA, so ist aA=BA, also nach V 1
BABA= uABA, folglich BABA=BA. — Ist hingegen «A<cuABA,
so ist entweder aA< BA, folglich, nach V 1, ocA'B'A<BA'BA und
wegen BA<aABA, BA <BABA oder ist «A = BA, folglich cABA=
- BABA und wegen «A< «ABA wieder pA < BABA.

Satz 42. Besteht eine Ereignisreihe [(4, B)j] und ist A
im Augenblicke eines bestimmten augenblicklichen Ereignisses
A dieser Ereignisreihe vereinigt, bzw. nicht vereinigt mit B, er-
scheint in A wéhrend dieser Ereignisreihe ein augenblickliches
Ereignis 3, dann ist A auch im Augenblicke ,BA* vereinigt,
bzw. nicht vereinigt mit B.

Beweis. Nach den Sitzen 39 und 40 ist A in jedem,
bzw. in keinem Augenblicke ,A“ der Ereignisteihe vereinigt
mit B. Nach Erkldrung 7 besteht fiir zwei augenblickliche Er-
scheinungen (AB)A, (AB)FA die Beziehung: _(A'B)ﬁA <BA=(AB)A;
dann besteht offenbar eine ganze Zahl n ({<n<k), so dass
(AB)fA<BA<(AB)FT'A gilt. Also ist nach Satz 41 A auch im
Augenblicke ,BA“ vereinigt, bzw. nicht vereinigt mit B.
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Aus Satz 42 ergibt sich unmittelbar der folgende Satz:

Satz 43. Besteht eine Ereignisreihe [(A, B)] und ist A im
Augenblicke eines bestimmten augenblicklichen Ereignisses A die-
ser Ereignisreihe vereinigt, bzw. nicht vereinigt mit B, ist hingegen
A im Augenblicke der Erscheinung eines anderen augenblicklichen
Ereignisses ¢ nicht vereinigt, bzw. vereinigt mit B, dann er-
scheint ¢ nicht wihrend dieser Ereignisreihe.

Wir erwihnen noch den folgenden Satz:

Satz 44. Besteht eine FEreignisreine [(4, B);] (bzw.
[(4, B>,]) und findet in A ein augenblickliches Ereignis ¢ wih-
rend derselben statt, besteht auch eine Ereignisreihe [(4, B)a, A],
welche ¢ als Anfangsereignis (bzw. als Endereignis) enthalt,
dann finden alle augenblicklichen FEreignisse A der letzten
Ereignisreihe wihrend der ersten Ereignisreihe statt.

Beweis. Es sei (4, BA=Ap=(A, B)F'A. Nach V 1 ist
(A BT A< Ap(BAY =(AB)iT A (k=1,2,...), wodurch der erste
Fall des Satzes bewiesen wird. Besteht [(4, B)% ] und ist ¢
das Endereignis von [(4, B)m, A], so folgt aus (AB)__A =
=(ABmAp = (AB)T! A, nach Satz 8, (AB)-FA<(AB)S*A=
=(AB)'T5*A, wodurch der zweite Fall bewiesen wird.

Bemerkungen. Die vorangehenden Sitze zeigen, dass
ein augenblickliches Ereignis B8, welches z. B. spiter als ein au-
genblickliches Ereignis « in A erscheint, nicht immer wiah-
rend einer gegebenen endlosen Ereignisreihe [(AB); ], deren
Anfangsereignis gleichzeitig mit aA ist, erscheint. Im positiven
Falle ldsst sich BA als Element endlichen Ranges in die zeitlich
angeordnete unendliche Folge augenblicklicher Ereignisse oA,
adBA, ... eingliedern. Im negativen Falle konnte RA nur als ein
transfinites Element dieser Folge angesehen werden. Anschaulich
ausgedriickt wiirde das letztere z. B. daan eintreten, wenn sich
A und B, wihrend die Ereignisreihe vorsichgeht, gegenseitig
nidhern und zusammentreffen wiirden, bevor 3 erschiene. Wiir-
den im Gegenteile 4 und B ,nie“ zusammentreffen, dann wire
ein beliebig spites augenblickliches Ereignis von der Ereignis-
reihe umfasst. Es weisan also die vorangehenden Sitze deutlich
auf etwas hin, was dem sogenannten Archimedischen
Axiom entspricht, obwohl noch von keinem Messen die Rede
war. Die vorige Bemerkung besagt, dass das so, zeitlich ge-
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meinte ,Archimedische Axiom“ nicht giiltig ist. — Im allge-
meinen entspricht jeder Ereignisreihe [(A'B)ij eine aus der Men-
ge aller augenblicklichen Ereignisse der betreffenden Mannigfaltig-
keit herausgenommene Teilmenge, deren Elemente von dieser
Ereignisreihe alle in einem gewissen materielien Punkte P um-
fasst werden. Diese Teilmenge ist sozusagen Archimedisch in
P, in Bezug auf diese Ereignisreihe. Besteht eine allumfassende
Ereignisreihe [(/1, B)i, so konnte man im selben Sinne die
ganze Mannigfaltigkeit ,Archimedisch® nennen. Wie man sieht,
hingt dies nicht von einer inneren Struktur der ganze n Man-
nigfaltigkeit ab, sondern bloss von einem ,zufilligen Paare ma-
terieller Punkte, So wiirde z. B. die Mannigfaltigkeit nicht ,Ar-
chimedisch“ sein, falls sie aus nur zwei materiellen Punkten A
und B bestehen wiirde und es drei augenblickliche Ereignisse
a, B, v gebe, so dass ad <BA <yA ist und dass A einzig im
Augenblicke ,BA“ mit B vereinigt ist. — Eine ,Archimedische*
Maannigfaltigkeit kann auch aus materiellen Punkten bestehen,
die am ,Anfange“ und am ,Ende® der ,Zeit* alle miteinander
vereinigt sind, nur muss es ein Paar materizller Punkte geben,
die sich inzwischen nie vereinigen. Erscheint aber ein augen-
blickliches Ereignis vor dem ,Anfange“ oder nach dem ,Ende*,
dann ist die Mannigfaltigkeit, offenbar, nicht ,Archimedisch®.

12. Axiom der Stetigkeit

Das Axiom der Stetigkeit begriindet eine Beziehung zwi-
schen einer unendlichen Menge augenblicklicher Ereignisse, die
in einem materiellen Punkte stattfinden und einem besonderen
augenblicklichen Ereignisse, das im selben materiellen Punkte
stattfindet und das wir Grenzereignis jener Menge nen-
nen werden.

Erkldrung 14. Eine Menge augenblicklichzr Ereignisse,
die in einem materiellen Punkte P stattfinden, werden wit be-
schrdnkt nennen, falls alle augenblicklichen Ereignisse dieser
Menge zwischen zwei bestimmten, in P stattfindenden, augen-
blicklichen Ereignissen in P erscheinen.

Erkldrung 15. Eine Folge {pa} (n=1,2,...) augen-
blicklicher Ereignisse, die in einem materiellen Punkte P statt-
finden, werden wir eine zunshmende, bzw. eine abnehmende mo-
notone Folge augenblicklicher Ereignisse nennen, falls Pp, <<
<Ppany1, bzw. Ppg > Pugg fiir jedes n ist.
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Erkldrung 16. Ein augenblickliches Ereignis ¢, das in
einem materiellen Punkte P stattfindet, werden wir Grenzereignis
einer Menge {p] in P stattfindender augenblicklichen Ereignisse
nennen, falls es eine zunehmende, bzw. eine abnehmende mo-
notone unendliche Teilfolge { .} (1=1,2,...) der Menge {u}
gibt, so dass die folgenden zwei Bedingungen erfiillt sind:

1. Es ist Pp>Ppn, bzw. Pp<Pp, fiir jedes n.

2. Es besteht kein augenblickliches Ereignis ¥, das in P
stattfindet, so dass ebenfalls Py >Ppa, bzw. Py<Pp, fiir jedes
n ist und ausserdem PYr<Pyp, bzw. Py >Py ist.

Bemerkungen. Unter den Elementen der betrachieten
Menge augenblicklicher Ereignisse kann es auch solche geben,
die gleichzeitig stattfinden. Fiir die Existenz eines Grenzereignis-
ses ist aber notwendig, dass unendlich viele Elemente miteinan-
der nicht gleichzeitig staitfinden. — Die Definition des Grenz-
ereignisses gleicht der des Grenzelementes einer einfach geord-
neten allgemeinen Menge und nicht etwa der des Grenzpunk-
tes einer linearen Punkitmenge. Denn die Punkte einer linearen
Punkimenge sind auf einer Geraden angereiht, wir aber haben
,ausserhalb“ der augenblicklichen Ereignisse keine ,stetige Zeit“.
— Wesentlich ist jedenfalls der Umstand, dass alle augenblick-
lichen Ereignisse der gegebenen Mannigfaltigkeit in Betracht ge-
zogen werden miissen, um die Bedingung 2 zu sichern. — Wir
konnten die Betrachtungen auch etwas allgemeiner fassen und
statt von augenblicklichen Ereignissen, die in einem materiellen
Punkte stattfinden, von augenblicklichen Erscheinungen sprechen.
Das kann aber auch nachtriglich leicht getan werden, nur driik-
ken sich dann die Beziehungen weniger einfach aus.

Nun stellen wir das Axiom der Stetigkeit in folgender Ge-
stalt auf:

VI. Jede beschrinkte unendliche Menge augenblicklicher
Ereignisse, die in einem materiellen Punkte statifinden, hat we-
nigstens ein Grenzereignis.

Bemerkung. In der Begriindung der Stetigkeitseigen-
schaften geniigt dieses eine Axiom, welches bloss die Exis-
tenz von QGrenzereignissen behauptel. Es driickt dabei einen
anschaulichen Umstand aus. Der Menge augenblicklicher Ereig-
nisse eatspricht ndmlich eine beschrinkte unendliche Menge von
,Augenblicken* der ,Zeit“, die wir im betreffenden materiellen
Punkte hinzuzudenkea gewdhnt sind. Wegen der Beschrinktheit
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wird es wenigstens einen ,Grenzaugenblick“ geben, dem unend-
lich viele ,Augenblicke” dieser Menge konvergieren. Da un-
ser Begriff des augenblicklichen Ereignisses eigentlich den Sinn
einer sichtbaren augenblicklichen Anderung in der Aussenwelt
hat, und im ,Grenzaugenblicke“ gewiss eine solche Anderung
stattfindet, darf man wohl auch diese Anderung zu den augen-
blicklichen Ereignissen zdhlen. Das besagt eben das Axiom VI

13. Uber unendliche Mengen augenblicklicher Ereignisse,
die in einem materiellen Punkte stattfinden.

In den folgenden ,Erklirungen“ werden einige elementare
Begriffe der Mengenlehre auf Mengen augeunblicklicher Ereignisse,
die in einem materiellen Punkte stattfinden, angewendet.

Erklarung 17. Eine unendliche Folge {pa} (n=1,2,...)
augenblicklicher Ereignisse, die in einetn materiellen Punkte statt-
finden, werden wir konvergent nennen, falls jede unendliche Teil-
folge vou {p,} ein Grenzereignis hat und alle diese Grenz-
ereignisse miteinander gleichzeitig stattfinden. — Ist ¢ eines von
diesen Grenzereignissen, so werden wir auch sagen: die Folge
{ vwn } konvergiert gegen ¢; in Zeichem:

lim e = .
n—=w

Erkliarung 18. Ist ein Element einer Menge augenblick-
licher Ereignisse, die in einem materiellen Punkte staufinden,
kein Grenzelement derselben, dann werden wir es ein isoliertes
augenblickliches Ereignis nennen.

Erkldrung 19. Es sei {p} eine Menge augenblicklicher
Ereignisse, die in einem materiellen Punkte stattfin?en; sind alle
Elemente von {p.} isolierte augenblickliche Ereignisse von {p},
dann werden wir {p} eine isolierfe Menge augenblicklicher Ereig-
nisse nennen; sind alle Elemente von {p} Grenzereignisse von
{p}, dann werden wir {p} eine in sich dichte Menge augenblick-
licher Ereignisse nennen; gibt es zu jedem Grenzereignisse von
{p} ein mit ihm gleichzeitig stattfindendes Ereignis von {p}, dann
werden wir {p} eine abgeschlossene Menge augenblicklicher
Ereignisse nennen; ist {p] zugleich in sich dicht und cbge-
schlossen, dann werden wir sie perfekt nennen.

Erkldrung 20. Ist {p) eine perfekte Menge augenblick-
licher Ereignisse, die in einem materiellen Punkte P stattfinden
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und gibt es zu irgend zwei Elementen p, und p, von {p}, hir
die Pp, <Py, gilt, ein Element p; von {n}, so dass Pp,<Pp,<<
<Py, ist, dann werden wir {p} eine sfefige Menge oder ein
Kontinutm augenblicklicher Ereignisse nennen.

Erkldrung 21. Ist die Menge aller Grenzereignisse ei-
ner Menge {p} augenblicklicher Ereignisse, die in einem mate-
riellen Punkte stattfinden, ein Kontinuum augenblicklicher Ereig-
nisse, dann werden wir {y} eine dichte Menge augenblicklicher
Ereignisse nennen.

Nun beweisen wir einige Sdtze, deren Analogie mit ge-
wissen elementaren Sitzen iiber lineare Punktmengen (sowie der
entsprechende Unterschied) leicht erkennbar ist.

Satz 45. Jede beschrinkte und monotone unendliche Fol-
ge {pn} (n=1,2,...) augenblicklicher Ereignisse, die in einem
materiellen Punkle P stattfinden, ist konvergent.

Beweis. Es sei { pn ] eine zunehmende monotone Folge.
Nach Axiom VI hat sie wenigstens ein Grenzereignis. Bestehen
deren mehrere und sind ¢ und V¥ irgend zwei unterihven, dann
besteht nach Erkliarung 16 eiae Teiliolge {pnp} (p=1,2,...) von
{ o}, sO dass P4>>Pu,,p fiur alle p ist, eine Teilfolge {p,} (7=
=1,2,...) von { pn}, so dass P\]f>Pgnr fiir alle r ist, und es

nicht Py<Pe und nicht Pp<P¥ ist. Also ist Pp-=P}, d. h.
{ ) ist nach Erklirung 17 konvergent. Ahnlich beweist man
den Fall einer abnehmenden monotonen Folge.

Satz 46. Jede konvergente Folge augenblicklicher Ereig-
nisse, die in einem materiellen Punkte P stattfinden, ist be-
schrdnkf.

Beweis. Essei {pa} (n=1, 2,...)eine nicht beschrinkte
unendliche Folge augenblicklicher Ereignisse die in P stattfin-
den. Wir wollen zeigen, dass sie nicht konvergent ist. — Nach
Erkldrung 14 bestehen nicht zugleich zwei augenblickliche Ereig-
nisse y und 8, so dass Py=<Pp, und PS=Py, fir jedes n ist.
Es gebe z. B. kein 8. Dann sei p,, das erste Element der Folge
{mn} (2,8, ...), fir welches Pp,<Ppn ist; ferner sei p das
erste Element der Folge {pn} (n=n,+1, ny+2,...), fiir wel-
ches Pp.,2<PpL.,3 ist; usw.. Da es kein 8 gibt, besteht die zu-
nehmende monotone unendliche Folge { pa, } (=2, 3,...). Diese

hat kein Grenzereignis, denn wire ¢ ein solches, so miisste nach
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Erklarung 16 P> Py, fiir jedes I sein, also wire ¢ ein 8. Ahn-
lich, {alls es kein y gibt.

Satz 47. Die Menge aller augenblicklichen- Ereignisse, die
in einem materiellen Punkte stattfinden, ist stets abgeschlossen.

Beweis. Da alle augenblicklichen Ereignisse im betref-
fenden materiellen Punkie zur Menge gezihlt werden, werden
es auch die Grenzereignisse. Also ist nach Erkldrung 19 diese
Menge abgeschlossen.

Satz 48. Ist eine unendliche Menge {p} augenblicklicher
Ereignisse, die in einem materiellen Punkte stattfinden, beschrinkt,
dann ist jede ihrer monotonen unendlichen Teilfolgen { pa} (n=
=1,2,...) konvergent,

Beweis. Da {p} beschriankt ist, ist es auch die Teilfolge
{1a }, welche also, nach Satz 45, konvergent ist.

Satz 49. Findet in einem materiellen Punkte P ein au-
genblickliches Ereignis frither, bzw. spéter als alle Ereignisse
einer Menge {A} augenblicklicher Ereignisse statt, dann gibt es
entweder ein Ereignis von {7} oder ein Grenzereignis von {2},
das in P frither, bzw. spiter als alle Ereignisse von {}} statt-
findet.

Beweis. Es finde in P ein augenblickliches Ereignis «
frither als alle Elemente von {2} statt; in Anlehnung an Satz 6
sei ¢ ein Zeitparameter, der der Menge {\}4+« in P zugeordnet
ist. Bezeichnen wir mit #(«), #(2) die den augenblicklichen Ereig-
nissen «, A zugeordneten Werte von f, so ist #a)<<#2) fiir jedes
). Entweder besteht ein #(2) =#(2,), so dass #2,)=#(>) fur je-
des X ist, oder besteht eine unendliche Folge #(2,)>#2,) > .. .,
so dass lim # kq )<<#(3) fiir jedes A ist. Im ersten Falle ist Px, =<

n—=auo
< P) fiir alle 2, im zweiten ist Py<<PA fiir alle &, wo v das
nach VI existierende Grenzereignis von { A, ) ist. Ahnlich be-
weist man den Fall, wenn ein augenblickliches Ereignis spéter
als alle Ereignisse von {A} in P stattfindet.

Satz 50. Findet in einem materiellen Punkte P ein au-
genblickliches Ereignis irither, bzw. spater statt als alle Elemente
einer abgeschlossenen Menge {i} augenblicklicher Ereignisse,
dann gibt es ein Element von {2}, das in P frither, bzw. spéter
als alle Elemente von {2} stattfindet.

Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 49, auf Grund der

Erklarung 19.
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Satz 51. Ist A, ein isoliertes augenblickliches Ereignis ei-
ner Menge {)\} augenblicklicher Ereignisse, die in einem mate-
riellen Punkte P stattfinden, und ist die Menge {2’} aller Elemente
von {A}, fiir die PA,<PX, bzw. P),>P) ist, nicht leer, dann
besteht ein augenblickliches Ereignis v, das Flement oder Grenz-
ereignis von {2} ist, so dass

PN\, <Pv=PX, bzw. P\, > Py=P)

fiir jedes A ist.

Beweis. Nach Satz 49 besteht ein Element oder Grenz-
ereignis von {A'}, das folglich auch Element oder Grenzereignis
von {\} ist, so diss Pv<=P), bzw. Pv=P) ist. Nach Erklirung
16 ist offenbar P2 <Pv, bzw. Ph,=Pv, also ist der Satz be-
wiesen.

Satz 52. Erscheint in einem materiellen Punkte P ein augen-
blickliches Ereigris ¢ wihrend eines Kontinuums {2} augenblick-
licher FEreignisse, die in P stattfinden, und zwar so, dass Ele-
mente von {A} bestehen fiir die P\ <¢P ist und solche fiir die
P)> @P ist, dann bilden alle Elemente von {2}, fir die Pr=¢P
ist und alle jene, fiir die PA=¢P ist, zwei Kontinua augenblick-
licher Ereignisse, die ¢ umfassen.

Beweis. Wir bezeichnen mit {p} die erste, mit {s} die
zweite von den letzigenannten Mengen. Beide diese Mengen sind
in sich dicht. In der Tat, da nach Erklarung 20 {A} in sich dicht
ist, ist jedes Element p, von {p} ein Grenzereignis von {2},
d. h. es besteht eine monotone Teilfolge { M} (n=1,2,...) von
{3}, die gegen p, konvergiert. Wiirden alle A, (n>m) zu {o}
gehoren, so wiare Pl = @P (n>m), also nach Erklarung 16
auch Pp,=¢P, d. h., da Pp, =P ist, Pp, = ¢P. Istalso Pp,<¢P,
so konnen nur endlich viele 2, zu {s} gehdren, d. h. es ist p,
Grenzereignis auch von {p}. Ist Pp,=¢P, so ist p, dennoch ein
Grenzereignis von {p}, was folgenderweise bewiesen werden kann:
Wire p, kein Grenzereignis von {p), so wire es ein isoliertes
Ereignis von {p}; nach Satz 51 wiirde es ein augenblickliches
Ereignis v geben, das Element oder Grenzereignis von {p} und
folglich Element von {}} ist, so dass Pv < Pp, ist und so dass
fiir p Pv<Pp<Pp, ist. Nach Erkldrung 20 ist das aber unmdg-
lich, da v und p, Elemente von ({a} sind. Also ist p, in jedem
Falle ein Grenzereignis von {p}, d. h. {p} ist in sich dicht.
— Ahnlich beweist man, dass {o} in sich dicht ist.
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Ausserdem sind {p} und {o} abgeschlossene Mengen. Ist
namlich © irgend ein Grenzereignis von {p}, so gibt es, da =
auch Grenzereignis der abgeschlossenen Menge (2} ist, ein mit
z gleichzeitig stattfindendes augenblickliches Ereignis 2/, das zu
{3} gehort. Nach Erklirung 16 ist PA'=¢P, also gehort 2 zu
{p}, d. h. auch {p} ist abgeschlossen. — Ahnlich beweist
man, dass {o} abgeschlossen ist.

Also sind {p} und {s} perfekte Mengen augenblicklicher
Ereignisse. Da ferner jedes Element von {p} auch Element von
{3} ist und {2} ein Kontinuum ist, besteht fiir jedes Paar Ele-
mente p, und p, von {p}, fiir die Pp,<Pp, ist, ein Element ),
von {1}, so dass Pp,<PM\,<Pp, ist. Es gehort aber 2, zu {p},
da P),<<oP ist, also ist nach Erklarung 20 {p} ein Kontinu-
i m, Ebenso {s}.

Nach Satz 50 gibt es ein Element p’ von {p} und &’ von
{o}, so dass fiir jedes p Pp<Pp’ und fiir jedes o Po=Ps ist.
Es ist Pp’<P¢’ und kann nicht Pp’<Ps’ sein, denn, da {2} ein
Kontinuum ist, miisste es nach Etkldrung 20 ein Element )
von {}}, also von {p} oder von {c} geben, so dass Pp’'<PN<
<Pq’ ist, was den Voraussetzungen iiber p’ und o widerspricht.
Also ist Pp’'=Pd, folglich Pp’'=¢P =Ps, womit auch der letzte
Teil des Satzes 52 bewiesen ist,

Satz 53. Erscheint in einem materiellen Punkte P ein
angenblickliches Ereignis ¢ wihrend eines Kontinuums {}} au-
genblicklicher Ereignisse, die in P stattfinden, dann gibt es ein
Element von {A}, das in P gleichzeitig mit ¢ erscheint.

Beweis. Nach Erklirung 7 ist entweder P2 =¢P oder
P)=¢P fiir jedes X, und dann ist auch PA=¢P fiir gewisse 2,
oder gibt es nach Satz 52 und der dortigen Bezeichnung zwei
Teilmengen {p} und {o}, die Kontinua sind und ¢ umfassen,
d. h. es ist wiederum Pr=qP fiir gewisse A.

Satz 54. Ist einem Kontinuum {2} augenblicklicher Ereig-
nisse, die in einem materiellen Punkte stattfinden, ein auf einer
Menge {t} reeller Zahlen definierter Zeitparameter zugeordnet,
dann ist diese Menge {f} in sich dicht.

Beweis. Es seien ¢, £, irgend zwei Werte von {f}, so dass
t,<t, ist und 2,, ), die entsprechenden Werte von {3}, fiir die
also P),<P)\, ist. Nach Erklarung 20 gibt es ein Element 2,
von {\}, so dass P\, <PX, <P}, ist. Entspricht #; zu 2,;, so ist
t,<t,<t, d. h. {f} ist in sich dicht.
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14, Begriff des stetigen Zeitparameters.

Erkldarung 22. Findet in einem materiellen Punkte P
ein Kontinuum {2} augenblicklicher Ereignisse statt, so werden
wir die in einem Intervalle (q, ) reeller Zahlen (a<<b) definierte
Verdnderliche £ einen dem Kontinuum (A} zugeordne-
ten stetigen Zeitparameter nennen, falls die drei folgenden Be-
dingungen erfiillt sind:

1. Jedem augenblicklichen Ereignisse von (A} entspricht
ein und nur ein Wert von .

2. Jedem Werte von f enispricht ein augenblickliches
Ereignis von {2}.

3. Sind A, und ), irgend zwei augenblickliche Ereignisse
von {A}, £, und £, die entsprechenden Werte von f und ist
PX,; <, oder >, oder =PX,, dann ist £, <, bzw. >, bzw. ={,.

Bemerkung. Am Ende des Paragraphen 4 wurde der
Begriff des allgemeinen ,Zeitparameters® erwidhnt. Nach Satz 6
kann auch dem Kontinuum {2} ein solcher zugeordnet werden.
Ein stetiger Zeitparameter unterscheidet sich von den nichtste-
tigen vor allem dadurch, dass die Menge {f} seiner Werte ein
stetiges Intervall ausfiillen. Der Umstand, dass hier nicht von
augenblicklichen Erscheinungen, sondern von Ereignissen die
Rede ist, ist nicht wesentlich. — Ist {2} beschrinkt, so ist das
Intervall abgeschlossen. Ist {2} nicht beschrinkt, so ist (a, b) we-
nigstens an einer seiner Grenzen offen und man kann fiir diese
Grenze auch 400, bzw. —oo wihlen.

Fiir den Begriff des stetigen Zeitparameters ist der fol-
gende Satz wichtig.

Satz 55. Jedem Kontinuum augenblicklicher Ereignisse,
die in einem materiellen Punkte stattfinden, kann ein steliger
Zeitparameter zugeordnet werden.

Beweis. Nach Satz 51 kann jedem Kontinuum augen-
blicklicher Ereignisse, das mit {%} bezeichnet werde und in ei-
nem materiellen Punkte P stattfinde, ein allgemeiner Zeitpara-
meter, der auf einer in sich dichten Menge {f} definiert ist>
zugeordnet werden. Jede in sich dichte Menge reeller Zahlen
kann aber auf eine in irgend einem reellen Intervalle (a, &),
a<t', uberall dichte Zahlenmenge ein-eindeutig abgebildet wer-
den, so dass diese Abbildung durch eine nicht abnehmende
Funktion geschieht. Dadurch wird wieder ein Zeitparameter {f'}
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bestimmt, fiir den nun gezeigt werden soll, dass er stetig ist.
Zu diesem Zwecke muss man zeigen, dass die Menge {f'} das
Intervall (@, &") erfilit. — Es sei « irgend eine Zahl, fiir die
a<<u<b’ ist. Da {¢} dicht in (d', ") ist, gibt es eine Teilfolge
{tn} von {}, so dass ¥ < tapr (n=1,2,...) ist und dass
lim ¢y = u ist. Es sei 2y das Element von {3} dem ¢, entspricht.
Da Pin < Pingt ist (n=1,2,...), konvergiert { %, } und zwar
gegen ein Element A, von [2}, da {)\} in sich dicht ist. Dem
Elemente 2, entspricht ein Wert £/ von {f}. Wire {/<u, so
wire fiir unendlich viele 2, PA, > PX,, was der Erklirung 16
widerspricht. Wire #/>u, so wire, da {f'} dicht ist, fiir gewisse
t t/>t>u, also fiir die entsprechenden a: P2, >Pr>Ph, fiir
jedes n, was wieder der Erklirung 16 widerspricht. Also ist
ty =u, d. h. dem Werte u entsprichi ein bestimmier Wert 2,
von {\}. Damit ist Satz 55 bewiesen.

Wie aus Erklirung 22 hervorgeht, ist jeder stetige Zeitpa-
rameter an einen bestimmten materiellen Punkt gebunden (in
dem das enisprechende Kontinuum {2} augenblicklicher Ereig-
nisse stattfindet). Deshalb werden wir in genauerer Ausdrucks-
weise diesen Zeitparameter einen stetigen Zeitparame-
ter in P nennen und mit fp bezeichnen.

Der iiblichen Redeweise entgegenkommend, werden wir
einen stetigen Zeitparameler f#p schlechtweg auch stetige
Zeit oder kurz Zeit nennen, genauer: Zeit in P. Statt vom
»Werte fp des stetigen Zeitparameters #p “, werden wir vom ,A u-
genblicke #p“ und statt vom ,Intervalle (£p, ’p) des steti-
gen Zeitparameters #p ¢, werden wir vom ,Zeitintervalle (fp, #p)“
sprechen. (Da schon frither vom Augenblicke ,BA“ gespro-
chen wurde, wird jetzt fiir den Fall, dass ein stetiger Zeitpara-
meter besteht, ,BA“ mit einem bestimmien Werl von fp formal
identifiziert).

Mithin gilt die folgende Ausdrucksweise: Statt zu sagen,
dass ein augenblickliches Ereignis ¢ in einem materiellen Punkte
P im Augenblicke ,P)\'“ erscheint, bzw, staitfindet, wo X ei-
nem Kontinuum {2} angehort und ¢ der entsprechende Wert ei-
nes entsprechenden stetigen Zeitparameters fp ist, werden wir
sagen, dass ¢ in Pim Augenblicke # erscheint, bzw.
stattfindet; in Zeichen:

@P(t') oder t(pP), bzw. Pe(t) oder {(Py),
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oder bloss: ¢(#p) oder £p(¢p).

Falls ein augenblickliches Ereignis { in einem materiellen
Punkte P in einem Augenblicke ¢, der stet'gen Zeit #p erscheint,
bzw. stattfindet, und falls #, in einem Intervalle (¢, ¢’) von f
liegt, dann werden wir sagen, dass ¥ in P im Zeitinter-
valle (#,¢) erscheint, bzw. stattfindet.

Wenn also gesagt wird, dass z. B. zwei augenblickliche
Ereignisse in einem materiellen Punkte im selben Augenblicke
erscheinen, so bedeutet das, dass sie gleichzeitig erscheinen. In
Zeichen: Ist H{P) = t(VP), so ist pP=VP und umgekehrt. Eben-
so: Ist H{pP)<t(V'P), so ist pP< P und umgekehrt.

Bemerkung. Es sei nochmals erwihnt, dass die Augen-
blicke und Zeitintervalle, ebenso wie die Zeit selbst, an die ein-
zelnen materiellen Punkte gebunden bleiben miissen, da gemiss
den Axiomen III die zeitlichen Beziehungen nur fiir Erscheinun-
gen in einem und demselben materiellen Punkte bestehen. Also
kann z. B, nicht vom ,selben Augenblicke“ in zwei verschiede-
nen materiellen Punkten gesprochen werden (vereinigte mate-
rielle Punkte konnten allein eine Ausnahme bilden, in die aber
hier nicht niher eingegangen wird .

15. Uber augenblickliche Vereinigungen und augenblick-
liche Konjunktionen in stetiger Zeit.

Im folgenden sei angenommen, dass alle in Betracht kom-
menden augenblicklichen Ereignisse im betreffenden materiellen
Punkte P wihrend eines Kontinuums in P stattfindender augen-
blicklicher Ereignisse erscheinen und dass diesem Kontinuuam
ein stetiger Zeitparameter #fp zugeordnet ist. Dann besteht immer
ein Wert von fp, der den Augenblick des FErscheinens oder
Stattfindens in I irgend eines augenblicklichen Ereignisses an-
gibt.

Die folgenden vier Sitze beziehen sich auf augenblickliche
Vereinigungen:

Satz 56. Ist ein materieller Punkt M in einem Augen-
blicke 7, der Zeit in M nicht vereinigt mit einem materiellen
Punkte N, dann ist M in keinem Augenblicke eines gewissen
Zeitintervalls (¢, £,), der der Bedingung: ¢ <t,<¢, geniigt, ver-
einigt mit N.

Beweis. Es ist M(f,) << M(t,)NM; also, in M(t)NM - M(t,)
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ist{,<?t, Ebenso in M(f)=M(')NM ist t,>¢,. Nach Satz 41
ist in keinem Augenblicke ¢, fir den {f,<%,"<=t,/ ist, und in
keinem Augenblicke ¢,”, fiir den t,=1,"=¢/, ist, (M, N) M. Also
geniigt schon das Zeitintervall (¢/,#,) den Bedingungen des
Satzes 56.

Satz 57. Ist ein materieller Punkt M mit einem materiel-
len Punkte N vereinigt in einer Menge von Augenblicken der
Zeit in M, die einen Grenzwert f, hat, dann ist M auch im Au-
genblicke #, vereinigt mit N.

Beweis. Wire nicht (M, N) M(to), dann wiirde es nach
Satz 56 ein Zeitintervall (4, £,), t,<¢,<<f;, geben, in dem nicht

(M, N)M sein kann. Das widerspricht aber der Voraussetzung,
dass f, Grenzereignis der betrachteten Menge ist und also in
(#,, t,) Elemente haben muss.

Satz 58. Ist ein materieller Punkt M mit einem materiellen
Punkte N vereinigt, bzw. nicht vereinigt, in einer Menge von
Augenblicken, die in einem Zeitintervalle (f,#,) der Zeit in M
iiberall dicht ist, dann ist M in jedem, bzw. in keinem Augen-
blicke dieses Zeitintervalls vereinigt mit N.

Beweis. Da die Menge dicht ist, ist jeder Wert von #in
(¢, ty) ihr Grenzwert. Der Satz folgt also unmittelbar aus Satz
57, bzw. 56.

Satz 59. Besteht eine FEreignisreihe [(M, N)*], bzw.
[(M, N)2w] und ist sie beschrankt, dann ist M im Augenblicke

t,~lim t (MN)'M), bzw. f,=lim f((MN)iM)
n—w n—w

vereinigt mit N,

Beweis. Betrachten wir den ersten Fall: Wire nicht
(M, N) M(t,), dann wire in ME)NM=M(t)) t,<t,. Es seien ¢/,
ty zwei Werte von ¢, so dass t,<t,<t, und M(t,)NM-M({,)
ist. Da M(t,)<M(t,) ist, ist M(t,)NM<M(t,)NM, also M(t,)<M(t,).
Es gibt also ein Element M(t,) der Ereignisreihe [(#, N)], so dass
t/<t, ist. Dann ist M({/)<M(t,), folglich M(t,) = M(t;,)NM <

<M(t,) NM<M(t,), d. h. M'(tl’)<1}{1'(to), was der Voraussetzung,
dass #,<<t, ist, widerspricht. — Ahnlich beweist man den zwei-
ten Fall,
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Die folgenden vier Sitze beziehen sich auf augenblickliche
Konjunktionen:

Satz 60: Ist LN<LMN fiir ein bestimmtes L, dann ist
[L M]N in keinem Augenblicke des Zeitintervalls [{(LN), f(LMN)].

Beweis. Es sei f(LN)=t,, {(LMN)=t,. Wire [L, M] N
in einem Augenblicke 7, fiir den #,<t'<{, ist, dann wire LN(t)<
< LN(#), genauer L(t,)N(t,) <L()N(t) (die gleichbezeichneten ¢
gehoren das eine mal zu 4., das andere mal zu #y), also L'(t1)<

< L(t)), folglich N(t,) = L{{ ) MN<<L(t)MN = N(t), d h. t,<t, im
Widerspruche mit der Voraussetzung. Also gilt der Satz 60.

Satz 61. Ist nicht [L, M| N in einem Augenblicke #, der
Zeit in N, dann ist in keinem Augenblicke eines gewissen Zeit-

intervalls (£, ¢,), der der Bedingung: t,<t,<t, geniigt, [L, M]N.
Beweis. Esist LNCLMN ebenso fir LN=N(t) als fiir
LMN = N(t,). Im ersten Falle, in LMN=N(t,), ist ,< t,; im zwei-

ten Falle, in LN=N(t,), ist t/<t, Nach Satz 60 geniigt also
schon das Zeitintervall (¢, ¢,) den Bedingungen des Satzes 61.

Satz 62. Ist [L, M]N in einer Menge von Augenblicken

der Zeit in N, die einen Grenzwert £, hat, dann ist [L, M]N auch
im Augenblicke £,

Beweis. Aus der genannten Menge greife man eine mo-
notone unendliche Folge {f} (n=1,2,...) heraus, fiir die

lim ty = ¢, ist. Es sei ta < tup1 (<1,). Wire nicht [L, M| N im

n—w

Augenblicke ¢, dann wire LN< LMN fiix LMN==N(t;). Ist also
LN=N(¢), so ist #<t,. Nun sei tn ein Element von {f}, so
dass ¥<tm <t, ist. Dann ist LN(#) < LN(tw), genauer L(t)N(¥)<
<L(tm)N(tm), also ist L(#)< L(tm), folglich N{t)=L({f) MN <
< L({tm)MN= LN(tn), d. h. t,<fm, was der Voraussetzung f, <
<tap1 (<1,) widerspricht. Also ist [L, M]N im Augenblicke f,
— Ist hingegen #; > fay1 (> t,) und wire nicht [L, M]N im Au-
genblicke #,, dann wire LN<LMN fir LN=N(,). Ist also
LMN=N("), so ist £,<t'. Nun sei £, ein Element von { .}, so
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dass f,<t,<t’. Dann ist LMN{¢")>LMN (%), genauer
L")y MN@")> L( t, MN (1,), also ist L(t")> L(t), folglich
N(t) = L(t"YN>L( t, )N = LN(t,), d. h. {,>t,, was der Voraus-
setzung #y > tha(f>,) widerspricht. Also ist auch in diesem
Falle [L, M] N im Augenblicke f,. Folglich gilt der Satz 62 all-
gemein.

Satz 63. Ist [L, M]N, bzw. nicht [L, M)N in einer Menge
von Augenblicken, die in einem Zeitintervalle (¢,, {;) der Zeit
in N iiberall dicht ist, dann ist in jedem, bzw. in keinem Au-

genblicke dieses Zeitintervalls [L, M]N.
Beweis. Da jeder Wert von ¢ in (¢, {,) Grenzwert der
Menge ist, folgt der Satz 63 unmittelbar aus Satz 62, bzw. 61.



