UNE REMARQUE RELATIVE
AUX QUELQUES THEOREMES DE SOMMABILITE

B. BAJSANSKI {Beograd)

1. Soit T un procédé permanent de sommation. Pour quelles valeurs
de ¢, ¢ #0,

¢} T—lm{ex,+(1-0)x,_)=x
implique '
(2) T—lim x, = x?

La condition n’est connue que dans des cas particuliers. Ainsi, si le pro-

cédé de sommation se réduit & la convergence, la condition est Ric>1/2

({1], 3. Teil, Aufgabe (48)). Dans le cas des sommations d’Abel et de

Norlund, la condition est la méme [2]. Mais, §’il s’agit des sommations
}

d’Euler-Knopp et de Borel, les conditions deviennent Rlc>§T—li
g+

Ric>0, ‘r‘espectivement [3].

Nous allons donner ici une condition nécessaire pour ¢ dans le cas
général. Cette condition montre que les résultats cités sont les meilleurs,
sauf pour la sommation d’Abel pour laquelle la condilion Rlc>1/2 peut
étre remplacée par Rlc >1/2. Aussi nous allons donner dans des cas
particuliers des conditions suffisantes pour ¢, de sorte que les résultats
connus seroni unifiés dans deux théorémes,

2. THEOREME 1. Soit S la region dans laquelle le procédé de sommation
T prolonge analytiqguement les séries entiéres des fonctions (1-2)"%, k=1,2,..,
Alors, si (1) implique (2), le point 1—1/c se trouve dans S.
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Démonstration. Il suffit de monirer que

(i) le point 1—1/c appartient & la région dans laquelle le procédé T
prolonge analytiquement la série géométrique, et que

(ii) si le point 1—1/c appartient A la région dans laquelle le procédé
~ de sommation T prolonge la série entieére de la fonction (1—-2)~" la série
entiere de la fonction (1 -2)~"—' sera aussi prolongée par le procédé T
au point 1—1/c. \
(i) Soit x,=(1-1/c)*, n=0,1,.... Alors ¢x,+(1 = ¢) Xy =0
n=1,2,.... Donc T-limx,=T-lim(1—-1/c)* =0, c’est-3-dire la série
géométrique est prolongée par le procédé T au point 1-1/c.

(i) Soit st (2) la v-i2me somme partielle de la série entidre de la
fonction (1—2)~". Si z,=1—1/c, alors '

. 1
T—lims® (z,)= ,
O o
c’est-a-dire
{r)
3 _ . Su (20) _ 1 -
3) T—lim 1=z ~ {2
Comme :
14 _
sO(zg) = 3 (M—}l 1)2‘*;
p=0 [
on aura

s (2) =50V (2) - 250H0(2).
" Alors, d’aprés (3), la suite

@+, y_ ., (24D ()

t,.-—-cs‘,“*”(z,)-;—(l-c)sﬁ,”_“;" (20)= Sy (20)—20 Sv—1 (%)) S (20)
1—"30 1"“‘20

est T-sommable vers (1-2z,)~"-1 Comme (1) implique (2), la suite

st (z,) sera aussi T-sommable vers (1-z,)—n—!, c'est-a-dire le point

2o=1-—1/c appartient 2 la région dans laquelle le procédé T donne un
prolongement analytique de la fonction (1 -2)—n1,

3. Avant de formuler les théorémes 2 et 3 nous allons donner une

Définition. Le procédé de sommation T satisfait a la condition de
Mertens (2 la condition mixte de Mertens) si de

T—lim “2 U= U

=0
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et de la T-sommabilité absolue (de la convergence absolue) de la série
§ v vers v, il s’ensuit que le produit de Cauchy des séries E u, et § v,
n=0" ’ : n=0 n=0
est T-sommable vers uv.

La condition de Mertens est satisfaite, par exemple, pour les pro-
cédés d’Abel, d’Euler-Knopp ([4], p. 237), d’Euler-Perron [5], de Borel
(4], p. 238, 246). La condition mixte de Mertens est satisfaite, par exemple,
pour les procédés de Norlund. Pour le constater il suffit de poser go=1,
a,=0, pour n>1 dans le théoréme suivant de Mears [6]:

Si
IN(an) |~ S ue =U
k=0
et
N () - S v =V,
k=0
alors
N(cn) - >3 w=UV
k=0

ot i w; est le produit de Cauchy des séries E: u, et Y v et on
k=0 k=0 k=0

Ch=08obp+ a, bp—y + ... +a,b,.

Les exemples donnés montrent que les résultats cités au début de
cet article sont contenus dans les deux théorémes suivants.

THEOREME 2, Sile procédé de sommation T satisfait a la condition de Mertens,
et sile point 1 —1/c appartient a la région dans laquelle le procédé T donne
un prolongement analytique, absolument convergent, de la série géométrique,
alors (1) implique (2).

THEOREME 3. Si le procédé de sommation satisfait a la condition mixte
de Mertens, et si R1>1/2 ((C’est-g-dire si le point 1 ~1/c est silué a lintérieur
du cercle-unité) alors (1) implique (2).

Démonstration des théorémes 2 et 3. La série 3 (xp—xn—,) est le
i n=0
produit de Cauchy des séries

il(l—l)’l et 37 ¢ (tn— Xng) + (1 = ) (Xns—Xp—2)]-
¢ 7o

n=0 [
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4, Pour les procédés d’Abel, d’Euler-Knopp, de. Borel et pour quel-
ques procédés de Norlund (par exemple, pour les procédés de Cesaro),
la condition suffisante pour ¢ donnée par le théoréme 2 ou 3, respective-
ment, est équivalente 3 la condition nécessaire donnée par le théoréme 1.
Il faut remarquer, cependant, qu’il n’est pas ainsi pour un procédé de
Norlund qui somme toutes les dérivées de la série géométrique dans quel-

¥

que point e:la question si (1) implique (2) pour cxw——}——m reste non-
l-e

résolue dans ce cas.
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