UBER DEN PERRONSCHEN SATZ IN DER THEORIE
. DER LINEAREN DIFFERENZENGLEICHUNGEN

S. ALJANCIC (Belgrad)

ZUSAMMENFASSUNG. — Es wird der Perronsche Satz iiber das Ver-
halten der Losung einer linearen Differenzengleichung derart prézisiert, dass
man asymptotische Relationen einfiihrt.

Es sei
(1) flx+ m)+ay(x) f(x+n-1)+ -+ +a.(x) f(x) = 0

eine lineare Différenzengleichung, deren Koeffizienten a, (x), (m=1,...,n;
x=0,1,...) folgende Bedingungen erfiillen

(2) lim an(x)=am, n(x)#0, amx0;
3) B(N)y=MN+a "1+ da,=(A—N) - (A=D]p),

|l'1l > p‘z[ > > |)‘n‘ :
Nach O. Perron [4] existiert dann ein System von Fundamentallo-
sungen fy(x),..., fa(x) so dass

im PEFD o .

x=x  f,(x)

Unlingst gab M. A. Evgrafov [l] einen neuen und einfachen
Beweis des Perronschen Satzes, der zu neuen Untersuchungen Anlass gab.
So bewiesen A. O. Gelfond und I. M. Kubenskaja [2] den folgen-
den Satz:

Wenn die Koeffizienten der Gleichung (1), ausser (2) und (3), noch
folgenden Bedingungen geniigen: ‘

|@a(x) — am| < @ (x) (m=1,...,n),

lim ¢ (x)=0, 0<p(x+1)< o (x) um%ﬂ,
x=w x==  @(x

(4)
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dann existiert ein System von Fundamentallosungen f,(x),..., fo(x) so dass

sz(vx_(:)ilawomx)l (=1,...,n).

In dieser Arbeit untersuchen wir was man aus dem asymptotischen Ver-
fx+1) o

fv(x)
kann. Dabei lassen wir in asymptotischen Beziehungen als Vergleichsfunk-
tionen die sogenannten langsam sich dnderden Funktionen (LA-Funktionen)
zu, Nach J. Karamata [3], L(f) ist eine LA-Funktion wenn sie stetig
und vom konstanten Vorzeichen ist und wenn

halten von a,{x)—a, (x»cc) iiber dasjenige von » schliessen

L(\1)
L(1)

Von den wichtigeren Eigenschaften der LA-Funktionen, fithren wir die fol-

genden an:

(6) Der Grenziibergang (5) gilt gleichmissig in A, 0 <<a A< < 0.

(7) Wenn >0, dann 1L (f)» oo und t9L(¢)-» 0, t>00,

(8) Fiir n >0 ist
Max {r=L (x)} ~tL (), t- 00,

<<
d.h. =1 L (f) gestattet eine monotone Majorante mit demselben asym-
ptotischen Verhalten.

(5) 21, t»o0 fiir jedes A > 0.

SATZ. Es migen die Koeffizienten der Gleichung (1) den Bedingungen
(2) und (3) geniigen und es sei

am (X)=a+ A, x L, (x) +o[x7 %" La(x)]  (Am#0, an >0, m=1,...,n)

wobel Ly(x) LA-Funktionen sind, die im Falle a,=0 monoton gegen Null
abnehmen. Man seize
a=Min {a,,...,q,}.

Sind von den Zahlen ay,...,a, genau r (r < n) gleich a:

Uy = Oy = *+* =0y, =0

1

und dabei
me (x) NLma(x)N”'N Lmr (x)NL (X)’
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dann existiert ein System von Fundametallosungen fy(x),...,fa(x), so dass

f*"fx<+>l*)= MK () xeL(x)+o[x=L(x)] (=1,...,n)
L (x
mit l

1 S m_ N'—mp.

wmﬂSAP"

p=1

Ky(r)=K (myg,...,n,)= —

Wir bemerken dass unsere Annahme iiber das Verhalten von
an (x)—a, implizit voraussetzt dass die a,, (x) — a,, zuletzt (x>o0) konstantes
Vorzeichen haben. Ebenso folgt, laut (6), (7) und (8), aus unseren An-
nahmen die Existenz einer monotonen Majorante ¢ (x) fiir die |a,, (x) ~ apm),
welche den Bedigungen (4) des Gelfond-Kubenskajaschen Satze geniigt.

Der Beweis unseres Satzes folgt demselben Gedankengang wie der-
jenige von Gelfond und Kubenskaja. Abweichungen treten erst dann auf
wo man Abschitzungen durch asymptotische Relationen ersetzt. Der klar-
heit halber geben wir, hier einen vollstindigen Beweis.

(i) Auf Grund des Perronschen Satzes existiert ein System von Fun-
damentallosungen f,(x),..., fn(x) der Gleichung (1) so dass

fxe4l) o

xhzix.} (0 (v=1,...,n).
Es ist also

fv (x+ l)=[}\v+YV(X+1)] fv (X),
wobei

lyu(x)] < 8(x) {0, x> o0,
Folglich ist

©)  ho=hix) II {xvm(k)}=cx¢ﬁ[1+i”—‘"—’}=wzeo<x).
:xr}-l k=1 )\v

da wegen v,(x)>0, x- oo,

login[1 [1 +Yva} <Y

! x
v k=1

log (1+ I&)’

14

TE e ®l=ow.

<
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(ii) Wir nehmen ein festes v ins Auge und fiihren das System von
Funktionen u)(x) (s=1,..., n) ein, mittels
fo () =uy (x)+---+uy (x),
(10) flx+ D) =2 u} (x)+-- -+ 11l (x),

fo (et n=1) =201 (x) +--+ N ul(x).

Um diseses System von Gleichungen nach u?(x) (s=1,..., n) aufzuldsen,
fithren wir
6(2)

8 (2)=

=A""14 Cj,s AP-24 4 Cn_ys

S

ein, muitiplizieren die Gleichungen (10) mit C,-,s,..., Cys Cos=1 der
Reihe nach und er\halten nach Addition

(11) "j: Cosho(xtn=g—1)= 3 8, (he) 22 (x) = 0'(0,) 2 (x).
g= k=1

Auf Grund von (9) ist aber

'f_;:cq,, fo(x+n—gq—1)= f, (x) "i] Cos T 7 1 [N+ (K]
= |

g=0 k=x+1
~f (%) (es M+ S Cos {"“ﬁ"“ oty -2 )
q=0 k=x+1
was zusammen mit (11)
. fv ( x) n—1 x+t+n—g—1
12 v = —— | Ys\Ny s v— Yv — Nt—4—
(12)  w= g (60 + % Cos [T D vt 2ot )

gibt. Da

es()"v) - 1: s§=v,
0'(xs) [0, S#v,
folgt aus (12)
= {F @ OB s=v
fv(x) O(a(x))r SEV,
so dass

(13) im 5 _o sy
e w3
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Auf Grund der Definition der Zahlen Cg,, erhdlt man aus (11)

uZ(x—{—l)—}\,u:(x)-—e,—(}\—)[E Cosfy(x+n—q)— A Ecqsfv(x"'n_ _l)]‘

g=0

[fv(x+n)+2 [Cos ~2sComsse] fo (X + =) = 2sCn- mf(x)}

g=1

G (}\s)

e'( 5 [fv(x+n )+ E aqf(x—l—n—q)}

so dass, laut (1),

LS e, (0 fo(x+a-g)

w(x+1)=rul(x)= - o)
s) 9=1

mit
gg(x)=am (x) - ap.

Driickt man die f,(x+n—gq) mittels (10) aus, so findet man

(14) 0 (x+1) - A2 (x) = S es(x) 2 (x)
wobei | =
&5 (X)= — 6'(ls) z} A=9 g (x)

gesetzt ist.

Nach Voraussetzung des Satzes iiber das asymptotische Verhalien:
der e,(x) und gemdss (7), ist wenn x - oo

1 c — —a —
(15) egs(x) ~— 00 pz=:1 AT=mp e,,,p(x) ~Kps(nx—<L(x) (k=1,...,n)
mit
Kis(r)= Ky.s (m m)=— ! zr:A A e
rs\T)= Ryps \Myy 000yl )= 9'(}\5) p%l my Nk )

Auf Grund von (13) und (15) folgt also aus (14)

(16) u¥ (x+1)=xs u¥(x)=u’ (x) ¥ (x)
wobei \
a7) Y (x) ~e, s (r) ~ K, r) x== L(x).



”

52 S. Aljandié

Fiir s=v ist speziell

u(x+1) ’
(18) ”“W hid )\v+‘l’v (X)
mit
(19 Yy (x)~ K, (r) x== L(x), K,(r)=K,,(x).

(iii) Um die allgemeine Losung der Differenzengleichung (16) zu
erhalten, konstruiren wir zuerst eine partikuldre Losung von (16) und zwar
getrennt fiir s<<v und s >w.

Ist, erstens, s<v also |A] > [A,|, setze man

P = - 3w (xR (xR 3T
£=0

(20)

3_)\—1uv(x)q,v(x§,§ S (x+k) Vs(x+k) 3=k,
TR S W) W

Da nach (17) und (6)

v
M.illﬁ‘-—)}, X g OO

Vi (x)
ist wegen A > A,
Ve (x+1) | |2
ey <pl wm
und fiir ¢=2, 3,. ..,k erst recht
Vi (x+q) ’<3»;‘* £ x
3 ¥ (i)
Vs (x+qg—1) Ay
so dass
N [<hal
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Anderseits, ist nach (18)
wy(x+k) ﬁ uy (x +p) ,)\kﬁ [1 + Yo(x+p-1) }
T R e e = G P

und da gemiss (19)

v

s

}j" ""1, x>36—°,

A,

o<

und fiir p=2,3,... k erst recht

Y (x+p-1)
~ '<

1 _
;il‘ -1, x>x,,
v

finden wir
ul (x+k)

)

X [

. x> X,
. ’

I <[

Es ist also (x > Max {x,, X,})

e

)y

k=0

Ld

<3

k=0

k4

w(x+k) VY(x+k) Ak <oo

i (x) Vrx) °

Ay
Ag

dh. die zweite Reihe in (20) konvergiert gleichmissig in x. Infolgedessen
ist nach (18) und (17)

lim i uy(x+k) V5 (x+k) Lk = § lim

{u:(u-k) M(x+k)]rk=
== i w(x)  Yi(x) | o = )

uy (x) V5 (x)
A

o N kg =k =
kzzo}\vls )-s—}‘-v’

so dass nach (20) und (17)

@) )~ - L @ ~ _.’;—v-_s(ALLu; (x) x— L(x) (s<v).

s"’}\v p T As

Es ist leicht einzusehen dass v} (x) eine partikuldre Losung (s<v)
von (16) ist.
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Ist, zweitens, s > v also | A |<<|)\,], so stellt

@2 A =7 Z B O

eine partikulire Losung von (16) dar. Um das asymptotische Verhalten von
ps(x) zu ermitteln, schreiben wir ps(x) in der Form

bt g =) Vi(x—g) (A
(23) ) =2 VW B T (l)

und bemerken dass, dhnlich wie oben, wegen [} |<<|\, |,

v uy(x—q) _

V5 v A Ig[ U::(X—P) ,
uy (x)

=y (x—p+1)

)\v qi4

s

g
- 11

p=1

v —1
1+—u—~——ﬂ’”(;“p) l < M,

und
qi4

A

Vsx=q) | _ & | ¥s(x—p) IQM' ks

¥ (x) p=1i Y (x—p+1)

wo M, und M; von x-q frei sind.

Es ist also
. =9 Yi(x—gq) (}1)" <
Coam Ve M
und folglich
lim $ g 4079 W) (k)"_-.
x=® g1 uy (x) ¥y (x) Ay

X

PPN

g=1

X

D>

q=1

q/2 @,
<M ¥

g=1

As |92
As 00,
A, <

A

v

uy(x—gq)  Vi(x—q) }(ﬁ)q

= 3 li q
5 lim s L0 W I\

Q’l] Xz Qe

= i (_l,—)fl= )‘-s
q:l )"V )“V bt }\.,
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Auf Grund von (23) erhilt man fiir s >v

(21,) VI(X)N}\ 1)\ iy (x) Vi (x) ~ }\”(}t) uy (x) x~° L(x)

v S v $

also dasselbe Resultat wie fiir s <<v.

Bezeichnet p}(x) den Ausdruck (20) bzw. (22), je nachdem s<Cv
bzw. s> v ist, hat Gleichung (16) folgende allgemeine Losung

us(x) =ps (x) +Cs A3, s#v.

Schreiben wir diese in der Form

(24) us (x) Vs (x) +CY 25
uy (x) iy (x) uy (x)

und lassen wir x- oo, so strebt fiir s<<v, wegen (13) und (21,), die
linke Seite und das erste Glied auf der rechten gegen Null. Da
nach (18), uj (x)=2;e’® [siehe (9)] und |X,|>]|A,|, muss Ci=0. Es ist
also gemiss (21,)

(25, (1) ~ 22 8

uy(x) x *L(x) (s<v).

v S

Im Falle s >v, d.h. | x| <[\, |, ist das zweite Glied auf der rechten

X
Seite von (24), wegen u) (x)=X} ¢°™, von der Grossenordnung | =5 | g0t

v

also nach (7) sicher gleich o[x—*L (x)]. Infolgedessen ist nach (24)

s (x)=vs (x) +uy (x) o[x"*L(x)],
und gemif (21,)
KV.S (r)

14 )

(25,) us (x) ~ uy (x)x"“L(x), (s>v).

(iv) Zuletzt entnehmen wir, laut (10), aus dem asymptotischen Ver- (
halten von ug(x) dasjenige von f,(x+1)/f,(x). Es ist, nihmlich, nach (18),
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(25) und (19)

}n: ub(x +1) n ( us (x+1) _ u§(x)) I

fv(x+1) I . — U:(x‘f"l) 1+ s=1 U:(X-{-l) U:(X)
fv (X) é Il: (X) ll: (X) n u: (X)
= 2 (o)

) , o[x‘aL(x)]
=M+ (X)){ I+ 1+0[x==L (x)] ]

= (MK () X L (0)+ 0 [x= L ()]} {1 +0[x—= L (x)]}
so dass

fox+1)

fu (x) =MN+K, (r) x*L(x)+o[x~*L (x)].

(Eingegangen am 13.V.59)
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