LES VECTEURS DES COURBURES CYCLIQUES DES COURBES D’UN
ESPACE RIEMANNIEN ET LEURS QUELQUES PROPRIETES

M. PRVANOVIC (Novi Sad)

1. OBJET DU TRAVAIL. — En considérant en chaque point P du
sous-espace V, d’espace riemannien V,, un systéme de m —n vecteurs uni-
taires d’espace V, qui devaient remplir certaines conditions, T. K. Pan
[2] a défini et étudié le vecteur de la premitre courbure relative. En partant
de ce vecteur, on peut démontrer [4] qu’ils existent, en chaque point
d’une courbe de V,, deux systémes de n vecteurs unitaires orthogonaux
entre eux, les vecteurs de chaque systéme satisfaisant certaines équations
analogues aux formules de Frenet d’une courbe de V,.

D’autre part, W. Blaschke [1] a défini et étudié un systtme de
courbes appartenant a la surface de P'espace euclidien 2 trois dimensions
et jouissant de la propriété que le cercle osculateur d’une courbe du systéme,
en chaque point de la surface, coupe une deuxiéme fois un cercle qui,
dans le point considéré, est orthogonal 2 la surface. Ce systéme est appelé,
systéme des courbes cycliques. '

Le systtme des courbes cycliques d’un sous-espace d’un espace
riemannien est défini et étudié dans Particle [3]. La notion du vecteur de la
courbure cyclique d’une courbe quelconque du sous- espace est aussi
introduite dans le méme article.

Dans le présent travail, aprés quelques remarques 2 titre d’ mtroductxon,
il sera démontré:

1) que le vecteur de la premikre courbure relative est un cas spécial
du vecteur de la courbure cyclique;

2) qu'on peut, en partant du vecteur da la courbure cyclique, déduire
deux systémes d’équations analogues aux formules de Frenet, c’est a dire
qu'on peut définir deux vecteurs différents da la deuxie¢me, tronsléme etc
courbure cyclique d'une courbe quelconque de V,; et
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3) que chaque systéme d’équations ainsi obtenu se transforme, par la
transformation conforme d’espace, en un syst¢me d’équations de la méme
espéce.

2. VECTEUR DE COURBURE CYCLIQUE D'UNE COURBE DU SOUS-ESPACE
D'UN ESPACE RIEMANNIEN. — Considérons |’espace riemannien V, de coor-
données x! et de la premitre forme fondamentale g,;dx'dx/, plongé dans
I’espace riemannien V, de coordonnées y*et de la premitre forme fon-
damentale aqp dy*dyB V. Supposons les métriques de V, et V, positives.
Deés lors entre les coefficients des premiéres formes fondamentales, il
existe la relation

(2;1) &ij = aag Y%, 1’}’?,',

ott I'indice derriére la virgule dénote la dérivée covariante.

Désignons par ¢ le vecteur da la courbure d’une courbe C de V,,
considérée comme plongée dans V,, et par pi le vecteur de la corbure
de C, considérée comme la courbe du sous- espace Va. Alors, nous pou-
vons écrire la relation connue:

dxm dxn

qa_p y ,t+2 Qvimn ds d:

o
vy

oll, sont les composantes contravariantes, dans V,, d’un systeme de m—n
vecteurs unitaires orthogonaux entre eux et normaux a V,, Qm, sont les
composantes du second tenseur fondemental de V, relatif a I’espace
ambiant V,, et s est 'arc de la courbe C.

Envisageons dans le sous-espace V, un champ des vecteurs {/; alors
(==t y*%,, sont les composantes des vecteurs de ce champ relatives a
I'espace ambiant V,. En chaque point du sous-espace V, le vecteur (* et

les m—n normales N, déterminent un espace géodésique a m—n+1
dimensions. Nous ['appellerons l'espace normal géodésique €.

Considérons maintenant, un syst¢me de courbes du sous-espace V,
caractérisées par la propriété que dans chaque point du sous-espace la pro-
¢
agy qPqY
est égale & la projection du vecteur L sur le vecteur Y%, VY désignant
le vectear unitaire qui apparlient tant & Pespace normal géodésique { qu’a

la surface géodésique osculatrice de la courbe.

jection du vecteur ¢* = de la courbe du systéme sur le vecteur «

1) Dans cette note, les indices latins prennent les valeurs 1,2, ..., a; les indices
grecs prennent les valeurs 1,2,...,m, excepté v, v et ¢ qui varlent de a+1 Jusqu'a m.
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Un tel systtme de courbes est [3] le systéme des courbes cycliques
par rapport au champ des vecteurs ('. Les équations différentielles d’un tel
systeme des courbes ont la forme [3]:

; dxi  dxi
2.2 = — _— =,
(2.2) - (s -5 )
E2=g ;5 &/ désignant Pintensité du vecteur EX.

On peut considérer, en chaque point d’'une courbe C, qui n’appartient
pas au systéme des courbes cycliques par rapport au champ des vecteurs §,
le vecteur

dx dxi
2.3 - — (58— —];
(2:9) =P (E RRR )
c’est le vecteur de la courbure cyclique [3] de C par rapport au champ
des vecteurs .

3. LES VECTEURS DES p-1EMES COURBURES CYCLIQUES D'UNE COURBE
DE V,. — Considérons en chaque point P du sous-espace V, l’ensemble
de m—n vecteurs unitaires A.} d’espace ambiant V,,, satisfaisant aux con-
ditions suivantes: 1) ils sont fonctions des coordonnées x! du point P
et de la direction dx! du sous-espace V, au point P; 2) ils forment avec
un ensemble quelconque de n vecteurs linéairement indépendants du sous-
espace V., 'ensemble de m vecteurs linéairement indépendants d’espace Vp,;
et 3) ils coincident avec la direction dx? si celle-ci est la direction asymp-
totique du sous-espace V,. Un ensemble de vecteurs unitaires A}, ainsi
associé¢ a chaque point du sous-espace V, d’espace riemannien V,,, forme
'ensemble de m-n congruences des vecteurs unitaires si A sont les
fonctions de x' seulement; mais il se compose de m - n congruences des
cones si A} sont les fonctions a la fois de x' et de dx!.

On peut décomposer le vecteur A.| en une composante tangentielle
a V, et une composante normale a4 V,, c’est a dire on peut écrire

}‘Tr = fffya.i + ElvrlN
v
ol trf désignent les composantes contravariantes d'un vecteur de V,.
Le remplacement du systtme des normales N, par I’ensemble des
vecteurs A.f, permet 3 T. K. Pan [2] d’introduire le vecteur de la pre-

miére courbure relative par rapport a la congruence A d’une courbe du
sous-espace, c’est-a-dire le vecteur:

(3'1) r] ,U Elvri Kv] trr + Elxrl Kvl trlk T T
ds ds

\
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ol
dxm dx"

Ky, =Quimn — )
v imn ds ds

et I est le cofacteur de I dans le déterminant |/ |.

La courbe du sous-espace V, donil le vecteur de la premiére cour-
bure relative s’annule en chaque point, c’est a dire la courbe dont les
équations différentielles sont

k i
(3.2) p'= El\fl K\ltrl —Elvﬂ Ky tr|kd—x ix— g
ds ds
est appelée par T. K. Pan [2] la courbe pseudogéodésique par rapport
2 la congruence A.

En comparant les équations (2.1) et (2.3), on voit que le vecteur de
la premiere courbure relative d’'une courbe C est un cas spécial du vec-
teur de la courbure cyclique de C. Aussi le systtme des courbes pseudo-
géodésiques est un cas spécial du systtme des courbes cycliques, ce qui
suis des équations (3.2) et (2.2). Alors, en désignant par t/ le champ de

vecteurs ayant en chaque point la direction du vecteur EI—V,[KV|t,f et

pour l'intensité — la valeur réciproque d’intensité du vecteur E Lr Ko t4)s
on peut dire:

V™ étant le vecteur unitaire qui appartient tant & I'espace normale géo-
désique <! qu’'a la surface géodésique osculatrice, la projection du vecteur
g* d’une courbe pseudogéodésiqus du sous-espace V, sur le vecteur Y= est
égale a la projection du vecteur «! sur le vecteur Y.

Le procédé développé dans [4] ne dépend pas du vecteur E[vrl K. t,,
Alors, il est possible de I’élargir et d’obtenir, en partant du vecteur (2.5)

de la coubure cyclique, deux systdmes d’équations analogues aux formules
de Frenet. En effet, on peut exprimer le vecteur (2.3) sous la forme:

dzx' 1 ! dx) dx*
= 8, 8% — oL 8L)Em e, |22 21
ds® [ 'k+ gt ( ) ]] ds ds

ou, en posant
1 i i
(3.3) ufe = Tjie + o (87 8% — 8% 87) Em g5,

sous la 'forme

d2xi ¢ dxi dx*
3.4 vi= +uy — —
(3.4) e e d
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puisque

d3xt Fg dxt dx

pz'dﬁ ds d

ot 1“,-’}, sont les symboles de Christoffel de seconde espéce relatifs & la
metrique de V,.

Donc, le vecteur de la courbure cyclique est la dérivée intrinséque
du vecteur unitaire de la tangente de la courbe C par rapport a la con-
nexion uj;. Mais cette connexion, comme on voit de (3.3) n’est pas symé-
trique. Par conséquent, un vecteur quelconque a' du sous-espace a deux
dérivées intrinséques le long de la courbe C et par rapport & la con-
nexion u:

D . d . ;. dx*
3.5 gl gl ual -,
(35) Ds ds 7 ds
et

® . d . ;. dx]
3.6 e @ e U ak_______.
(2.6) Ds  ds | T ds

Lorsque le vecteur o' coincide avec le vecteur unitaire de la tangente de
la courbe C, seule la parlie symétrique de la connexion u; figure dans les
relations (3.5) et (3.6), de sorte que nous avons

@) .

Désignons par vt le vecteur unitaire et par ¢ [Pintensité du vecteur
1

1
i
D (dx ) =kvi,
Ds\ ds 11

Il est facile de voir que le vecteur vi et, en conséquence, le vecteur v" est

v, c’est-a-dire

normal au vecteur tangente de la courbe. Puis, comme dans le cas de la
courbure relative [4], on déduit que le vecteur

. . i
(3.8) D oyiyr 2
Ds1 1 ds

i .
est normal 2 la fois au vecteur —%{-— et au vecteur vi. En désignant par v!
N 1 2

le vecteur unitaire et par k lintensité du vecteur (3.8), et en procédant
: 2
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ainsi, nous obtenons finalement les équations

A
Ds\ ds 11

(3.9) D oyie kvt 4k v,
Dsp pp—1  ptiphl

i

p=1,2..,n-1; k=0; vi=X

\ n ] ds

Ce sont les formules de Frenet des courbures cycliques de la premiéres
espéce par rapport au champ des vecteurs & . vi est le vecteur unitaire de

p]
la p-iéme courbure cycligue de la premiére espéce et k est la p-iéme courbure

p
cyclique de la premiére espéce de la courbe C du sous-espace V,.
De la méme manieére nous démontrons que les vecteurs unitaires
wi, wi,..., wi satisfaisant aux équations
i

2 n—1

(D (b

Qs(ds 11
i i
(3.}0) ¢ gwfz ..,}_&lwigi. ..xwi_‘f__l_&lf.iﬁ..wf_*.x wi’

Ds p E2 p ds ppt E2 ds p  pHipit
p=12,...,n~-1; % =0,

\ n

forment, en chaque point de la courbe C, un systéme de vecteurs ortho-

gonaux deux a deux et normaux 2 %5—. En vertu de la condition (3.7) on
s

a toujours

(3.11) vi=wi et k=x.
1 1 1 1
Les relations (3.10) sont les formules de Frenet des courbures cycliques
de la- deuxiéme espéce par rapport au champ des vecteurs E.wi est le
»

vecteur unitaire de la p-iéme courbure cyclique de la deuxiéme espéce et % est

P
la p-iéme courbure cyclique de la deuxiéme espéce de la courbe C du
sous-espace V,.
Lorsque §— o0, les (2.3) se réduisent 2 la forme vi=pf, ce que si-
gunifie que le vecteur de la premiére courbure est le cas limite du vecteur
de la courbure cyclique. De ce fait et du fait que la connexion (3.3) se
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réduit aux symboles de Christoffel, les équations (3.9), ainsi que (3.10),
coincident, lorsque £ — oo, avec les formules ordinaires de Frenet d’une
courbe du sous-espace V,.

4 LES PROPRIETES CONFORMES DES EQUATIONS (3.9). — Soit I'espace
riemannien V,,, dont la métrique aqgdy*dyB, positive, obtenue de I'espace
riemannien V,,, donné par la transformation conforme

4.1) Eag =eaqg, a%B = g—20 g,

¢ étant une fonction de la position. Nous supposons qu’aux points cor-
respondants, on a y= =y,

Le sous-espace V, de V, se transforme, par la transformation (4.1),
en sous-espace V, d’espace V,. Si g, sont les composantes du premier
tenseur fondamental de V,, nous avons

(4.2) gy = 0oy 5 V5.

Or, le tenseur y% est invariable par rapport & la transformation conforme.
Alors, en vertu de (2.1) et (4.1), il suit de (4.2)

(43) é;j = e% &1 g‘ij = e-20gij .

Soit C une courbe de V,, C la coubre correspondante, par rapport
a la transformation (4.3), de V,. Il est facile 2 voir que

(4.4) X o dX
ds ds
— . dxm dxt

4.5 t=e-2|pi—(a!—0n— —||,

45) p [p (t—on 2 )]

. dxt dxt - —
olt & et v sont les vecteurs unitaires des tangentes et p' et p’ les

s s

vecteurs des premiéres courbures des courbes C et C aux points corre-
spondants, tandis que

L . 0o
cl_glﬂ'Iam_glmb;.

Envisageons le vecteur de la courbure cyclique de la courbe C du
sous-espace V,:
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== 1 c dx! dx!
(46) g (B0

Si le vecteur &' est invariable par rapport a la transformation (4.3), c’est
a dire si

(47) _g; zgi,
nous avons
Ei=gyE=e?g,bi=ek; B=pg,Lif=e20g, 5 f =20,

et, en vertu de (4.4) et (4.5), nous obtenons de (4.6):

- X E‘ E\dxd dxt
pim g—20] pi . o; -+
(i) lrd)a
Le vecteur

, El §\dx dxi d*xt ; dxi dx*
Vi=pl - O'i+——)+(0' _>__..._. —_— = U:
F ( 2 i+ ds ds ds? *das ds

>

oll nous avons posé:

U = The+ (848, — 8 ak)(am + i )g,,,

est le vecteur de la premiére courbure cyclique de la premidre espice
par rapport au champ. des vecteurs Zi, ayant en chaque point la direction
Ei

du vecteur c*’+-i—2 et lintensité — la valeur réciproque d’intensité du

Ei

vecteur of + Eé, de la courbe C de V,. ,;Donc, en désignant 'infensité
de ce vecteur par K et le vecteur unitaire par Vi, nous avons
1 1
Vik=e-29ViK

. 11 11
d’ol1

(4.8) vize=oVi et k=eK.
1 1 1 1

Pour examiner la transformation conforme de la deuxiéme courbure
cyclique de la premitre espéce, exprimons, en vertu de (3.9), un tel
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vecteur de la courbe C du sous-espace V, sous la forme

e X

d

d

&I! o

4.9) kvi= (4
22

- |
!

Vi uh vl e k.
1 1

)
@l

Mais,
— i 1 er = =p—i = —
tpe=Ti+ = (55,8, —818m)Em g, =

i 1 : i
= ,{k'f" 5}6}(&'8&6, —gf gix + -g;(ﬁrrn Sk— 82 8m) Em gy
i i i i 1 i argi
=T + 8 op+ (8Sk — 8k8m) o™ g, + ?(5;: 8k — 8k8m) E™ &1

. . m
=Tl+8} o + (85, 8k — 8% 8%n) (dm + %‘:’) &>
c’est A dire
(4.10) = Up +8] o,
puisque les symboles de Christeffel T} et T}, des espaces V, et V, sont
liés par la relation

: —fjk = r;:k+856k+626] —gt g -

D’autre part, en partant de (4.8), on a

dvt
d - d dxm
eyl — {p~0Vi) g0 = p—20 _._l_ — e Y
ds 1 ds(e ‘:/)e ¢ (ds m s Y‘)

Alors, en tenant compte de (4.10), on peut exprimer les équations (4.9)
sous la forme

avi i
[d‘s —on & v+u,kw-‘-’3‘-+6;akwd +K""],

L i = p—20
kyi=e s 1 ds

3
c’est & dire

dv i
= —zo(T.}.UﬂV dxt K_d_’f_\

f d ;dS

wwl
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dV‘

xk
Or, le vecteur —— d +UjkV'—— est Ia dénvee mtrmseque du vecteur V' par

rapport a Ia connexion U,-k. Done, en désignant par V! le vecteur umtalre et
k 1

par K lintensité du vecteur de la deuxidme courbure cyclique de la pre-
2

miére espéce par rapport au champ des vecteurs E{, nous avons

kvi=e 9K Vi

. 22 22

d’ott

=g o

N

N

i et k=e K.
2 2

En procédant ainsi, nous obtenons

vizes Vi k=eoK,

p P P p

ol V‘ est le vecteur unitaire et K est Pintensité du vecteur de la p-itme

courbure cyclique de la premlere espece de la courbe C par rapport au
champ de vecteurs E'. Cela veut dire que

La direction du vecteur de la p-iéme (p=12,...,n-1) courbure
cyclique de la premiére espéce, d’une courbe C appartenant au sous-espace
Va, par raport au champ des vecteurs E! se transforme, par la transformation
conforme, en la direction du vecteur de la p-iéme courbure cycliqgue de la
premiére espéce, par rapport au champ. des vecteurs E! de la courbe C de V,.

Or, les formules de Frenet des courbures cycliques de la premére
espéce, d’une courbe C de V,, par rapport au champ des vecteurs g, se trans-
forment, par la transformation conforme, aux formuz‘es de Frenet des cour-
bures cycliques de la premiére espéce, par rapport au champ des vecteurs

, de la courbe C de V,.

5. LES PROPRIETES CONFORMES DES EQUATIONS (3.10). — Pour étu-
dier les propriétés conformes des formules de Frenet (3.10):.des courbures
cycliques de la deuxidme espéce, nous appliquerons un procédé analogue

a celui de la section précédante. En effet, w' étant le vecteur unitaire et
1 .
; intensité du vecteur de la premiere courbure cyclique de la deuxidme

espe‘:ce d’une courbe C de V, par rapport au champ des vecteurs E, nous
avons, de (3.11) et (4.8),

(5.1) wi=eo Wi et x=e—oPi,
1 1 1 1
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oit W" est le vecteur-unitaire et P Pintensité du vecteur de la premidre

courbure cychque de la deuxxeme espéce de C par rapport au champ des
vecteurs Ei.

En vertu de (3;1‘0), le vecteur ‘de la deuxiéme _courbure cyclique de
la deuxiéme espéce de C, par rapport au champ des vecteurs &/, est donné
par . Lo o |
B L i B L W
2 2 t BTt ds 1 ds BT ds 1

Ainsi, en tenaﬁt compte de (3.6), (4.4), (4.7), (4.10) et (5.1) nous avons:

T dx’ a’x‘ -«a'x‘ 1 - dxt —,
xw‘=——;w‘+aﬂcw*_ -—’g’, =~ = B W
22 . dst 1 ds ds 1 ds E2° ds 1
dwi .
_ dx* ; dx/ ; dx/
=e 20y 1 5 T Wi Lowk S { K S
{ ds Ok ds ‘;V"}‘U’k‘?’ ds +5,c:ki§?«’ ds +
dxt 1
4 — W‘f +P—————- -T~W‘
§25k ds 1 ds g”'e ds :]
‘ ¥ i i k
=e—26 .@_ W“"“(Uk‘}"%‘k‘) Wkdi+[3£_(5k+§l£)§“ Wt},
. 7 Ds 1 E2/ 1 ds 1 ds B2/ ds 1
c’est a dire —
(6.2) o xw'*e"""’P W’

22

ot Wi estle vecteur unitaire et P est Vintensité du vecteur de la deuxéme
2 2 .

courbure cyclique de la deuxiéme espece par rapport au champ des vec-
teurs Ef de la courbe C.

En vertu de (4.3), on a, de (5.2),

wi=e W et w=e°P.
2 2 2 2

En continuant ainsi, nous obtenons enfin:

w=eo°W et w=eoP, p=12,...,1—1,
p P p p
Wi étant le vecteur unitaire et P étant lintensité de la p-iéme courbure

] »
cyclique de la deuxiéme espeéce de la courbe C de V, par rapport au
champ des vecteurs =i. De sorte qu’on peut dire que:
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La direction du vecteur de la p-ieme (p=1,2,...,n—1) courbure
cyclique de la deuxiéme espéce, d’une courbe C appartenant au sous-espace V, ,

par rapport au champ des vecteurs &, se transforme, par la transformation
conforme, en la direction du vecteur de la p-iéme courbure cyclique de la
deuxiéme espéce, par rapport au champ des vecteurs F de la courbe C de V,.

Les formules de Frenet des courbures cycliques de la deuxiéme espéce,

d’une courbe C de V,, par rapport au champ des vecteurs €, se transforment,
par la ftransformation conforme, aux formules de Frenet des courbures
cyqliques de la deuxiéme espéce, par rapport au champ des vecteurs Ei, de la
courbe C de V,.

(Recu le 19.X1.1958)
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