GENERALISATIONS DE DEUX THEOREMES
DE ZYGMUND — B. SZ.-NAGY

DUSAN ADAMOVIC (Belgrade)

SOMMAIRE — On donne des conditions nécessaires et suffisantes pour
I'intégrabilité de la somme d'une sérle trigonométrique (des sinus ou des co-
sinus), celle-cl étant supposée monotone et bornée inférieurement.

1. Dans la suite les fonctions g(x) et f(x) sont non croissantes et
inférieurement bornées dans I'intervalle (0, =) et

xg(x) € L(0,x), f(x)€ L0, x).
Soient b, (n=0,1,2,...) les coefficients de la série des sinus de g (x) et

a,(n=0,1,2, ...) les coefficients de la série des cosinus de f (x), c’est-a-dire

bnzg—fg(x)sinnxdx, n=1,2...,
T
0

a,.=-2—ff(x) cosnxdx, n=0,1,2,....
T
0

Ici les b, ne sont pas nécessairement les coefficients de Fourier de g (x).
Alors on a:
(A) Pour que la série

b, 0<y<1,

soit absolument convergente il faut et il suffit que
xY-tg(x)€L(0,=).

Publlications de P'Institut Mathématique 8



82 Du$an Adamovié

(B) Pour que la série

2 (1)
soit absolument convergente il faut et il suffit que
x'=1f(x) € L (0, m) (2
ou
f(x) log x € L (0, v) 3

suivant que 'on a 0 <y <<l ou y=1.

Ces résultats pour y=1sont dus a Zygmund (1] et dans le cas gé-
néral a B. Sz.-Nagy [2]. De plus, B. Sz.-Nagy a démontré que déja la
sommabilité — CY de la série (1) entraine (2) ou (3) selon le cas.

Soit dans ce qui suit L (x) une fonction & croissance lente de K ar a-

mata [8], c.-a-d. positive et continue pour x>0 et telle que pour
tout 1>>0

fim L0 _y,
x3+o L (x)

Dans cette note nous allons montrer que 'on peut remplacer dans les éunon-
cés (A) et (B), ainsi que dans la remarque supplémentaire de B. Sz. — Nagy,
les facteurs n—Y, x¥-! et log x par n=Y L (n), xY—1L (1/x) et L (1/x)log x
respectivement. Plus précisément, nous allons généraliser ces résultats par
les théordmes suivants:

THEOREME 11). Soit 0 <y < 2. La série

2 Y L () by

converge absolument si et seulement si

ey (—’]—‘—)g (x) €L (0, ).

THEOREME 2v. Soit 0 << y < 1. La série

2nYL(n)a, (4)
converge absolument si el seulement si
xY—lL(—l—) f(x) € L(0,m). )
x

1) Voir la remarque 4 la fin de cet article (p. 98).
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THEOREME 3. Soit 0 < y < 1.

Si
x~1=YL (x)

ne décroit pas pour x suffisamment grand, de la convergence de la série (4)
résulte (5).

Si x=Y L (x)

ne décroit pas pour x suffisamment grand, de la sommabilité - C® de la série
(4) résulte (5).

THEOREME 4. Soit

0<AL(x)]ogx<ft"L(t)dt<BL(x)logx, x> 1 (6)
1

(A et B constants). Alors la série
2 n~tL (n)a, - m

converge absolument si et seulement si

L (l) log - £ (x) € L0, ).
X X

THEOREME 5. Soit

ft"L(t)dt>AL(x)iogx>0, x> 1.

Alors
L (—1—) log —  (x) € L (0, )
X X

résulte de la convergence ou de la sommabilité — C) de la série (7) suivant
que, pour x suffisamment grand, la fonction x—2 L (x) seulement ou de]a la
fonction x—* L (x) est non croissante.

Pour L(x)=1 (une constante positive est ev1demment une fonction
a croissance lente) le théoréme 1 se réduit a (4), oit l'intervalle 0 <y 1
est remplacé par l'intervalle plus large 0 << y<{2, les théorémes 2 et 4
se réduisent & (B) et les théorémes 3 et 5 A la remarque supplémentaire
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de B. Sz.-Nagy. Les théorémes 1—5 ont un sens analogue a celui des
généralisations des résultats de Boas, Heywood et Young [3, 4, 5],
données par Aljanci¢, Bojani¢ et Tomié dans [6]. Nos résultats, avec
ceux de AljanCi¢, Bojani¢ et Tomi¢, montrent que la notion de fonction
a croissance lente, introduite d’abord dans les théordmes abéliens et tau-
beriens, est aussi féconde dans la théorie des séries trigonométriques.

Notons que la condition (6) du théoréme 4 est par ex. satisfaite par
les fonctions

L (x)=(loge x)*, k>2, pour x suffisamment grand,
et
L (x)=(log x)*, @ >—1, pour x suffisamment grand;

elle n’est pas satisfaite par les fonctions
L (x)=(log x)*, a<{—1, pour x suffisamment grand. -

Nous ajoutons aux résultats précédents le théoréme suivant, qui en
est proche bien qu’il ne généralise aucun des résultats cités de Zyg-
mund — B. Sz.-Nagy:

THEOREME 62) Soit L (x) convexe et tel que

3 L () <+ oo
—1
Alors la série i
b, L (n)

converge absolument si et seulement si
x=1 L(—l—)g(x)e L (0, x).
x

Pour les démonstrations des théoremes ci-dessus nous avons besoin’ du

LEMME. Soit la fonction ¢ (x) non croissante et inférieurement bornée
dans lintervalle (0,a), a >0, et soit s>0. Alors l'existence de l'une des

intégrales
o

fst (%)a v ef fo L (%) P (x)dx )
0

0

3) Loc. cit. 1)
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enfraine l'existence de lautre et que
; 1
ts—‘L(—-)dt-vO, x> +0.
9 () [F1L(3
0

Pour L (x)=1 ce lemme se réduit au cas particulier du lemme de
B. Sz-Nagy [2].

2. L’exposé qui suit est fondé sur quelques propriétés des fonctions
A croissance lente, A savoir:

L (tx)
L(x)

(I) 21, x>+ 0o uniformément pour 0 < a < 1< b << +o0.

(II) Si la fonction ¢ (x) est positive et continue pour x >0 et ¢ (x)~
~L (x), x+ 400, 9 (x) est une fonction & croissance lente.
(1ll) Pour tout a™>0
x*L(x)»+c0 et x*L(x)+0, x->+o0.

(IV) Si a >0 et si Pon pose
L, (x)=x—= Max {t= L (t)}, L, (x)=x* Max {t~= L (1)},
0<<t<x x<t<+®>

Li(x)=x= Min {t*L ()}, Ly(x)=x—= Min {t*L (9},
- 0<t<x - xs<t<ltw

on a B
Le(x) ~L(x), X- 400, k=1,2,

de sorte que, d’aprés (II), les fonctions E,, (x), k=1, 2, continues pour x >0,
sont & croissance lente.

3. Démonstration du lemme. On démontre d’abord que, pour
0<x<a s>0,

O<Px'L(i—)<ft$“L(-1—)dt< Qx’L(-)l?] ©)
J ‘

(P et Q constants), ot l'existence de lintégrale envisagée est assurée
par (1II).



86 S . ‘DuSan Adamovi¢

Si 'on pose s=3s"+s", 0<s'<<], $">0 et t=1/u, on aura,

d’apres (IV),
ftS'“L( )dt fzs’—l u=5" L () dt <

X
< Max {u—+"L (u'}}ftS'—l dt = (_L)—s L, (l) 3‘_3.<
: x
0

x<u4® x s'

<G er(t)-aee()

f -1 L(%) dt> Min {0 —L (1) f # dt =
0

Ixsu<l+o
0

—s? s+ 1 U
=(i)1 L, (—1—)’3——> Ay (l)=sz1,(l>, P>0.
— X

X x/s"+17 s”+1 X

et aussi

De (9) on déduit d’'une part I'équiconvergence des intégrales

fst(%)d¢(§) et f[ft‘-’L(—i—)dt]dtp(x).

D’autre part (0 <e<a),
f[fts"L(—:) dt]d[—cp(x)]:
- ¢ (a) 0:r’ 1L(—E—)dx+q;(e)fx5“L( )dx—i-fxs ‘L( ) ¢ (x)dx

0
, gfxs";’ L (%) e(x)dx~¢ (a!))fx“‘ L (—i—) dx;
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on en déduit I'équiconvergence des intégrales

Ofa[fts—i L(~1—) dt]d['-?(x)] et fo-iL(_l;)Mx) dx,

donc, en vertu du résultat précédent, 'équiconvergence des intégrales (8)
Il s'ensuit enfin que de l'existence de l'une de ces deux intégrales résulte
[ e 1
0<q>(e)fxs“L(i)dngxs—’L(—>cp(x)dx+O, g +0.
X x
0 0

4. Démonstration du théoreme 1. On peut supposer sans ré-

striction que _
g(x—0)=0.

Dans le cas contraire il suffit de considérer la fonction g(x)--g(n—0),
car une constante additive ne peut rien changer, les deux conditions dont
le théoreme 1 établit I’équivalence étant automatiquement satisfaites pour
g(x)=const. On a alors

x

b,,=——2— (1 —cosnx)dg(x)>0. (10
wn
1]

En effet, d’aprés le lemme (avec L (x)=1),
xg(x) € L (0, =)

entraine I'existence de Vintégrale

=z
f x2dg (x)
0

et que
x2g(x)~»0, x» + 0,

et par conséquent l'existence de

f (1 - cos nx) dg (x)

et que
(1—cos nx) g(x) -0, x» + 0.
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Donc, en tenant compte de g (x—0)=0, une intégration par parties donne

bn =—2fg(x) sin nx dx = E[—limg(x) (1—cos nx)—-f(l—cosnx)dg(x)] =
n ®n{ x»+0
0 0

x

2 (1 - cos nx) dg (x) .
nn

0
D’aprés (10), la série
f: n=Y L (n) b, = _2 f: L (n) n“*Yf(I —-cosnx) dg (x) =
n=1 T =1
0

n

~ —% 3 1m1=Y (1= cos nx) L (n) dg (x) = —> [46) g
n=l1 ki
0 0

converge si et seulement si cette dernidre intégrale existe. Cependant,
comme mnous allons le montrer,

0< M x'L (-1—)<A(x)< M'xYL(i), (11)
X X

de sorte que Iintégrale mentionnée existe en méme temps que lintégrale

[ (5) e,
x
0
d’on, d’aprés le lemme, résulte le théoreme 1.
Nous n’avons donc qu'a prouver les inégalités (11). Si 'on pose

A (x)= 21 mY(1l-cosnx)L(m)= ¥ + P = AD(x)+ A® (x)

n<l/x n>1/x
et si I'on a

Max {0,1-v} <8 <2-v, y=v'+7", v >0,y >0,

on obtient, en vertu de I'inégalité

2
1—cos u < Min {2, “5}
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et d'aprés (IV), pour x suffisamment petit,

x? X3
AR B bl Max (BL()) P oars g

n<l1/x 2 n<lx

1/x

< ’iz_ (_1_)6 Z‘ (l)ftl—nr—a dt < M™ XYL (l) ,
x 0

X

ABMX)K2 3 oYL () <2 Max (LY Y niv
7>1)x lix<t<lto r>1x

(/] +m
2(_1__) T Zz (i)ft-l—wd,« < MIVXYL(_I_)’

X X X
1/x—1

N

donc
A< M"xYL(%) .
D’autre part, comme
1-00§U>2 (%)zpour lu| < m,
on a, si 'on prend

8> Max {0, y — 1},

pour x suffisamment petit,

A (x)>2(i)2 S a8 a8 L (n) >

n/ a<ix

>2 Min (2L} S w-vHe>

1[2 O0<t<l/x n<l/x
1/x—~1
2 1\-3% 1 : 1
>-——x’<——) Ll(——> f tl'-Y+5dt>M'xTL(——-).
n? x —\x x
4]

89
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5. Démonstration des théorémes 2 et 3. De la méme fagon
qu'au début du § 3, on peut déduire, en utilisant le lemme, la formule

o
a4y = ;—2—‘fsin nx df (x) (12)
wn
valable sans restriction.

Nous allons montrer d’abord que (5) entraine la convergence absolue
de la série (4). Nous démontrerons ensuite la seconde, puis la premiére
assertion du théoréme 3 et, enfin, que la convergence absolue de la série
(4) entraine (5).

D’aprés (12), la série

b4

$ L el <= [ 3 AV L@ sinn | d[— £ (2)] =
n=1 T n=1
0

-2 (B al-1(9)
converge si la fonction °
B (x)=3 n=1=Y L (n) | sin nx |

n=1

est intégrable par rapport a f(x) dans l'intervalle (0, xj. Comme on a, en

posant
Y<yvy+686<lL y=Y+Y, Y >0 Y'>0

pour x suffisamment petit, ‘
B(x)<x X n~YL(n)+ X n~'=YL (n)=BM(x)+ B®(x),
n=<1/x n>1jx

BO(x)=x ¥ n—Y3mL(n)<x Max {BL ()} 2 n¥ 3
n<l/x o<<i<l/x : n<1jx

1/x

< x (l)”z, (i)ft—Y—a dt< M, x'L (l>
X

X X
0

BO(x)= 2 ni=Cn="L(n) < Max (V" L(h) X o=
+x n>1jx

n>lx x<t<

4
TN AN 1
g(——) L,(-—) f-t Yt M, XYL (—)
k4 X . X
1/x—1
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on obtient

B(x)ngxYL(%>.

On en conclut, d’aprés le lemme, que (5) entraine la convergence absolue

de la série (4).
Supposons que la série soit sommable —C®, c.-a-d. que la suite

ﬁ (1 *%)V‘*L(V) ay= -2 ﬂ 2 (1-—;-)\'“*‘1(v)sinvxdf(x)z

v=1 13 v=1
0

- —%fp,, (x) df (x)
0

tende vers une limite finie lorsque n-» oo, et que x—Y L (x) ne croisse pas
pour x >m, m entier positif. Soit

1-cos{2v+1)x/2

dep OS2V A L)X/ _
SO e o vEb2

Alors

Py (x) = }n: (1 ——;—) vI=YL (v)sinvx=

v=1

-5 [(1 - %) y=1Y L (v) — (1 —ii,;—l-) @+D"VL (v+ 1)] 5 (x) —
(13)
(1)t Ws@>E +[E L 0s@]row o

La suite

w,.,u-<l —-—;—)v—‘*YL ) —<1 -V—“;—l)(w 1)~1=Y L (v+1) =
S TL () = (v E DY L (v 1)] -

L ) - D)L 1)), v,
n
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est positive pour v_>m, et, pour un v>m fixe, non décroissante par
rapport a n; de plus,

Wy @, =y 1YL (V) - (v+1)"1-Y L (v+1), n+oo.
En utilisant le fait que

5,(x) >0, 0<xn,

on en conclut que les fonctions de la suite P{}(x) sont non négatives
et que cette suite tend vers

n—1 ©
P (x) =n]ior?c vgm Wp Sy (X) =v§n wy $,(x).

On obtient de (13)

. (4)

f“ PY (@) d[-f (9] < UP () df () + ]}P“’(x)dfm
0 0 ‘ 0

Comme, d’aprés I’hypothése,

lim f P, (x) df (x)
[1]

est fini et que la fonction P®")(x) est, d’aprés le lemme, intégrable par rap-
port a f(x) dans (0, n), on déduit de (14), tenant compte de la non-néga-

tivité des fonctions P$)(x), que la fonction P (x) est intégrable par rap-
port a f(x) dans (0, ).

Or, comme nous allons le démontrer tout de suite,
P(x)>MxYL(-1-)>o, (15)
x

ce qui entraine I'existence de Iintégrale

f x*L(}) df (x),
1}

donc, d’aprés le lemme,

X1 L (715) f() €L (O,x).
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Il reste & démontrer (15). Pour v+1/2< n/x on a
2 2v+1 2 2 1\2
Sy(x) >2—|——x}==x|v+—
V()/x(2n ) n’(+2)
et, pour x suffisamment petit, d’aprés (I) et (IV),

Q0

PX)=3 s, (x)[v1=YL M) -(v+1)"=YL(v+ 1] >

y=m

> Y 1) IO - )LD ] >

n? mi12<v41/2<nfx

njx-1

>Lx [ 1lar-rerL o)

_ m n/x—1
=2l -1 Lo ' +2f (t_l/z)t—l-YL(t)dt]>
nz
- /x~—1 m

2

n/x~—1
+2M, Min {2 L(m)} f P dt] >
O<t<Tmix

m

2 1\ x2x2 [/g 1-v/2
Exlom (=) 222 (B YT S e |
>n2"{ g (x) 1-v/2 [( ) " ]

(U
2 M,
1-v/2

>3

>2x :(m —1/2) M=tV L (m) - (%_if(_:- _ 1)—’“"1 (1— 1) .

93
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Ici les constantes M,, M; et M, sont positives et plus petites que 1 et
la constante M, est plus grande que 1; elles peuvent toutes étre aussi
proches de l'unité que P'on veut.

Si 'on suppose que la série (4) converge, c.-a-d. que la suite

é vYL (v)a, = — —Q—f é vy—I=Y L (v)sinvxdf(x)
=
0

v=1 v=1

tende vers une limite finie lorsque n+oc et que v=!-VL (v) ne croisse

pas pour v/, | entier positif, on obtient, d’'une manitre analogue que
ci-dessus, que

Qu(x) €5 vV L (v) sinv—= .
| |
= 3 BT L6 = G DL (D] 5y ()~ L (1) 50 () 417 L (1) 50 ()
v=1

>3 +[H —L(1 ® ®
= v§=:l (1) 30 (x) | = Q% () + QW(x),

v={

ot Q% (x) est une suite de fonctions non négatives, et I'on en déduit
Iintégrabilité de la fonction P (x) par rapport 2 f(x) dans (0,%). On en
obtient de nouveau (5).

Soit enfin
> aYL(n)|a,|=K <<+oo.
n=1
Alors
n n e -
K>3 vLO)la >3 Min (7L (1) ol =

=

_ é, vYL () [ay | = 3 vYL, ) %fsinvxd[-f(x)] >
0

=1}

ajo

\%

”E‘ v=Y=1 L, (v) sin vx]d[-—f(x)]

i
ERIN

Ry al-1 o)




Généralisations de deux théorémes de Zygmund — B. Sz.Nagy 95
Ici la fonction x—VL,(x) ne croit pas pour x > 0. Or,

Ry (x)= 3 v=1=V L, (¥ sinvx >

v=1
n—1
>3 VL) - D)L (v D] sy () - L (1) 8 (x) =
v=1 -
= RP(x)= Ly (1) 80 (x),
oit RP(x) est une suite de fonctions non négatives et la fonction s, (x)

est intégrable par rapport 2 f(x) dans (0, =). Par un procédé semblable a
celui employé ci-dessus on obtient

R(x) > Ms xYLt("l")>0, R (x)= lim RY (x),
- pd n-yw®
d’'ot, d’aprés (IV),
R(x) > M, x"L (—1—) >0.
X

On en obtient (5) en utilisant le lemme.

6. Démonstration des théorémes 4 et 5. Le plan général de
cette démonstration étant le méme que celui de la précédente, nous
n'en donnerons qu'une esquisse, en soulignant quelques points caractéris-
tiques.

1° On majore expression

B (x) =B®(x) + B (x),

oil ces trois fonctions sont définies (avec Yy =1) de la méme fagon qu’'au-
paravant, comme il suit:
BW(x) = x 2 n L)< x Y ni2 Max {t- 1/2L(t)}<
n=<l/x n=<1j/x n<t<+4®

1/x

<x B rLO<|Lo+[rnod<
1

n<l/x

1/x

< x[ZZ (1)+M,°ft—l L (9 dt] < x [22 (MH)+M, L <—i—) log -)l:} <

<M, AL(I

X

)10g~—
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B®(x) =n§/xn—2 L)< Max {t'2L(f)) n-32

lx<t<4ow n>1/x
4>
1\ 1 o 1 1 1
g(—) L,(—) f t /dt<M,,xL<—)<M“xL(—-)log—-,
X X X X X
1/x~1
1 1
B(x)gM,st(—)log—,
X X

oit 'on a utilisé la condition (6) et sa conséquence immédiate: il existe
un T >0 tel que, pour x suffisamment grand,

L, (1)< TL (x) log x.
2° On déduit de I'inégalité obtenue, en appliquant le lemme, o le
role de L (x) est joué par la fonction 2 croissance lente L (x)log x, que

L (l) log - f(x) €L (0, %) (16)
X X

entraine la convergence absolue de la série (7).

3% Si la condition

ft"L(t)a’t>Alogx>O, x> 1
i

est satisfaite, de méme que les conditions que
x~%* L (x) ne croit pas pour x suffisamment grand, ou que
x~t L (x) ne croit pas pour x suffisamment grand

respectivement, en partant des hypothéses correspodantes sur la série (7),
on aboutira, de la méme fagon que dans la démonstration précédente,
2 l’expression

-2 t/x—1

O R T

2
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que P'on peut minorer maintenant par (M, >0, M,; >0)

2, [2 ML (_1_) log - — M, L (l)] -
n? x x \ X

-2 (‘ZM“,— L) xL (-1-) log + >
X

T log 1/x x
1 1
>M,8xL<—> log—,  My>0. (18)
X X

4° En supposant la convergence absolue de la série (7), on obtient
I'expression-(17) ot L (x) est remplacé par L, (x). Cette expression pent

étre alors de nouveau minorée par I'expression (18).

5° L’application du lemme, de la méme fagcon qu’a 2° d’aprés les
résultats 3° et 4° prouve alors que I'hypothése correspondante sur la série
(7) entraine (16).

7. Démonstration du théoréme 6. Nous remarquons que des
propriétés supposées de la fonction L (x) résulte que L (x) ne croit pas
pour x suffisamment grand et tend vers zéro lorsque x -+ + oo et aussi que

1L (%)e L (0, ).

On en conclut que les deux conditions dont le théoréme 6 établit 1'équi-
valence sont satisfaites pour g(x)=const, et l'on peut, comme dans la
démonstration du théoréme 1, supposer, sans restreindre la généralité, que
g (r—0)=0, d’olt, d’aprés (10), la non-négativité des coefficients b,. Par
conséquent, pour que la série

2

,gl L (n) b, = ~n—0 Lﬁ:’:l L (n) sin nx] dx

converge (absolument), il faut et il suffit que Iintégrale écrite existe.

Or, Aljan¢i¢, Bojanic¢ et Tomi¢ [7] ont démontré que, si L (x)
est convexe et L (x)-»0, x» + o0, on a

%L(n) sinnx~x—‘L(—!—), x->+0.
n=1 X
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Donc, d’aprés la conclusion précédente et les propriétés de notre fonction
L (x), le théoréme 6 est vrai.

(Recu le 18 juin 1958)

Remarque faite pendant Iépreuve de la présente note — Récemment
Chen-Yung-Ming ({10}, p. 110) a démontré que

©) ’g'%<+w si et. seulement si \;—((fx)—) € L(0,n),
(D) ::1 . q|,€;—|1)<+°° si et seulement si j’f% ¢ L(0, x),

ot la fonction ¥ (x) est définie dans (0, =) et telle que
1% Y (x) (x) >0 pour 0<<x<m,

20 ¥ (x) croit strictement pour 0 <x <w,

30 i’% décroit strictement pour 0<<x<<w, si 6>0 est suffi-
-

samment petit.

En posant
Y (x)=x-7, 0<y<1,

les théorémes (C) et (D) se réduisent respectivement a (B) et (A), avec
0 <<y < 1. Nous allons montrer que les théorémes (C) et (D) ne conti-
ennent pas nos théoremes 2 et 1 respectivement, avec 0 <y <{1. En
effet, pour qu’ils les contiennent, il faut (et il suifit) que la fonction

()
x
satisfasse aux conditions 1°—3° dés que L (x) est une fonction a crois-

sance lente. Ce n’est pas cependant le cas, comme le montre I'’exemple
de la fonction a croissance lente

h(x)= 0<y<<l,

L (x)=log x+sin x, pour x suffisamment grand.
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En effet, si x est suffisamment grand, en posant,

w (x) d—Lf—l—l- = x!=Y (sin x + log x),
=
X
on a
w' (X)-_—‘Xl—Y [COSX + 1+(1—Y) (Slnx+10g X)

X

]le—Y [cos x+o (1)],

et, par conséquent, /i (x) n’est monotone dans aucun intervalle a droite de
la valeur x=0.

De méme, notre théoréme 6 n’est pas contenu dans (D). En effet, la
fonction a croissance lente

L(x)= —1—, pour x suffisamment grand,
log? x

satisfait aux conditions que lui impose le théoréme 6, tandis que

h (x)=L1 =x log® x
1(3)
x
ne satisfait pas a la condition 3.
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