SUR LES INVARIANTS DE LA TRANSFORMATION
INTEGRALE DE S. C. MEIJER

B. STANKOVIC {Novi Sad)

La transformation intégrale
fK, V2 f(t) dt=F(2), —-1<v<]1, M)
0

est définie par S. C. Meijer [3]. Le noyau K, (2) satisfait 2 la relation
connue K_, (=K, (2) ce qui nous permet de ne traiter la transformation
(1) que pour O0<Cv<C1.

Dans cet article nous allons démontrer trois théorémes sur le pro-
bléme des invariants de la transformation (1), c’est-a-dire sur les solutions
de I'équation intégrale:

A f Ky (at) VZE { () dt =1 (2) @)
0

pour 0 <<v<C1l. Le cas spécial v=0 doit étre traité un peu différemment
2 cause du comportement de la fonction K, (z) pour z-0.

THEOREME 1. Les fonctions:

f(@)=C[z*1 + 22=*Q(a)], 3)
olt C est une constante arbitraire, « la racine de I’équation
. R2 A2
sin ax = ~cosvr, v-1/2<Rea<3/2-v, 4

et

Q(w)= va(t) Vit et dt=2a—3/zp(a+"2+ 1/2 ) r ( o- \12+l/2)

sont les invariants de la transformation (1).
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Pour chaque \ réel et 0 I'équation (4) a des solutions a symétriques

2
par rapport & la droite Rea=1/2. Si 2* < (—2— cos %t) , les solutions sont
n

2
réelles et pour 22> (—?— cos 12?) elles sont imaginaires avec Re a=1/2.
n
1

2 —
Dans le cas k’:(3 cos %‘) et N positif la fonction (3) est f(x)=Cz 2
- :

el pour )\ négatif :
f(@)=2""[Q (1/2)+ (1 -1 Q(1/2) In 2}.
THEOREME 1. Un invariant f(z) de la transformation (1) qui satisfait
aux deux conditions:

1. Dans chaque intervalle fini 0<x < w la fonction f(x) a au plus
un nombre fini de discontinuités dans lesquelles lintégrale:

[K ) VR 10 dt=Fo (3, 0<v<l,
. Q

converge pour tout x, > 0.
2. f(x)=0 (x"2—>—¢), X - 00,

peut étre prolongé par la fonction analytique @ (2) réguliére pour tout 2#0.
La fonction @ (2) satisfait aussi aux conditions:

p(2)=0 (2"h—V—¢), z00; ¢ (2)=0 (*—°%hte), 250,

THEOREME 11l. Dans Pensemble des fonctions qui satisfont aux conditions
du théoréme 11, les invariants de la transformation (1), donnés par le théo-
réme 1, sont les seuls.

Nous pouvons nous demander I'ensemble des fonctions, dans lequel
nous affirmons I'unicité des invariants, est-il un ensemble ,naturel® pour
ce probléme.

La condition 1. du théoréme II n’est pas en question. C’est la con-
dition 2. qui doit &tre analysée. Le théoréme I nous donne la réponse;
13 nous allons démontrer que:

f K, (2O)V2lf (f) dt=0 (22 =), 200, |arg z| < /2.
0
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Démonstration du théoréme I. — D’aprés un de mes articles
antérieurs [4] les fonctions de la forme (3) sont les invariants de la trans-
formation (1), ot a satisfait a I’équation:

MNMQ()Q(l-a)-1=0, v-1/2<<Rea<<3/2-v.

En utilisant la relation connue I (2) I (1—2)=n/sinnz, cette dernitre
équation devient:

AZg?

— =0, v—1/2 e 32—v.
1 [sinax + cos vx] V=12 <Rea<l3f2—v

Le dénominateur dans cette équation ne s’annule pas pbur v~-1/2<
< Rea < 3/2-v et nous pouvons la ramener A la relation (4).

La fonction sin an et I'intervalle v-1/2<Rea<(3/2—v sont symé-
triques par rapport A la droite Rea=1/2; il s’ensuit qu’avec une solution a
du probleme (4) nous avons toujours aussi 1 -a.

La deuxieme partie de ce théoréme est une conséquence des pro-
priétés de la fonction sin z.

Pour faciliter la démonstration des théorémes II et III nous allons
d’abord traiter quelques théorémes et lemmes qui peuvent aussi étre inté-
ressants indépendamment de la démonstration de ces deux théorémes en
question.

LEMME 1. Soit f(x) une fonction tel que:

1. Dans chaque intervalle fini 0 < x  w elle a au plus un nombre
_fini de discontinuités dans lesquelles Iintégrale:

f Ky (xo ) VXo F | ()| dt=Fu (x)
0

converge, ot x, >0;
2. Il existe pour z=1Xx,

w - 0

lim f K, (21) V2t f (t) dt = f K, (zt) Yzt (1) dt. (5)
0 0

Alors Uintégrale (5) converge uniformément dans chaque domaine borné O
appartenant au demi-plan Re z> 0.
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Démonstration. — Remarquons d’abord que d’aprés la suppo-
sition 1. et la propriété® 4. de la fonction K, (z) l'intégrale

a

f 12| f(£) | dt

0
converge.

Soit maintenant 8 un nombre positif tel que Iintervalle 0 x << 8
ne contienne pas de discontinuités #0 de la fonction f(x); alors on peut
trouver un nombre n tel que n<<§ et:

N N
(B vzf(t)dtk | Ky (et VIZE] | £(6) | dt
)

ql

21 [ ) +4*
2=

q"

[t i@ a<e
q'

pour tous 0 <y < 1" et z€ O

Soit encore (&, 8") I'intervalle qui contient le seul point de disconti-
nuité £, de la fonction f(f); alors

LhEA Ty
U Kv(zl)VZ_ff(f)df}<f | Ky (1) VT2E] |£(t) | dt
to+ o foFof
fFn”
<Af If(y]dt<e
hFo

ol A=sup|K, (2f) | V[zt]; z€ O, t€ (t, %, t,F").
Enfin on peut trouver un nombre w indépendant de z € O, tel que

’r

'va(zt)Vz_tf(t)dtl<e

pour tout w” > o' >w et e> 0.

*) Voir l1a fin de cet article.
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D’aprés la propriété 5. et 6. de K, (2)

I

(xo f

‘f \/x,. [;f (S,?)] @) dt=0 (e EEEm

t
oit J(t)=va(xor)V;;;f(t)dr.

f Ky (2t) V2 £(2) dt=\/ f-

THEOREME 1. Soient les conditions du lemme 1 remplies, alors:
[Ko eV F(tydt=0(2~)

pour z+o00, |arg z| <a/2.

Démonstration. — Du lemme 1 il s’ensuit la convergence de
Pintégrale de cette transformation pour tout 2, Re z > x;. Soit maintenant
8/Re z un nombre positiv tel que l'intervalle 0 < x < §/Rez ne contienne
pas des discontinuités =0 de la fonction f(x), alors

8/Rez §/Rez

UK" (2t Vz'?/(t)dt’<fK.,(Rezt)V|_z—tTlf(t)|dt
[ 4

8/Rez

2LV (s £ | at

= | 2|»=12cos” ¥
<elz|le-v,
Il nous reste la deuxidme partie de l'intégrale
w
lim f K, (2t) Vot f(1) dt =

W -0
8/Rez

= lim { z K, (zt)
wa ol VX K, (X 1)

w

— K, (Zt)] J{f)dt;
/ t) S5/Re z &R-! \/Xg [K (xo t) ()
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d’aprés la propriété 6.,

c 8 P !
J 12—y _Z_ Kv (Zt) J(B di= 1/2~y
<cos"\]t (Rez)lzl +kaon [Kv(xot) (O di=o(z )
d/Re z

ot J(H)= va (x07) Vxotf (x) dx.
o . :

THEOREME 2. Soient les conditions 1. et 2. du lemme 1 remplies pour
fout xy >0 et soit
f(t)tO(t“), 15 o0,
ou a>v-3/2
f(t)=o (1), t-oo,

F(R)=0(z71-%), z-0,
ou larg 2| < =/2
F(@)=o0(z"1-%), 2-0,

alors

respectivement.

Démonstration. — Les suppositions nous permettent d’écrire la
fonction f(x) sous la forme f(x)=x%g(x), on, dans le premier cas,
£(x)»C, x»o0 et dans le deuxieme g (x)-0, x- oo,

Partageons l'intégrale de la transformation en deux parties:
@ S 00
fKV (2t) Va2t £ (f) di = f+va (2t) Vzi 1 g (f) dt.
0 0 5

Pour la premidre partie on a:

5 3
' f K, (2t) Nzt f () dtt <L Alz|" f £ f () | dt= O (2" ") = 0 (z-1-9).
0 ]

Quant 2 la deuxiéme partie, d’aprés la propriété 9 et 7

’ f K, (21) Vzt g (¢) = dt
8

<va (Rezt) V]zt| |g ()| 1= dl
d

o

ta
i K |zl o (!+1/
< Jgdéwg() () (Re z)'hta Thdr
5Rez
Max g (1) 1 i
d<is® va (v) et dz.
0

T (cosp)eth | z]ot
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Nous avons supposé o > v — 3/2; pour ces valeurs de a: 1/2-v>—
—a~1. Le théoréme 2 est ainsi démontré.
THEOREME 3. Supposons les conditions du lemme 1 remplies pour tout
xo >0, alors un invariant f (2) de la transformation (1) tel que f (x)= O (x":—¢),
x-+o00, € >0, satisfait aussi a P'équation:

fo == f V() rwa (6)
0

pour Res >0, oi
Ty
1) 2sinvm’
Youv 1 —(t/s)2V
T (_t_)z Rl UL (t/5) 1= 5.

2sinvn \s 1—(t/s)?

t=s

Démonstration. — D’aprés le lemme 1. l'intégrale de la trans-
formation (1) converge uniformément dans chaque domaine borné O appar-
tenant au demi-plan Re z > 0, donc nous avons le droit d’intervertir 'ordre

des intégrations:

f K, (sp)Vsy f(y)dy=2 f Ky (sy) Vsy dy f K, (p) V3 £ (£) dt
q n 0
)

=2 f ftydt [ K, (sy) Vsy K ()Y vt dy.
0 .

n

La premitre partie de cette équation a une limite N f(s) pour w00 et

n -0 pour tout s, Re s > 0. La deuxiéme partie I'a aussi et on peut écrire:

f fr) at f K, (sy) Vsy K, (yf)Vyt dy =
0 5

- f} (1) dt [ f i ﬁq (sy) Vsy K, (1) ¥t dy.
0 1

w
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Nous allons d’abord démontrer que

lim f £ (1) at f K., (sy) Vsp K, (yt) Vyi dy = 0. (8)
w —)ooo

Pour cela nous tenons comptes des propriétés 9. et 10. et de la formule
de la moyenne:

lim ‘ f £(0) at fK () Vsy Ky (1) vytdy;

< lim f |£(t) | dt [Ky (Re sp) Vsp | K, (pt)Vyi dy
0

T(Q.1
< lim f |1 ]dtlim K, (1) (tw) fK (Re sy) Vys (yt)th=vdy
T

< Jim wv—%ﬂf(z)mk (tw) Vtwhm fK (Re sy)Vys y=> dy

<€ lim o= [1f(0)] Ky(tw) Vw dt,
Wy
ot C(s) est donné par la relation

f K, (Re sy) Vlsy[y2—vdy=C (s)

et ne dépend plus de t parce que 7(Q, ) > o pour tout > 0.
Enfin d’aprés le théoréme 1

f [ (D) K, (tw) VEw dt=0 (w!2~7)
(1]

et la relation (8) est établie.
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Démontrons maintenant que:

Jim f f(f)at f K, (sy) /sy Ky (yt) VyE dy =
0

=f/(t)dt1im va(sy)VﬁKV(yt)v;t"dy;
B 70
pour cela il suffit de montrer que

® 1
lim f f(t)dt f K, (s2) Vsz K, (2t) Vzf dz = 0.
0 0
® 1
Uf(t)dtfkv(sz) VszK, (20 VaF dz| <
0 0

® n
< f £ (t) ] dt f K, (Re s2) V[sz[K, (at) V2t dz
0 0

n

f £ (t) | dt f ARy K, (2t) V2 dz

0

’(‘RE‘ )/ f f| f(t)|dtfz"z—"Kv(zt)Vztdz

<A Als|'”?
= (Resy

On peut trouver un nombre a indépendant de n tel que

® nt
[1r1at far-renk, @<
a 0

< (1)) v—32at [ K, (8) o= de < &/2.
Jiroieal
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Le nombre a une fois fixé, déterminons 5 de maniére que

a 5
f|f(t)\artle/2—v1<v (et) V2l dz <
0 0

a 1
<Af}f(f)ltl/z—vdtle—zvdz<s/2.
0 0
Maintenant nous pouvons passer A la limite dans la relation (7):

%f(s)n lim Ova(sz)Vs_zf(Z)dz

w-»co,n-d

=\| f(Ddt| K,(s2) VszKy (2t) Vzt dz .
[rod

Compte tenu de la propriété 8. nous obtenons ce qu'il fallait démontrer.

LEMME 2. Supposons que la fonction f(x) satisfait aux conditions du
théoréme 3. pour un x, < O; alors

};% ( )f(t)dt._ (M2—v~€), s> 00, Re s >0.
0

Démonstration. — Partageons Iintervalle d’intégration de 1la
transformation (6) en deux. Pour la premiére intégrale on peut déterminer
le nombre a de manitre que a << Res, alors

a

wmnle( “Qw%””wwnf|] WL irora

a
<HP*IW“Wﬂ0ML
0
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Pour la deuxiéme intégrale
1ot 1 t
sk [N (L) @ar| < s [ v (<) 1 L
s s |s| s :
a a

<fp(5)

LEMME 3. f, (s) étant une solution de I'équation (6), la fonction s~ f(s™%)
le sera aussi.

rl2—v—e dy

ce qu'il fallait démontrer.

Démonstration — Il suffit de faire un changement de variables:

t=1/r, s=1/6 et compte tenu de la relation l N (i) = -1— N (%), on a
s s
Fi(3)= fEr( ) Fom ) e
6 \o T 4 Tt/ c c t/ =

0 0

Une conséquence immédiate de ‘ce lemme et du lemme précédent
est le comportement d’une solution de I'équation (6) pour s-0, |args|<
< wm/2.

COROLLAIRE. Sous les conditions du théoréme 3 on a

o

f 1y (i) f() dt=0 (s*=+2), 50, |args|<m/2.
S S

(1]

LEMME 4. Soient les conditions A
du théoréme 3 satisfaites, et f, (s) étant
une solution de I'équation (6), la fonc-
tion f(se¥), —w/2 <O /2 le sera
aussi.

Démonstration. — Soit C
le contour d’intégration (fig. 1) et s
un point du demi-plan Re s >0, alors ®

Cf—;-zv(%)f(o)do:o. 1

A

1 4
)

” w

-

Fig."1
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On peut montrer que les intégrales prises le long des arcs du petit
et du grand cercle sont nulles a Ia limite, c’est-a-dire

,f—:—‘- N(wem)f(weW)wie‘Pidcp'g
0

§

9
<f|s‘/z—v'wv~‘/z1f(we¢f)|d<p-»o, @ - oo,
0

d’aprés le lemme 2.
D’autre part

o1 iy
[

s s
9

)f(ne‘P’)qie“’id=P‘<

]
<ISI"z"f'l'/*‘”If(qe""')ldv-’O, n-0,
6

d’aprés le corollaire du lemme 3.

Il ne nous reste que les intégrales le long du segment (n, w) et de
la droite o=te%’, n <t w,

JuE)oa Fn(<)rueres
o n

a la limite, on a bien:

F(s)= f-l— N (%) F(f) dt= f -i- N (fes—e)  (te¥y et dt,

0

Remplagons s par oe%; on aura

floe=[1 N() ey at
g [+
/]
le lemme est donc établi.
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LEMME 5. Soit ¢ (2) une fonction analytique, réguliére pour tout 2==0

et soit:
P(2)=0(22=7r—¢), 2200; 9(2)=0(2"—"+8), 20,

alors
I [el/z zg (ez)](n) I < éél—! elt—v—2e)B r (x),

ot A est une constanle, et p.(x) est une fonction bornée pour x borné.

Démonstration. — La fonction e'27 ¢ (e2) est réguliére pour tout z.
Partons d’une intégrale de Cauchy ot de contour d’intégration C sert
un rectangle (fig. 2): A

[ 2 (@)™ =

_nt[ehre(e)

oni (w—2)+t
c

X*ﬁ*i(%"*ﬁ;

-Z:X+l'yx
X —rl- L—

+p . .
nl { eleluti(y—g)l (P(e"+l(JV—B))
[uti(y—B)—2*!
- !

X-3+E(Y-1)

2ri
X

+
B Gc+B+in) P (ex+B+i)

(x+iB+iv—2z)ntt
y-8

Fig. 2

xf% lati 40 ¢ (enti (748) oy el =B+ @ (ex—Bt+iv) d
u vi.

[uti(y+B) -2+ (x—B+iv-2)r+? }
g y+8

Le module de la fonction ¢ (e?), sous les conditions de I’énoncé, satisfait
a linégalité:
| P (e‘) | <A | elfz—v—8) z 1 p(v—3zte) z l.

Compte tenu de cette relation nous aurons

9 @) | < 25 =P (0

LEMME 6. Pour k entier positif ou zéro

2k

M[ N ()t | Inkt | dt <<
- (T—vyrt’

Publlications de I'Institet Mathématique 5
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Démonstration. — Partageons lintégrale de I’énoncé en deux:
o 1 ®
fN(t)t—‘/z}ln"t[dt=f+fN(t) £ | Tn* £ | dt.
0 o 1

Considérons la premiére:
1 1
fzv (1) =" In"tdt, < (_1)kf:—v Ink ¢ dt.

0 0

| 2sinva
| n

Faisons le changement de variable: t=e—*, on obtient:

! -
(- l)k‘[l""']n"l’dl‘z‘fe“-(l—v)r.t,kdr
0

0

et puis en remplagant (1 —v)t par x, il vient:

@

1 .k k!
= —— - d = —
(l_v)k+16fe x x (1—V)k+1

d’oui résulte la correspondance:

1
“"“fN(t)t~‘/zu1nktdt’=—“ .
; (1—v)e+t

| 2 si
-

Le procédé est le méme pour l'autre intégrale.
LEMME 7. Soit f(2) un invariant de la transformation (1) qui satisfait

aux conditions du lemme 5, alors

eZ

Wl w oo 1 n 1
f—N(;ﬁ-)f(t)dt: EOIN(e")e"" %due“/zz[e/zzf(ez)]("). 9)
0 —00

Démonstration. — Dans lintégrale de la transformation (6)
faisons le changement de variables f= e, S=¢e%, puis r—x=u:

f N (e%) f (e%* %) eu du=f (e¥).
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La fonction ¢'2+ f(eu+*) peut étre développée en série de Taylor

e @+x) f(putx)= i l_‘_!. [e'lx f (eX) ]
n

n=0

et la derniére intégrale nous donne:

f N () e f (e+%) du= f N (ex) et dy 3" %[e‘-’z"f(e")](").

n=0

— 00 —00

Nous pouvons montrer qu’on peut intégrer cette série terme a terme.
Pour cela, comme l'on sait, il suffit de montrer que

-]

z |

—

N (") e"z"‘""%i"" et f (ex)]™ . (10)
n
Compte tenu des lemmes précédents nous avons

tn ()= [|N (e ene=n Zauler e

2Ap(x)n! == B ~ 2A(n+ 1)nt%p (x) ol—v—)3
o 7B (1—v)n+1 7pn (1—v)n+ientl ’

oit A est une constante indépendante de n et p(x) une fonction bornée
pour x borné.

La fonction e'2* f (ex) étant réguliere pour tout z, nous pouvons poser

B =

7 , d’oit il s’ensuit que
—v

a, (x) ~ c V41 e—enl1-v)
et la convergence de la série en question (ld) est démontrée pour tout x.
Ainsi nous avons établi la relation (9) pour tout z = x réel. La relation

(9), comme P'on sait, reste valable aussi dans chaque domaine commun
olt ces deux fonction sont réguliéres.
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Nous pouvons maintenant passer aux démonstrations des théordmes
IT et HIL

Démonstration du théoréme II. — Du théoreme 3 il s’ensuit
que toute solution de I'’équation intégrale (2) qui satisfait aux conditions
du théoréme II, satisfait aussi & I'équation (6) pour tout s, Res >0,
Il est facile 2 voir que, sous les conditions faites sur la fonction f(x),
la fonction

-

vof—;zv(f)f(t) dt=g (s) (11)

est une fonction analytique, réguliere pour tfout s, Res>0. Le lemme 4
nous permet de prolonger une solution de I'équation (2) en dehors de
Res > 0. D’aprés le lemme 2 et le corollaire du lemme 8 ce procédé
peut étre répété de maniére qu’on obtient s=0 comme singularité unique
de la fonction ¢ (s). La deuxidme partie de ce théoréme, c’est-a-dire le
comportement de la fonction ¢ (s) est une conséquance immédiate du
lemme 2, du corollaire du lemme 3 et du lemme 4.

Démounstration du théoréme [Il. — La Théorie des opérateurs
analytiques, dont les fondements sont donnés dans mon article antérieur [4]
peut nous étre trés utile ici.

2

Le lemme (7) nous affirme

«©
-4

[eentea=3 Avﬁ)—i;}%/—%}v—f(ez)=A(D)f(ez)

v=0
0

oll

o
A, = j N (e2) e'2# yn dy
—to

et I'équation intégrale (6) prend la forme
[(1-2A(D)]f(e)=0.

Soient z=a et 2=1—a les solutions de I'équation 1—224 (2)=0, tel-
les que v—3/2<TRea < 1/2 - v, alors I'équation (12) s’écrit

[B (D) (D) (D—1+0)] f (1) =0,
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ol
B(D) =3 B—(”l(v:i@ D - 172

y=0
est un opérateur analytique tel que la fonction B (z) ne s’annule pas dans
le domaine v—3/2 <<Re z2<C1/2~v. C’est pourquoi
IR i 2 ® (D+1/2)
B(D) =l B(-1/2) vl

est aussi P'opérateur analytique.

Nous allons montrer que de la relation (13) il vient

E'(F){[B(D)(D a) (D—1+a)]f(e)} =[(D—a) (D—1+a)] f (e)=0.

Le produit de I'opérateur 1/B (D) et zéro est zéro. Il reste ainsi 3 montrer
E—(TJ_){[B (D) (D—a)(D-1+a)lf(e)}=[(D—a) (D—1+a)]f(e7). (14)

Posons g(2)=(D-a)(D -1+ a)f(e?), alors 1’équation (14) prend
la forme

o 1 (")(D+l/2)’ © ) vLD_"i'_l_/_Q)L _
;?go[fB(—l/Q)] k! [EOB()( 1/2) Wl g(z)] £ (2).

Considérons la premiére partie de cette relation. La série qui est entre
les crochets est uniformément convergente dans tout domaine borné et
fermé et on a

® 1 Wwea o (D+1/2)y _
EO[B(—1/2)] X B = e @
) We, o (D412
Slacm| BErem g e
En posant
1 (k) oy (D+1/2)i _ . .
Ay = [“B?( _1_/27] [B(—1/2))Y k)mg(z)’ Ap=0, j<k;

Y= E EA]’(’ =3 3 Ap,

k=0 j=0 =0 k=0
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nous voyons que notre but est de montrer la validité de la relation
lim yy ~hm ! 2. D’aprés un théoréme de T. J. 'A. Bromwich [1], il suffit

il X-
dans ce cas de montrer que pour tout n>>0 et tout m, on peut trouver
mZ=>m, et n de maniére que

E EOAJR 2 EAJk <n,
}— _
pour tout v_>n:
' v @ 14 m ‘ v J m Jj v m
T X Ap—2 DAx=1Y EA;k 2 ZAJk"Z 2 A
=0 k= j= = = j=
|56 iS5 0 =0 i 0 A= =0 k= m+l k=0
| 14 i v m
=' E EAjk :
j=m+1 k—o =m+1 k=0
Pour tout j>>1, on a
(i)
1A D+1/2)i g()|B(-1/2) ———| =0
Tt A= (0+112)g 52)[5¢ 5]
et par suite, il ne nous reste a montrer que VE %Aj,, <n pour tout
j=m+1 k=0
v>n et m>m,
(k)
S| [B(=1/2))0 ——(D+1/2)fg(z)
i—m+1 k-o l‘ ,,—m+l [B( 1/2)] 6 ] -k k!

(k)| _ ; 2)! ~
— ~ 1/9—k (i+ (1-v—¢)B.
r‘§+l [3(*1/2)] B=1210 15 nBI+2 (j - k)lkl‘2

Compte tenu de l'inégalité de Cauchy
< Ev Qvﬁé‘e—(e—an(l_y_,_aygc Ev yfﬁe—(e-an<q
j=m+1 RI f=mt1

pour m, assez grand, et e—8 > 0.

Ainsi les invariants de la transformation (6), c’est-a-dire les invariants
de la transformation (1) satisfont & I'équation

[(D-a)(D-1+a)] f(e?)=0.
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Mais les solutions de cette équation ne nous donnent que les invariants
précisés dans le théoréme I.

Pour finir nous allons donner les propriétés de la fonction K, (2)
dont nous nous sommes servi dans cet article. Ces propriétés ont été
empruntées au livre bien connu [2] ou elles sont un peu modifi€es.

1L K40, |argz|<n/2 2 Ku_y(2) +~ Ku(2) =~ K (2);
_ p4

— n 3n 37"
3. K,(2)~e \/52, z—»oo,——?z—<argz<—2-—,
4. K,(2)~2v1 1—1&, +0; 5. ]—<—V(—zl=0(e"(R”—"n),t—»oo;
2z K,(xo 1)
6. [{(_‘LLZD_]’r_O(e—t(Rez—xo)), 00,
7. ftf’—‘ K, (x1) VBdt=2P—3ﬂx~Pr( p+V2+1/2)r< p"'; 12 )
Rep > Rev—1/2, Rex>0;
8. fK\, (sx)Ysx K, (xf)Vx tdx =
0
—,t=s
2smvn s
.—l_ !
=" B
l L(_)m TSP g
2sinyx s \s 1 (t/s)?
9. K(az)——Q— -5 () dt,Rez>0, Rea?z>0

0
| Ky(az2) | < K, (Re za), a réel.

10. [2 K, (2))= - 2" K,_, (), C’est-a-dire la fonction xK(x) est une fon-
ction monotone.

(Recu le 23 april 1958)



72 ) B. Stankovié

BIBLIOGRAPHIE

[t} T.J. VA Bromwich — Note on double limits and on the inversion of a repeated
inflnite integral, Proc. London Math. Soc, {2) 1 {1904), p. 176.

[2} A. Erdély! — Higher Transcendental Functions, v. 2 (1953), pp. 78~106,

[3] C.S. Meijer — Uber eine Erweiterung der Laplace-Transformation 1, lI, Proc. Am-
sterdam Akad. Wet. 43 (1940), 599--608, 702711,

[4] B. Stankovié — Invarjante opdte kiase singularnih integralnih transformacija, Annu-
aire de la Fac. d. sci. Novi Sad 2 {1957) 357—372 {en serbe).



	053.tif
	054.tif
	055.tif
	056.tif
	057.tif
	058.tif
	059.tif
	060.tif
	061.tif
	062.tif
	063.tif
	064.tif
	065.tif
	066.tif
	067.tif
	068.tif
	069.tif
	070.tif
	071.tif
	072.tif

