SUR LES POLYNOMES DE FEJER®

M. TOMIC (Belgrade)

SOMMAIRE — On donne une suite de propriétés des polyndémes de la
forme (1.1). Ces propriétés sont connues dans le cas des polynémes de Fejér,
c. & d. dans le cas oit ay=1/v (voir [3]). On établit ici les propriétés ana-
logues sous les conditions plus générales imposées aux ay.

1. On entend par le polynéme de Fejér le polynome réciproque
(1.1) pa@)=ap+an_2+...+a 20"t a2t —ag 2t —,,  —a, 22

avec a,=1/v. Dans une note [3], Herzog et Piranian ont donné une
suite de propriétés de ces polynémes. Dans la présente note on établit
les propriétés analogues pour des classes de polynémes plus généraux.
Dans ce qui suit, nous désignerons les polynoémes de Fejér par pn (2).
Le § 2 contient les démonstrations de certains résultats relatifs aux poly-
némes p, (2) a savoir:

L. p.(e®) donné par (1.1) est uniformément borné si 1) a, |0 et
2) va, < M (§ 2.1).

Si ay}0, la condition 2) du théoréme précédent c. a. d. va, <M
sera aussi nécessaire pour que p,(e®®) soit uniformément borné. Ceci
résulte de

IL Si 1) a,10, 2) va,=X\,}oo;

3) soit A\, une suite convexe ou concave, c. a. d.

AN, =0, =20, +0yy3=0 ou bien <O et

1) Les résultats de cette note sont publiés en serbe sous le méme titre dans Glas de
PAcad. serbe des sciences, t. CCXXXII, Ne 15 (1958), p. 29.
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4) n|Ap—Xp 41| =0 (N,), alors, lorsque n oo, on aura

x
szxnf Sl:]t At =7 hny =2y | 40 (he) < Max | p, (%) | <
6

(1.2)

(3
sin ¢
S0 [ dt4n k=] +0 (),

No élant choisi de telle maniére que
AP ho=Xp~22,+23==0 ou bien <09

§ 2.2.1 contient une inégalité (2.10) d’our il résulte pour les poly-
nomes de Fejér I'inégalité plus précise

(*) M,.—Maxlp,,(efe)|<2f§-‘1‘_’dt n=1,2, .

Cette inégalité se trouve, sans preuve, dans [3].

Ill. Dans chacun des secteurs

(2k-1= (2k+1)x
n

n

2= re's, <6< , k=1,2,3,...,n-1,
Se trouvent exactement deux zéros de p, (2) si {a,} est absolument monotone
(§ 2.3)» Dans [3] le méme résultat est démontré pour p, (2).

IV. Soit n pair et a, absolument monotone, satisfaisant en outre aux
conditions
a
1) 2*lo1-g, £,20, n oo,

n

i
2) (a,.)7=1—"—§"-’, o (1) » oo,

e X ®
int sint :
%) Remarquons Iinégalité connue f%’ dr> i%~ dt = 7:—.
0
8} Clest-a-dire si toutes les différences

sk an=an~(¥) an 41+ oov +(—1)% 8n 4 sont positives, k,n=0,1,2, ....
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alors pour deux zéros réels négatifs de p, (2) on a asymptotiquement (§ 2.4).

r=—-liM+O(—fl{).

n

Dans [3] le résultat semblable est obtenu pour pj (2).

V. § 2.5 contient PI'extension suivante d'une inégalité de Rogo-
sinski—Szegd [4]

Pour tout 8, et n=2 on a
cos @ cos nd

(1.3) Th (9)‘—+—'2—+ | > >Té‘8—

Dans [4] on constate qu'on a T, (8) =0 pour tout n et 6. L'inégalité de
Young [4]

c0s9+2326 cosnb

(1.3)  R.(0)=1+ St >0, n=0,1,2,--

qui intervient dans la démonstration de la proposition 1I, se déduit aisé-
ment de ce qui précéde. On donne dans § 2.5.1 la démonstration d'une
inégalité un peu plus précise, a savoir R, (0) =K' >1/20, n=2.

2.1. Démonstration de I. De (1.1) on a

(2.1) pr €)= - 2iel 1D C (n,9)
ot I'on a posé
6

@22)  0<C@no)=3 q sin(k-—-l—>9-=A,,cos—e———B,, sin -
P2 ) 2 )

avec
n n
A = arsink, B,=Y axcos k9.
k=1 k=

Le fait que C(n,0) défini par (2.2), est positif si {ay} est strictement décrois-
sant, c.a.d. si {a,} satisfait 2 la 'condition 1), est aussi un résultat de
Fejér [2]. A cause de 1) I'estimation connue nous donne|B, | < a,/sin (8/2),
autrement dit le dernier membre dans (2.2) sera uniformément borné pour
tout 6. De la condition 1) on déduit aussi |A,|< a,/sin (8/2), c.a.d. A,
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sera borné pour 6 > 0, fixe. Quelque soit 6, prenons un entier p tel que
p=<=x/6<p+1. On a alors

n n
A,,=E a,sin v9 - E a,sinvé=J, +J,.
v=1 v=p+1

De sin 6 < ¢ résulte

P
(2.3) [Jy =] a,sinve
v=1

ge}": va,<8-p M Mn.
v=1

D’autre part

AED> a,,sinvO'éapH/sin(G/Q).

tv=p 1

En tenant compte de sin6 > 26/x, 0<<6 < «/2 il vient
24) | Sr K1) 0y M.
Les inégalités (2.3) et (2.4) démontrent la proposition 1.
22. Démonstration de I A cause de
A, cos % —B, sing— =A,—2A,sin? 761— -B, sin% )

en tenant compte de la condition 1) du théoréme I, il s’ensuit que les
deux derniérs membres dans cette expression sont uniformément bornés.
Or, si A, 00, il faut trouver la borne supérieure de

(2.2) Ap=a,sinb+a,sin26+..,+a,sinnb,

ou g, satisfont aux conditions 1)—4) du théoréme II. Le polynéme (2.2)
peut se mettre sous la forme

6
Ay =— )\;9 +f(2‘2—"+}\,cost+ —H\ncosnt)dt,
o
), étant choisi de. telle manieére que la suite A,, X, ..., A, soit convexe

ou concave. Une sommation double par partie sous le signe de I'intégrale
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nous donne

(2.5) Ap=—

9
2,0 n-3 sin? (k+1) 1/2
+ Ay, )02
f (Ea * T o sin g2
0

- .
+AM_, sm. nt/2 A, sin (n.+ 1/2) t) dt
2sin*t/2 2sin #/2

De 13 il vient

A, < Max dt’+2‘-91+

0=<¢==s

f}‘ sin (n+1/2) ¢

2sin t/2 2

- dat <
. 2sin?t2 T

W pu, SGED lfsim ntf2
i 2 sin? /2 e

RO - _ _
== +2{|xn_, Dol + (21—1)| Aaey m}+

+ A, Max
0o

esin(n+1/2)ldt
f 2 sin #/2 ‘

On aura maintenant

f—s—i‘-"(’”l@idt:f sin (n+1/2) ¢

dt+
2 sin #/2 2142
0
0 | . (+1/2) 9 ;
sin
_— sin (n41/2) tdt= f A—dt-i- P (O
Of[? sin ¢/2 "9 1/2] ( ) )

pn (8) tend vers zéro pour tout 6, lorsque n -+ oo, tandis que la derniére
intégrale prend sa valeur maximum pour (n+1/2)6==x; par conséquent

o .
f_s_lﬂ_('i_ilﬁ)id, =fs_m_(dt+o(1), - oo.
2 sin #/2 !
i}

Max
9

La condition 4) de la proposition Il donne

MaxlA,,{S—u\,,_,—q I+ M f-s—'-‘lidmo(x,,)
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et le fait que le premier membre dans (2.3) reste borné démontre la se-
conde partie de I'inégalité (1.2).

Le premier membre de I'inégalité (1.2) s'obtient d’une maniere ana-
logue, en partant de la minorante suivante, valable pour 0 <8 <=

e 3
sin (n+1/2) t'dt '___

| A

, 2 sin t/2
0
_}_\._T_t_ 2 A2 sm-(k+1)t/2 ~IAh,_ I|fsm nt/2 '
2sin® /2 2sin® 1/2

et, en observant que | A, (6) | et N, |...| sont les fonctions continues de 6.
2.2.1. Dans le cas A,=1, v=0,1,2,...,n, c. & d. dans le cas du

polynéme de Fejér py (), les estimations obtenues ne sont pas suffisam-
ment précises. Dans ce cas, pour 0 < 9 < «, nous écrirons

: 0 . 6 i . . 6 .8
(2.2") C(n,8)=C,(6)=A, cos E—B" sm~2-=A,,. cos —Q——B,, sin —2—+sm§—,

avec
A, = sin 64 sin26 N sin3 6 R sinn 6 ’
3 n
Bl—14+ colse+ c05226 et cosn @ ’
n

et, comme nous allons montrer dans § 2.5, B, =0 pour n=0.
En désignant maintenant par

(2.6) Ap = Max
9

9

sin (n+1/2) ¢ sin ¢

—_—dl| = dt+p, (6

f 2sint/2 ! f 01 ),
0

on aura de (2.2') et (2.5) en tenant compte encore du fait que dans ce cas
A2}, =AN,_,=0,

- ] 0 . 6 6
2.7 0 C, (8 _<_A'cos—g——-——cos—— sin— —Bp sin —-
27) <G ()< Ap ) 5 + m2 ® sini 5
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D’'une part on a

An = Max
)

fesm (n+1/2)t |>f sin(a+1/2)t g =

11
2 sin t/2m 2 sin #/2 2

c. a. d. pour 0 <9 <m, on aura

An cos < Ap —mnsin? — °.

Substituons cette majorante dans (2.7) en tenant compte de (2.6) il vient

sint . . 0 8 6 .8
2.8 0<<C, (8 /f—~———dt sin? — — —cos — + sin— -
(2.8) <Ca(9) ﬂ R 5 5

;" sin§+pn(9>,

avec

0
1 1 .
n| =— - 1/2) tdt|-
[Pnl 2'[{ sin £;2 12 }sm(n+ )
De

|¢/2—sin t/2]
nl = ’, 0 e< vy
lenl<5 f Gsmyz o VSEST

en développant sin #/2 en sa série de Taylor, usant alors dans le nomina-
teur de l'inégalité sin (#/2) > t/x nous obtenons

2.9 ,.<—* o<,
(2.9) lonl T <O

D’autre part on a

9 6 . 6 b o . 8 .8
s(6) =~ — 0§ — ¢ SiN ——nSiN® —= — —+- sin— +(8 — ) sin? —
(9) == cos g 2 ;- g TSy +@-msint S

i ., 0
—— +(9 - r) sin® —
< 96—i-( ) i
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Par conséquent, en tenant compte de (2.9) il vient de (2.8) en définitive

4 .
i 2 - * .,
(2.10) c,(e)<fs‘:"dt+° ( °)+(e—n)sin2-2~-3,,sm-g.
0

96

Evidemment, la somme des deuxi¢me et troisi¢tme membres de la dernidre
inégalité sera négative, d’onl, en vertu de B,=0 (§ 2,5.1), résulte l'iné
galité assignée (¥).

23. Démonstration de IIl. La relation
pn(z-l)=""z—zn+jpn (Z)

et le fait que a, sont réels, montre que la valeur réciproque et conjuguée
d’un zéro de p,(z) sera aussi le zéro de p,(z). La régle de Descartes
montre que z=1 est l'unique zéro positif de p,(2). A I'exception de z=1,
le polyndme p, (z) w’a pas de zéro sur |z|=1. Ceci résulte, par exemple,
du résultat mentionné de Fejér, d’aprés lequel on a

Ca(®)=C(n,6)=3 asin (k-1/2)6>0, 0<0<n
k=1

si la condition 1) est remplie.

2.3.1. LEMME. Le polynome p,(z) n’a pas de zéros sur les rayons

@k+l)=n

(2.11) z=rel9, 0= , k=1,23,..., n-1,

n

si les a, sont absolument monotones.

D’aprés le théoréme connu de F. Hausdorff, on aura dans ce cas
1

(2.12) av+,=ft"dq>(t), v=0,1,2, ...,
. ] .

olt ¢ (t) représente une fonction bornée et non décroissante dans 0 <t<1
avec lim ¢ (f) < ¢ (1), t20. De 1) et (2.12) il vient

1 1
tn_.zn nzn
(2.13) pa(2)= f S de()-2 f
0

tnn—1
do (b
1 ? (1)
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Posons z=re’®, ot 0 appartient a la suite (2.11). On a alors 3 (27)=0,
R(z")=—rn et la formule (2.13) se réduit a

1 1

n —
Pa (re'®) = fLi-r—'}- do (t) — r"f L ,-'n 1 de ().
ret® tret®—1
0

t—
0

La partie imaginaire de p, (re’®) est

1
n n 1 n 2 n 1
(t"+r")rsinb do (b + (gnr2n4rn)trsin0

+r2—2trcosd 1—2trcos 8+ r2
0

i
@19 $(a= 5 ? (1).
0

Pour r <1 nous avons
1—2trcos0+2r2 = 1*+r2—2trcosB=(t—r cos 0)>+r*sin? 6 > 0,

c.a.d. 3(p,) donné par (2.14) est #0, pour 8 #kn et r < 1. Etant donné
que p, (2) est le polynome réciproque, ceci a lieu aussi pour r > 1, ce
qui démontre le lemme. Nous remarquons que la démonstration de ce
lemme (la positivité de F(p,)) est indépendante de la forme de ¢ (f).
autrement dit, le lemme a lieu pour foute suite {a,} absolument monotone.

2.3.2. Posons [3]
(2.15) Wo(2)=2""(1-2) pa(2)=

n—1
=0 (2" +27") - 2a;+ Y (Ag+ Gk yy) (2F +275)
k=1

Pour r suffisamment petit ou assez grand, de (2.15) résulte que
Wa.(2) c. a. d. que p,(z) n'a pas de zéros pour re®® quel que soit 6. De
13, et du lemme il s’ensuit que p,(z) n’a pas de zéros sur le contour du
domaine D, défini par

2mreis, 0= CEEDE
Dy~ n

yk=1,2,...,n-1,

Zog=rg €, 2y=r, €% ro<r<ry.

2.3.3. Supposons maintenant que tous les coefficients ay,a,, ..., @,
varient d’'une manidre continue telle que g, +a,=0, i=1,2,...,n, restant
constamment absolument monotones. I est facile de former de telles
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suites. Posons, par exemple, pour ¥ =1,2,...,m, et en prenant m assez
grand

(SO)Eal’ali eeoy ln
k k
(S0=a1, ay+ - 8ay, 0, = (A, +4a).... a+ (g Aa,), s

Les termes de la suite (Si) ainsi obtenue forment évidemment une
suite absolument monotone. D’autre part la différence entre deux termes
correspondants des suites (Sg) et (Sg,,) sera arbitrairement petite pour m
assez grand. Ceci montre que les coefficients a® varient d’une maniére
continue en passant par (S;). Enfin, pour m- oo tous les termes de la
suite (S,) deviennent égales 4 a,. D’aprés un théoréme bien connu d’al-
gebre élémentaire, les zéros d’'un polyndme sont les fonctions continues
de ses coefficients. En vertu de la monotonie absolue de

B =a, + = (Aay+...+Aa,_,), v=1,2, ...,
m

et en tenant compte du lemme précédent, aucun des zéros de W, (2)c.a. d.
de p,(2), z<=1 ne peut traverser pendant ces variations le contour du
domaine (D) défini dans 2.3.2. Dans le cas limite, a,=a, d’aprés (2.15)
dans le domaine (Dy) se trouve la racine double de I’équation

~22n+1=(n—1)2=
c.ad z=gkrin k=12 . . . . n-1.

En vertu du lemme, p,(z) aura aussi dans la position initiale (S,)
deux zéros dans ce domaine, ce qui prouve la proposition III.

24. Démonstration de IV. Pour a,=1/v ona p(n)=Ign et
€,=1/(n +1). Evidemment 2 cause de 1) résulte p(n)/n->0, pour n- oo,
puisque lim a,,,/a,=1 entraine lim (a,)'* = 1. Nous envisagerons le zéro
réel, negatif entre 0 et —1. Nous allons montrer d’abord que p,(-r)==0
pour n pair et r < 1/2. En effet de

Pa(=r)=a,—a,_,r+ - 4ayrn=t-a, r+ayrm—1~... g, r2n+1,
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il s’ensuit, a4 cause de a,+0, en tenant compte de la condition 1) du
théoreme IV

Pn (—-r)ga,, —an -y "+(an—2 r’~a,_4 r8)+(an—4r"'an—5 rs)'*'" :
(g2’ =y YY) -y (M tr+ ) —ag (I r 400,
oit 'on a posé v=n/2.

Pour n suffisamment grand, en vertu de la condition 1), on aura

An_g An_4 An—vig
—>1r 2 e, e T
a,_s Qn_g Ap—vy +1

ce qui entraine que toutes les parenthéses dans (2.16) sont positives, d’out

pa(-r)=a,—a,_yr—a rV—l— —-a, rm 1 ,
1—r 1 ~r

c. & d. pour r<1/2
an__ 1y
pn(_r)>an._ "2‘ ._.2al(__.2)_

La condition 2) avec v=n/2 nous donne
2a,(1/2)=0(a,),

et, en tenant compte de la condition 1), ceci implique que
Pa(=NZ T ~0(an) >0, r <172

En posant dans (2.11) z= —r il vient

. 1 1
pa(=n= [E-Zdg-rm [L2214
0

t+r tr+1
0

Vu que >0 et que ({+r)~! est continu, monotone et décroissant pour
0 < t< 1, I'équation p,(—r)=0, avec 1/2<<r <1, peut se mettre sous
la forme

1
2.17) amwfww=ﬂmvwamML
Y

Publlications de Plnstitut Mathématique
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avec
%< ) <E () <rt<2,

0<E ()= —+‘?— B 11‘_'""’"

1 H
1-1tr de
0 do< ) _—
<f1+tr P<E(r "’<f1+t
0 0

Du fait que § (r,n), &(r) et & (r,n) sont positifs et bornés pour
1/2<r <1 et n-»00, on conclut aussi que I’expression
Ei (f, I'l)
§2 () +&a(r,n)

reste, pour tout 1/2<<r<1 et n-oo, positive et bornée. De (2.17)
résulte alors

0< X, <x(r,n)= <X,

! L r 1
(@n+1)" (X1)" L7 < (8n41)" (X2)"
La condition 2) du théoréme IV et I'inégalité élémentaire

n
limn {Va—1}~1ga, n oo

valable pour a>1 ou bien a <1, donne définitivement la valeur absolue
de zéro réel négatif entre 0 et —1

(-5 (-5 -2 20 )

et la proposition IV résultera du fait que lautre zéro réel négatif est
réciproque.

25. Démonstration de V. Soit 1=>3, 0 <0< =
On obtient par deux transformations abeliennes

(2.18) S 0=

{ 2 A% sin® (k+1) 6/2+

+Adn_y sin® 0 6/2+ 1, M}

2 sin 6/2
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avec
A= 1/(v41), Ahy=Ay=1d 4y, 424, =A (AN

De (2.18) résulte que S, (8) est positif pour 6 & J;=(0, n/(n+1/2)). Or,
pour 6€ J, en prenant le premier terme sous le signe de Z,on a
Sn(9) > 1/6,8€ J,. En prenant les deux premiers termes de X dans (2.18)
on en déduit I'inégalité suivante

A
2 sin /2

S (e)_Z_%(l ~cos?2) - =9(9).

On a maintenant

(2/) 4 (n+1)sin0/2=1—k®sin®0/2 = (1 —k sin 0/2) (1 + k sin 6/2 4- k* sin*6/2)
€0S

avec .
k=V2(@+1)/3,

d’ott on conclut que ¢ (6) posséde dans J,=(n/(n+1/2),x) seulement un
maximum. Donc, cp(e) peut prendre ses valeurs minimum & Pextrémité de

sin 6/2

l'intervale J,. étant décroissant dans (0, /6), on a pour n =3,

w

L .
2 2(n+1/2)= 6’

sin 6/2 12 -~ 7
6/2 ®/2(n+1/2) =2x
De 13, il vient

q,( x );_1_(1”052__)_ 204120 7 2 1
n+12 /=6 6) 2(n+1) (720 —24 7 168

et

qJ(TC) (1+ COS’G)—m——ﬁ.

Enfin (Rogosinski—Szego[4]) pour n=0,1,2 on a évidemment

Se=1/2, S;=(1+co056/2), S3= z(cose + _§_)2+ 7 >_Z_
3 2 96=96"

ce qui démontre l'inégalité (1.3).
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2.5.1. Pour 6 3= 0 nous avons
(2.19) Ra®)=1+ 3 B0 _ 5 0%
cv=t Y v=nf1 v

En remplacant la premi¢re somme dans (2.19) par sa valeur exacte, et
usant de I'estimation connue

q
cos vé/v
Ep / <psine/2

on obtient de (2.19)
_.__________1 =
(n+1)sing/2

Il est évident que R, (8) donné par (1.3) n’a pas de zéros dans (0, =/(n+1/2)).
La fonction F(8) décroit d’une fagon monotone dans (x/(n + 1/2), =),
puisque de sin §/2 > (2/x)6/2 on a

Rn(8) > 1-1g 2 sin ¢/2— F®).

0 1 n+1/2
otg L) — 1<t E 0.
B O = insmeg 'S a1 S

De la, pour x/(n+1/2) £ 0 X, il vient

Ra (@)= F ()= F(m)=1-1g2— ——;
n+1

cette expression est positive pour n= 3. Finalement, on a

1 +cos 8+ cos? 6= <cos9 + —1_)2+ 11
2 2) 4T 4

On peut prendre donc pour K'=1/20.

(Regu le 22 janvier 1958)
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